Chapitre 4

Tests statistiques

Soit une hypothése Hy concernant une population. Sur la base des résul-
tats d’échantillons extraits de cette population on est amené a accepter ou
rejeter I’hypothese Hy. Les régles de décision sont appelées tests statistiques.
Hy désigne ’hypotheése dite hypothése nulle et par H; on note 'hypothése
dite hypothése alternative.

On a Hy vraie et H; fausse ou bien H fausse et H; vraie.

Tests d’homogénéité

A partir d’'un échantillon de taille n; extrait d’'une population P; et d'un
échantillon de taille ny extrait d’une population P, le test permet de décider :

H0:90:91
Hy : 0y # 04

ou fy et #; sont les deux valeurs d’'un méme parameétre des deux populations
P1 et P2.

4.1 Test de Student (comparaison de deux
moyennes)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendants de moyennes m; et
mso et d’écart-type o1 et 5. On dépose de deux échantillons indépendants
{X71; Xo;...; Xy, } tel que X suit la méme loi N(my,0q) et {Y7;Y5; ..., } tel
que Y; suit la méme loi N(may, 02). On cherche & décider si les moyennes m;
et mqy sont significativement différentes ou non, on utilise le test de Student :

a- Sin; > 30, ny > 30 et 07 , 05 sont connus.
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4.1. TEST DE STUDENT (COMPARAISON DE DEUX MOYENNES)

On teste au seuil de signification «

ngm1:m2
Hy @ mq # my

-On accepte Hy (c.a.d il n’ya pas différance significative entre les moyennes
de deux échantillons) si

z € |—u;ul
ol z = Zz_y ~ et la valeur u est lue dans la table normale centrée réduite
o o
w o

N(0,1) telle que ®(u) =1 — 5.
-On rejette Hy si z ¢ |—u;u| (Il ya une différance significative).
Remarque 1 Si g7 et 05 sont inconnues, on les remplace par les estima-
teurs

ni n2
St =45 Z(ml —7)et S5 = Z(yj — ) respectivement, c.a.d
i=1 =1

r—y
s2 82
Exemple 1 Une machine remplit des paquets de café, on préléve un
échantillon de paquets de taille n; = 120 de poids moyen 48.53 g et d’écart
type 2.8 g, le lendemain on préléve un échantillon de taille ny = 270 de moyen
50.08 g et I’écart type 3.1 g.

Au seuil de signification 5% (risque d’erreur), qu’il existe une différance
significative entre les poids moyens des paquets ?

Zz =

Echantillon 1 | Echantillon 2
ny = 120 ny = 270

T = 48.53 iy = 50.08

o1 =2.8 o9 =3.1

Il s’agit du test Hp : my = my

48.53 — 50.08
y e
(2.8)2 |, (3.1)2
20 T 270
= —4.88
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CHAPITRE 4. TESTS STATISTIQUES

0.05

= 0.975

Dans la table N(0,1), on trouve u = 1.96, z ¢ [—1.96; 1.96] donc on rejette
Hy, il ya une différance significative entre les poids moyens des paquets.

b- si n; <30, ny < 30 et 01 , 05 égaux et inconnus (0, = 05 = 0)

-On accepte Hy (c.a.d il n’ya pas différance significative entre les moyennes
de deux échantillons) si

z € ]_tnl-i-nz—?,%;tnl-i-nz—?,% [

ou _
r—=1Yy
=
/1 1
S n1+n2
avec

S:\/(n1—1)g%+(n2—1)g§

n1+n2—2

et la valeur bnitno—2,2 €St lue dans la table de Student & k = n; +ny — 2
dégrées de liberté (ddl) et v = 5.

-On rejette Hy si z ¢ }—tnﬁm_g%; tnitna—2,2 [ (Il ya une différance signi-
ficative).

Exemple 2 Le poids d'un médicament conditionné en boites est réparti
suivant une loi normale N(m, o). Deux échantillons de tailles respectives
ni1 = 12 et ny = 18 ont pour moyennes T = 22.235 g et § = 21.988 g et écart
type ( estimateur) Sy = 0.18 g et Sy = 0.23 ¢

Qu’il existe une différance significative entre les poids moyens des deux
échantillons pour un seuil de signification de 5% ?

Echantillon 1 | Echantillon 2
ny =12 ny = 18

T = 22.235 7 = 21.988
S1 =0.18 Sy =0.23

Il s’agit du test Hy : mqy = mgo

2 2
o \/ (12-1) (018 + (18 - 1) (0.23" _ -
12+18 -2
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4.2. COMPARAISON DE DEUX PROPORTIONS

donc

22.235 — 21.
z = (22235 988) = 3.129

1 1
0.21177 x /35 + &

Dans la table de loi de Student, on trouve

py4ny—2,2 = tag0.025 = 2.048,

z ¢ [—2.048; 2.048] donc on rejette Hy, il ya une différance significative entre
les moyennes des deux échantillons.

4.2 Comparaison de deux proportions

Soient deux population P; et P, on extrait un échantillon de population
P, de taille nq et on extrait un échantillon de taille n, dans la population P.

On compare deux proportions inconnues p; et p,. On souhaite tester si
ce sont les mémes. L’hypothese nulle & tester est Hy : «p; = po»contre Hy :
«p1 # p2>.

On dispose de deux séries d’observations, de taille n; pour p; qu’on estime
par fi et de taille ny pour ps qu'on estime par fs.

-On accepte Hy (c.a.d on admet alors I’égalité des proportions) si

z € |—u;uf
ol
_ fi— [
z =
1 1
\/f(l—f) (n—1+5)
avec
= n1fi1 +nafo
ni + na
et la valeur u est lue dans la table normale centrée réduite N(0,1) telle que
Q(u)=1—%.

-On rejette Hy si z ¢ |—u;u| (Il ya une différance significative entre les
proportions des deux échantillons).

Exemple 3 On expérimente un vaccin contre une maladie M sur des
animaux. Un échantillon aléatoire de taille n; = 80 animaux vaccinés montre
que 42 d’entre eaux ont contracté la maladie. Un échantillon aléatoire de taille
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CHAPITRE 4. TESTS STATISTIQUES

ne = 113 animaux non vaccinés montre que 76 d’entre eaux ont contacté la
maladie.
Peut-on dire au seuil de signification de 5% que le vaccin est inefficace 7
On décide : Hy : p1 = po
ny = 80,ny = 113, f1 = % et fo = %, donc on a :

_ 80 (£) +113 (i)

=0.611
! 80 + 113
alors
2 _ 76
80 113 =-2.0716

2 =
V0611 (1= 0.611) (& + 755)

Dans la table N(0,1), on trouve v = 1.96, z ¢ [—1.96;1.96] donc on

rejette Hy, au seuil de signification de 5% la différance entre les proportions
est significative.

4.3 Test de Fisher (comparaison de deux va-
riances)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendants de moyennes m; et
me et d’écart-type o1 et 05. On dépose de deux échantillons indépendants
{X1; Xo;...; Xy, } tel que X suit la méme loi N(my,0q) et {Y1;Y5;...;Y,,} tel
que Y; suit la méme loi N(mq,01). On cherche & décider si les variances o2
et 02 sont significativement différentes ou non, on utilise le test de Fisher :

On pose 'hypotheése Hy : 01 = o5 (les deux populations ont la méme
variance) et

&2 oA A
2§ §2 > 62
§2 1 2

F=13% . &_a

ou S? est un estimateur de o? et S3 est un estimateur de o3 c.a.d

. 1 ni . 1 na
2 _ 2. 82 _ 2
St = — ;:1 (z; — )% S5 - ]Ezl (yj — )

Si F<F$ _,, 1 on accepte Hy (on admet alors 1'égalité des variances)
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4.4. LES TESTS DU KHI-DEUX

Si F' > Fg ., on rejette Hy (il ya différance significative entre les

variances des deux échantillons), avec la valeur F? ;. , est lue dans la
table de Fisher au risque d’erreur o et & n; — 1 et ny — 1 dégrées de liberté

(ddl).

Exemple 4 Reprenons les données des 2 échantillons

Ech1 |7 |18(9 |9 |18 27|12 |10 |32|6 |37
Ech2 12|15 14|16 22|17 [25|9 |18 |/ |/

Qu’il existe une différance significative entre les variances des deux échan-
tillons pour un seuil de signification de 5%.
On pose 'hypothése Hy : 07 = 09

Ech 1 Ech 2

ny =11 no =29

T = 16.82 y = 16.44
S? =114.96 | S2 = 23.78

donc on a
B S% ~ 114.96

T OS2 2378

Dans la table de Fisher, on trouve :

=4.834

Fips = 3.347

F > FY% donc on rejette Hy , il ya une différance significative entre les
variances de deux échantillons.

4.4 Les Tests du Khi-deux

On peut distinguer trois types de test du Khi-deux x? :

- Le test du x? d’adéquation (Hy : « le caractére X suit-il une loi parti-
culiere ? »),

- Le test du x? d’homogénéité (Hy : « le caractére X suit-il la meme loi
dans deux populations données? ») ,

- Le test du x? d’indépendance (Hy : « les caractéres X et Y sont-ils
indépendants 7 »).

Ces trois tests ont un principe commun qui est le suivant : on répartit les
observations dans k classes dont les effctifs sont notés ny = Ny(w),...,ng =
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CHAPITRE 4. TESTS STATISTIQUES

Ni(w). L'hypothese Hy permet de calculer les effectifs théoriques, notés
N1th, ..., Neth- O rejette Hy si les effectifs observés sont trop differents des
effectifs théoriques.

On accepte Hy si

h ¢ ]Xk—l—m,a; +OO[

ou

h— Z (nz - ni,th>2

i th

ot la valeurs x;_; ,,, estleu dans la table du Khi-deux avec (k — 1 —m)

dégrées de liberté (ddl)(y = a) avec k est le nombre de classes et m est le

nombre de paramétres estimés nécessaires au calcul des effectifs théoriques.
On rejette Hy si

h € ]Xk—l—m,a; +OO[
Exemple 5 Un croisement entre roses rouges et blanches a donné en

seconde génération des roses rouges, roses et blanches. Sur un échantillon de
taille 600, on a troué les résultats suivants :

couleur | effectifs
rouges 141
roses 315
blanches | 144

Peut-on affirmer que les résultats sont conformes aux lois de Mendel ?
Il s’agit donc de tester

Ho : Drouges = 0.25, Proses = 0.5, Poianches = 0.25 au risque disons o = 0, 05.
On dresse alors le tableau suivant :

couleur | effectifs observés n; | effectifs théoriques n; 4,
rouges 141 0.25 x 600 = 150

roses 315 0.5 x 600 = 300
blanches | 144 0.25 x 600 = 150

Ici on a k = 3 classes et m = 0 (aucun parameétre a estimer pour pouvoir
calculer les effectifs théoriques) donc £k — 1 — m = 2; on calcule ensuite
IXi—1_m,a; T00[ & laide de la table du Khi-deux et on obtient x3 05 = 5.99.
Enffin, on calcule
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4.5. TEST DE KRUSKAL-WALLIS (TEST SUR ECHANTILLONS

INDEPENDANTS)
k
(ni — Ty th)2
h = L
; i th
(141 — 150)? N (315 — 300)? N (144 — 150)?
150 300 150

= 1.53

donc h ¢]5.99; +o0] .
On ne rejette pas Hp au risque d’erreur o = 0,05 (On accepte Hy), on ne
peut pas dire que les observations contredisent la loi de Mendel.

4.5 Test de Kruskal-wallis (Test sur échan-
tillons indépendants)

Le test de Kruskal-Wallis est un test a utiliser lorsque vous étes en pré-
sence de k échantillons indépendant, afin de déterminer si les échantillons
proviennent d’une méme population ou si au mois un échantillon provient
d’une population différente des autres. Il permet de tester si k échantillons
(k > 2) proviennent de la méme population, ou de population ayant des
caractéristiques identiques, au sens d'un parameétre de position.

Principe du test de Kruskal-wallis

Si on désigne par M; le paramétre de position 1’échantillon ¢, les hypo-
théses nulle Hy et alternative H; du test de Kruskal-wallis sont les suivantes :

—H03M1:M2:...:Mk

-H, : il existe au moins un couple (i, j) tel que M; # M;

1/Classer les données sous forme de tableau

Noter P'effectif de chaque série

Exemple pratique :

On veut comparer 3 milieux de culture différents A, B et C, pour cela on
compte le nombre de colonies bactériennes dans chaque milieu sur plusieurs
jours.

Milieu | J1 | J2 | J3 | J4 | J5| J6
A 7T 14 (3 |2 |4 |-
B 5 (4 |4 |1 |3 |5
C 6 |7 |6 |5 |7 |6
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