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 قانون بواسون المحاضرة الثانیة: 

 (قانون الظواهر النادرة، قانون الاحتمالات الصغیرة)

  تمهید:

              ویعتبر قانون بواسون  ،1837هذا القانون إلى مكتشفه سیمون دنیس بواسون عام ینسب 

التي ینصب الاهتمام فیها من التوزیعات الاحتمالیة المنقطعة الهامة، ویعتمد علیه في المجالات العلمیة 

 ومثال ذلك: ،على إیجاد توزیعات عدد المرات التي تشاهد فیها ظاهرة عشوائیة خلال وحدة معینة

 عدد العملاء الذین یصلون إلى أحد البنوك كل دقیقة. -

 عمال (كتابة، طباعة) في كل صفحة.عدد الأخطاء في الأ -

 عینة.عدد حوادث المرور في مدینة ما خلال فترة زمنیة م -

 عدد المكالمات الهاتفیة في فترة زمنیة معینة. -

 نتاج التي تتعطل في مصنع خلال فترة زمنیة معینة.عدد آلات الإ -

   ویطلق م هذا التوزیع في حیاتنا العملیة، مثلة السابقة الذكر مدى تنوع واتساع استخداتوضح الأو 

إسم التجربة البواسونیة التي تتمیز بالخصائص  على التجربة التي تقدم لنا قیما عددیة لمثل هذه المتغیرات

 التالیة:

           نة مستقلة عن عدد هذه النجاحات في وحدة قیاس معیعلیها  یتم الحصولإن عدد النجاحات التي  -

 خیرة.دات قیاس أخرى، وإن تساوت هذه الأفي وح

 المحاولات مستقلة. -

 احتمال النجاح ثابت من محاولة إلى أخرى. -

 :ةالاحتمالی لكثافةا. دالة 1
مكان، طول،  قانون بواسون بصورة خاصة بعدد حالات النجاح المتوقعة في الوحدة (زمن، یهتم

دالة عرف و المتغیر البواسوني، وتحقق هذه الخواص بمتغیر بواسون أیویسمى المتغیر الذي )، الخحجم...

 لهذا التوزیع كما یلي: ةالاحتمالیالكثافة 

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥) = �
𝑒𝑒−𝜆𝜆  

𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥!             𝑥𝑥 = 0,1,2, … ,𝑛𝑛

ماعدا ذلك                    0
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 حیث:

𝜆𝜆وهي مقدار ثابت. ،: هي معلمة التوزیع 

e.أساس اللوغاریتم الطبیعي : 

𝑥𝑥 العشوائي : قیم المتغیر𝑋𝑋. 

بواسون هي دالة كثافة احتمالیة كما هو مبین من خلال  الاحتمالیة لتوزیعأن دالة من التأكد  ویمكن

 :ما یلي

∀ 𝑥𝑥 ∕  𝑥𝑥 ∈ ℵ    ∶    𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0 

�𝑒𝑒−𝜆𝜆
𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

= 𝑒𝑒−𝜆𝜆�
𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

= 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑒𝑒𝜆𝜆 = 𝑒𝑒0 = 1 

 ملاحظة:
𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥!
 . 𝑒𝑒𝜆𝜆 هو فك الحد العام التسلسلي التام للمقدار:  

على العموم یكون التمثیل الاحتمالیة لتوزیع بواسون فأما فیما یخص التمثیل البیاني لدالة الكثافة 

من التماثل كما تقل فإن الشكل یقترب  𝜆𝜆وكلما زادت قیمة  (إلتواء موجب)، البیاني ملتویا نحو الیمین

          كلما أصبحت نقاط المنحنى متتالیة أكثر تلاصقا،  nوكلما كبر  ،ي نقطتین متتالیتینالمسافة بین أ

 الطبیعي.التمثیل البیاني للتوزیع منحنى مستمرا ویقترب من كما یصبح ال

 : التمثیل البیاني لقانون توزیع بواسون1الشكل 
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𝑝𝑝𝑖𝑖  

𝑥𝑥 
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 لاحظة:م

تعكس توزیع الاحتمالات، أي قیم  جداولجع التي تدرج في نهایتها ملاحق هناك العدید من المرا

 .(المشاهدات) والاحتمالات  قانون التوزیع الاحتمالي البواسوني عند مجموعة من التجارب

 مثال:

 :𝜆𝜆یوضح الجدول الموالي قیم تابع التوزیع لبواسون من أجل بعض القیم لـ 

0.3 0.2 0.1 
 𝝀𝝀   

   𝒙𝒙  

0.74008 0.8187 0.9048 0 

0.2222 0.1637 0.0905 1 

0.0333 0.0164 0.0045 2 

0.0033 0.0011 0.0002 3 

𝜆𝜆 القیم من أجلف = 𝑥𝑥   و 0.1 = 𝑝𝑝(𝑥𝑥فإن: 1 = 1) = 0.0905 

  :لقانون بواسون تابع التوزیع. 2
 یعرف تابع التوزیع لقانون بواسون وفق الصیغة الریاضیة التالیة:

توزیع احتمالي كما یظهر في الشكل شكل السلم كأي یأخذ الشكل البیاني لتابع التوزیع البواسوني 

 الموالي:

𝑝𝑝(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) = �𝑒𝑒−𝜆𝜆
𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

 ویأخذ الشكل البیاني المقابل لتابع التوزیع شكل السلم كاي توزیع متقطع، وهذا ما یعكسه الشكل الموالي:

 

 

 

 

 

  

 𝑥𝑥 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) 
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 ملاحظة:

، ملاحق بها جداول تعكس توزیع الاحتمالات التراكمیةهناك الكثیر من المراجع التي تدرج في نهایتها 

 ي قیم تابع التوزیع عند مجموعة من التجارب والاحتمالات.أ

 مثال:

 :𝜆𝜆من أجل بعض القیم لـ  𝑥𝑥لـ القیم الاحتمالیة التراكمیة یوضح الجدول الموالي 

0.3 0.2 0.1 
      𝝀𝝀 

   𝒙𝒙  

0.7408 0.8187 0.9048 0 
0.9631 0.9825 0.9953 1 
0.9964 0.9988 0.9998 2 
0.9997 0.9999 1 3 

1 1  4 

𝜆𝜆فمن أجل القیم  = 𝑥𝑥   و 0.1 ≤ 𝑝𝑝(𝑥𝑥فإن: 1 ≤ 1) = 0.9953 

 . الممیزات العددیة3

 من خلال مایلي: لتوزیع بواسونیمكن توضیح الممیزات العددیة 

 التوقع الریاضي:. 1.3

      كما یتضح  λیتطلب تطبیق قانون بواسون معرفة قیمة التوقع الریاضي المساوي لقیمة المعلمة 

 من خلال الآتي:

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = �𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜆𝜆
𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥! 

            = 𝑒𝑒−𝜆𝜆�𝑥𝑥
𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

                     = 𝑒𝑒−𝜆𝜆�
𝜆𝜆𝑥𝑥

(𝑥𝑥 − 1)!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

                       = 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆�
𝜆𝜆𝑥𝑥−1

(𝑥𝑥 − 1)!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

      = 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑒𝑒𝜆𝜆 
 𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜆𝜆   
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 :التباین .2.3

 یعرف التباین وفق الصیغة الریاضیة التالیة:

𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2)− [𝐸𝐸(𝑋𝑋)]2 

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) =  �𝑥𝑥2𝑒𝑒−𝜆𝜆
𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

                        = 𝑒𝑒−𝜆𝜆�𝑥𝑥1
𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

𝜆𝜆𝑥𝑥

(𝑥𝑥 − 1)! 

                                                       = 𝑒𝑒−𝜆𝜆�
𝜆𝜆𝑥𝑥

(𝑥𝑥 − 2)!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

+ 𝑒𝑒−𝜆𝜆�
𝜆𝜆𝑥𝑥

(𝑥𝑥 − 1)!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

                                                              = 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝜆𝜆�
𝜆𝜆𝑥𝑥−2

(𝑥𝑥 − 2)!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

+ 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆�
𝜆𝜆𝑥𝑥−1

(𝑥𝑥 − 1)!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

                         = 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑒𝑒𝜆𝜆 + 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑒𝑒𝜆𝜆 

   = 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 

𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 − 𝜆𝜆2 

𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝜆𝜆 

 :. الدالة المولدة للعزوم3.3

 تعرف الدالة المولدة للعزوم لهذا التوزیع كما یلي:

                          Μ𝑥𝑥(𝑇𝑇) = (𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥)     

= �𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒−𝜆𝜆
𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥! 

            = 𝑒𝑒−𝜆𝜆�𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑥𝑥!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

   = 𝑒𝑒−𝜆𝜆�
(𝜆𝜆𝑒𝑒𝑥𝑥)𝑥𝑥

𝑥𝑥!

𝑛𝑛

𝑥𝑥=0

 

   = 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑒𝑒𝜆𝜆𝑒𝑒𝑡𝑡 
   = 𝑒𝑒−𝜆𝜆+𝜆𝜆𝑒𝑒𝑡𝑡 

𝑀𝑀𝑥𝑥(𝑇𝑇) = 𝑒𝑒𝜆𝜆�𝑒𝑒𝑡𝑡−1� 
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 مثال:

 شیكات في الیوم الواحد. 6البنوك شیكات بدون رصید بمعدل حد أیستلم 

 المطلوب: 

 .Xأكتب دالة التوزیع الاحتمالي لللمتغیر العشوائي  -

 ید في الیوم.شیكات بدون رص 3ل أن یستلم البنك ما هو احتما -

 قل بدون رصید.یوم ما شیك واحد على الأما هو احتمال أن یستلم البنك في  -

 الحل:

 .في الیوم الواحدبدون رصید التي یستلمها البنك شیكات ال عددیمثل  Xلیكن المتغیر العشوائي 

 :X زیع الاحتمالي لللمتغیر العشوائيدالة التو  -

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−6  
6𝑥𝑥

𝑥𝑥!             𝑥𝑥 = 0,1,2, … ,𝑛𝑛 

 :ید في الیومشیكات بدون رص 3ل أن یستلم البنك احتما -

𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 3) = 𝑒𝑒−6  
63

3! = 0.072            

 احتمال أن یستلم البنك في یوم ما شیك واحد على الأقل بدون رصید: -
𝑝𝑝(𝑋𝑋 ≥ 1) = 1 − 𝑝𝑝(𝑋𝑋 < 1) = 1 − 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 0) = 0.998 


