Chapitre5 : systeme a plusieurs degrés de liberte.

5.1.Degré de liberté

Le nombre de degré de liberté est défini par le nombre de variables

indépendantes nécessaires a la description du mouvement d’un systéme.

Soit un systeme a n degrés de liberté, soumis a des forces qui dérivent d’un

potentiel,a des forces de frottement de viscosité et des forces extérieures. Si les

coordonneesgeénéralisées sont g1,0z........ qn les équations de Lagrange s’écrivent

(5.1)

d (0L oL oD
\a(a) - (a) + (a) =F

5.2. Equations du mouvement d’un systeme a deux degré de liberté

Les deux variables indépendantes sont x; et Xz, I’élément de couplage est le

ressort K comme représente la figure suivante :
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L’¢énergie cinétique de ce systéme est donnée par

P
Tzzmx1+§mx2

Et I’énergie potentielle est donnée par

U==kx? +~kad + Zke(xy — x,)?



Le Lagrangien est
L=T-U=ma? + -ma? — ~kx? — ~kx? — ~k(x1 — x,)?

Le systeme d’équations différentielles s’écrit comme suivant :

d (0L oL
dt (E)_xl) B (E)_xl) =0 - {mljc'l + (K +K)x; —Kx, =0 (5.2)

%(a"’_;z)_(af’_;):o myX, + (K, + K)x; —Kx; =0

On se propose des solutions sinusoidales pour résoudre ce systéme d ‘équations
différentielles linéaires, ou les masses oscilleront a la méme pulsation @y, avec

des amplitudes différentes et des phases différentes.

5.3.Modes propres

La solution du systeme précédent est de la forme suivante

x1(t) = Acos(wpt + @)

Et
x,(t) = Bcos(wpt + ¢)
Alors :
x,(t) = —Awsin(wpt + @)
xX,(t) = —Bwsin(wpt + @)
Et

%, (t) = Aw?cos(wyt + @)
%, () = Bw?cos(w,t + @)
En remplacons par x,(t) , ¥,(t), x,(t) et ¥,(¢t),

Le systéeme devient comme suivant :
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Le systeme (5.3) admet une solution si et seulement siA=B = 0 ou bien

5 K, +K K '
mq mq 0
K 5 K, + K
m; m;

Avec
2 _Ki o _ K _ Kk
©1T Y2 T, 8 k= 0w

Ou k est le coefficient de couplage.

Les deux pulsations propres sont

, Witowi 1/ (w? + w?) + 4kw? w?
“r1="7 2

w? +wi  1J(0? + w?) + 4kw? w?
Woz="p T 2

Supposons K = K; = K, etm=m,; = m, pour simplifier les calcules ; donc le
systeme d’équations devient :

{mjél + Zle - sz =0 (54)

mjéz + ZKxZ - le = O
Donc les pulsations propres sont
x1(t) = Acos(wpt + @)

Et
x,(t) = Bcos(wpt +¢)

On obtient dans le systéeme (5.4)



—mw}p + 2K —K ‘ 0

(—mw? +2K)A—KB =0
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-K —mwj + 2K

(—mw? +2K)B—-KA=0
3K —mwz =0
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Alors les solutions générales sont :

{xl (t) = A cos(wmt + 901) + A, cos(wpzt + goz)
x,(t) = By cos(wmt + 901) + B, cos(wpzt + goz)

( ’K ,SK
x,(t) = A4 cos Et+q)1 + A, cos ?t+<p2
\
K 3K
sz(t) = B, cos /Et+€01 + B, cos /Wt+cp2

Supposons que les deux masses oscillent avec le méme battement w,; puis wy;

1% cas m=wyq

( K
t)=A —t+
x1() 1 COS m ?1

<
(t) =B Kt+
\xz = 1COS m (p1

Ou x,(t) etx,(t) sont les solutions de des équations différentielle

—mwjq + 2K —K ,41] _ [0]
-K —mwp, + 2K| LB 0



(—mw3, +2K)A; —KB; =0

Et
2 —
—KA; + (—mw}; + 2K)B; =0
-K Ay —mwbi+2K

A
Donc =t = ———— et==
By  —mwi;+2K B, -K

Alors :% = 1=A; = B; (x; et x, sont en phase)

1

1°" cas w=w,;

( 3K

t)=A4 —t +
x4 (t) 2 COS m %)

3K
\xz (t) = B, cos Wt + ¢,
=
[—mw 2+ 2K —K ] 2] [0]
—-K —mw 2+ 2K

=A, = —B,(x, et x,Sonten opposition de phase)

x4 (t) =A1cos<\/§t+gol> +Azcos<\/%t+goz>
Alors :
X, (t) =A1cos<\/§t+gol>—Azcos<\/%t+goz>

On trouveA;,Az, @, et @, a partir des conditions initiales.

Le phénomene étudié est le battement :
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Systemes a deux degrés de liberté

Soit une force extérieure appliguée au premier sous-systeme ; cette force a la
force suivante:

Les nouvelles équations du mouvement sont :

d ( oL ) ( oL ) _ ot
d aL aL mzjéz + (KZ + K)XZ — le =0
i)~ G =0
dt \ox, dx,
Les solutions particulieres ont la forme

x,(t) = A @pt*9)  (X,(t) = _wéei(a)pt+(p)
1(6) = Al @97 i, (6) = —wlei@rt+o)

En remplacons les solutions dans le systeme différentiel on obtient

(—mwj+2K)Ae'? — KAe' = f,
—mw24+2K)A4,e'? —KA.e'? =0
P 2 1

Les modules des amplitudes sont

( fo —K
~ 0 -mw?+ 2K| ~ %(—wz + %)
1= ‘—mwé + 2K -K ‘ (02 — wh) (0P — w3,)
< —-K —mw} + 2K
|—mw§ + 2K f, fok
A, = _ —K 0 _ m?
‘—mwp + 2K —K ‘ (w? — wip)(W? — w3,)
. —-K —mw} + 2K

Les phénomenes étudiés sont
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