Chapitre 4 : Systemes linéaire forces a un degré de liberté.

4.1.Force d’excitation

On définit une oscillation forcée, tout systéme en mouvement sous 1’action
d’une forceextérieure et on appelle cette force la force d’excitation.

4.2. Equation deLagrange des systemes forcés

Si en plus du frottement f=—aq;, il existe une force d’excitation externe (t),
I’équation de Lagrange s’écrit :

d (dL\ 9L D
w(e) et 5 = F® (4.1)

Donc :

d (L 9L aD -

” (5) —atae= F(t) (mouvement de translation)

d (dL\ 9L . D -

— (%) BT M (t) (mouvement de rotation)

avec : M(t) est le moment de la force F(t)
4.3. Equation dumouvement des systémes forceés
On définit I’équation du mouvement forcé en présence de la force de frottement
comme suit :
G+ 258G+ wiq = F(t) (4.2)

ouU : F(t)est appelée la fonction d’excitation extérieure. Cette équation est linéaire de
second ordre non homogéne a coefficients constant.

4.4.Résolution de I’équation différentielle du mouvement
La solution q(t) de 1’équation différentielle qui présente la réponse du systéme a
la force extérieure, est la somme de deux thermes :

q(t)=0g(t)+ae(t) (4.3)

Ou qg(t)et gp(t)représentent respectivement la solution générale la solution
particuliere.

. q:( t ) estla solution (transitoire) de I'équation homogéne (sans F). Elle est dite
transitoire car elle s’éteint au cours du temps

. qr(t) estla solution (permanente) de 'équation non homogene (avec ). Elle est
appelée permanente car elle dure tout au long du mouvement.
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Fig.Représentation de la solution générale et la solution
particuliére.

Pour une excitation sinusoidale de type
F(t)=focoswt=Foe/ ¢
La solution particuliere a la forme suivante
q(t)=ap(t)=Acos(wt+¢)
Ou A est I’amplitude, ¢ le déphasage de la solution totale.
ou bien q(t) s’écrit sous la forme complexe suivante
A(t)=0p(t)= Ae/ ()

On remplace dans I’équation différentielle du mouvement
G+ 284+ wiq = F(t)
Ona q = Ajwe/©+)

Et§ = —Aw?2e/©+9)



Donc : —Aw?e/©@H?) + 25 Ajoe/ @9 + w3 A/ = f e/t
Par comparaison des deux membres de 1’équation on obtient

fo

4] = 4

\/(a)2 — w§)? + 46%w?
Et = Arctg —222
@ = Arc ng_w%

Exemple

Soit une force d’excitation de la forme F(t)= focoswt appliquée sur le systeme masse
ressort.

L’¢équation du mouvement suivant la formule de Lagrange est donnée par

d(@L) 6L+6D_Ft
at\ax) ax Tax  FW®
Avec :L=T-U
L’¢énergie cinétique de la masse est T = %mfcz
L’¢énergie potentielle du ressort est UZ% kx?

d (0L .
Donc o (a) =mx
EtZ: = kx

0x

L’équation du mouvement est
mx + kx = fycoswt

Donc

. k 0 . 2 0
X +—Xx =—cosot & X + wigx = —cosnt
m m m

Ou I’équation homogéne " + w3x = 0a la solution x4 (t) = Ajcoswyt + Aycoswt
D’autre part ozw,

Alors la solutionparticuliére de 1’équation non homogéne a la forme suivante :
x,(t) = Cicosw t+ Cysinw t
X, (t) = —cywsinwt + C,wcoswt

%,(t) = —c;w’coswt — C,w?sinwt



On remplace dans 1’équation différentielle on obtient :

fo
m

fo
Alors x,(t) = ﬁcosmt

On définit la déflexion statique de la masse sous une force d’excitation par le facteur suivant

_fo

65t k

Donc on peut écrit la solution de 1’équation différentielle du mouvement sout la forme
suivante :

4.5.Facteur d’amplification :

: : , A
Le facteur d’amplification est donné par le rapport-—

st

ast

Avec : A = ——

> 2
1—(w—0)

A 1
Donc : = = ——
Ot 1_(w_0)

. . . A
On distingue trois cas suivant la valeur de —

Est

e L350 wﬂ < 1= x(t)et f(t) sont en phase
0

st

e <0 wﬂ > 1= x(t)et f(t) sont en déphasage
0

st

A w ,
e — 5= — =1 = larésonance
6st a)O

4.6. Pulsation de la résonance :

La pulsation d’excitation w pour laquelle I’amplitude A atteint son maximum est

) : . . dA
appelée pulsation de résonance w,. A est maximale lorsque Ezo



24 9 fo _fo4w(w?-wd)+85%w)

o an(wz-w3)2+4azw2 2J(wZ—w%>2+462w2

2—2=0=> foldw(w? — w3) + 85%w) =0

Donc I’amplitude maximale est

_ fo
V452 w? — 464

Amax

Pour qu’il y ait résonnance il faut que :
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Ca dire si le facteur de qualité Q > %:Amortissment faible

La variation de I’amplitude A et le déphasage ¢ sont presentées dans les figures
suivantes
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Dans le cas d'une excitation sinusoidale de pulsation o variable et dans le

N w - . . .
cas ou 6<—, on définit la bande passante en pulsation de I'oscillateur par

2
I'intervalle :Aw = w, — w, (avec w,>w,)

ou les pulsations w, et w, correspondent aux amplitudes A(w,) et A(w,)
telles que

Ay,

V2

A (w1)=A (w3)=

h
A(wr) H
A, | ®g =1rad.s™!
D A =0,1rad.s!
V2

0 Q0,0

Alors la bande passante est donnée par :

B=Aw=w, —w; =26

4.7. Le facteur de qualite

Le facteur de qualité est défini par le rapport de la pulsation propre a la bande
passante

Wy Wy

°=3 "2

Exemple :

Le systeme ,ci-contre est

force a osciller autour de la

verticale, qui est la position

d’équilibre, par uneforce sinusoidale

F qui restehorizontale lors du mouvement.

Elle est donnée parF = Fycoswt

et lesens positif est choisi vers ladroite. Le coeffic




Onsuppose que le systeme oscille par des faibles angles.

1. Exprimer et simplifier I’expression de 1’énergie potentielleU.

2. Donner I’expression de 1’énergie cinétique T dusysteme.

3. Donner I’expression du Lagrangien du systéme etdéduire 1’équation du
mouvement.

4. Donner la solution permanente. Préciser son amplitudeet sa phase.

Réponse :
L’¢énergie potentielle du systéme est donnée par :

u= EK(x3 + x9)% + mgx, — mgx;
Ou

x1~ &F

X3~ — l(9
Donc :

u = %K(xo —16)? +%mgl€2 — mgl &
-
1 1
u=-(Kl- mg)lF — Klx, 6+ EKxoz
A léquilibre = 0=>(KI — mg)16 — Klxg = 0
Pour = 0=x, =0
Alors u == (KL — mg)L&?
Et I’énergie cinétique est
T =-16%=(ml* + m(2)2)§? = ZmI26>

Le lagrangien est :



L=T-U=2mI26% — ~ (K — mg)L¢’
Dans le cas de I’existence d’une force de frottement, la dissipation de 1’énergie
est donnée par :

1 .
D = —af?
26!

D’autre part dans le cas de I’existence d’une force extérieure on ajoute le terme
suivant a I’équation du mouvement :

F = Fycoswt
Alors I’équation différentielle du mouvement est la suivante :

6 + 280 + w26 = bcoswt

a Kl-m —2F,
Telque : 6 = — w2 =—"9 ¢t p=—""0
10m 51 5ml

La solution particuliére de 1’équation précédente a la forme suivante :
x,(t) = acos(wt + ¢)
Ou bien on utilise la notation complexe
xp(t) = acos(wt + @) & X = ael**
bcoswt < bel®t

Par remplacement dans 1’équation différentielle on obtient

b

(wi-w2+2jéw

(wg — w? + 2j6w)A=b=A=
On peut écrire
1
(Wi — w? + 2j6w = ((w3 — w?)? + 26w)?)ze’?

20w . ..
>—donc la solution X s’écrit :
wi—w

Avec :p = arc tg

b

X = J(wt-9)
(g — @?)? + (26w)?)




—2Fg 2Fg
= sml_ jwt-@) — sml o) (@t+T—0)
(w§-w?)2+(26w)?) (w2—w?)2+(26w)?)

La solution particuliere est donnée par la partie réelle de X

r 2F,
a = S5ml .
x, () = acos(wt + @) (W& — w?)2 + (26w)?)2
20w
| ¢=m-arctg T —?



