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Definition
Soit f : E — F une application linéaire et E de dimension finie. On
appelle rang de f, noté rg(f) la dimension de Imf, c'est a dire

rg(f) = dimimf.

Theorem
Soit f : E — F une application linéaire et E de dimension finie, alors:

dimE = dimkerf + dimImf.
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Example

1. Considérons I'application:

g: R2 — R3
(x,y) — (x+2y,x+2y,3x—y).

Soit {(1,0),(0,1)} une base de R?>.Comme
g((1,0)) =(1,1,3), g((0,1))=(2,2,-1)

et {(1,1,3),(2,2,—1)} est libre, alors g est injective.



2. Soit I'endomorphisme h défini par

h: R3[X] — R3[X]
P — P+XP.



2. Soit I'endomorphisme h défini par

h: R3[X] — R3[X]
P — P+XP.

{1, X, X?, X3} est une base de R3[X]. On a
h(1)=1, h(X)=1+X, h(X3)=3X2 et h(X3) =ax3.

Comme {1,1+ X,3X? 4X3} est libre et

dim Rs[X]=Card{1,1 + X, 2X + 3X2,3X2 + 4X3} = 4.

Alors, {1,1+ X,2X + 3X2,3X2 + 4X3} est une base de R3[X] et h
est bijective.



Theorem
(Application linéaire entre espaces vectoriels de méme dimensions

finies) Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies
égales et f une application linéaire de E dans F. Alors,

f est bijective <= f est injective <= f est surjective.



Definition
Soient f : E — F une application linéaire, E et F de dimensions finies et

B ={ei,e,...,6,} une base de E et B’ = {ef, €},...,e,} une base de
F.
On appelle matrice de f relativement aux bases B et B’ la matrice dont

les colonnes sont formées par {f(e;), f(e2),...,f(ep)}. On la note
Mat(f)E,. Ainsi:

f(er) f(e) f(ep)
a1 a2 - aip e{
,/\/lat(f)g/ = a1 a» axp e
dpl  dn2 dnp ell‘,
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Example
Soit I'application linéaire

f: R3
(x,y,2)

— R?

— (x +y,x + 3y +22)
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Definition
Soit A € M,(K), on définit par récurrence une application

det: M,(K) —K
A —— detA

de la maniére suivante:
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n n

2.Sin>1, detA=> (—1)"a;y x (Sig) = Y _(~1)P7ap x (Sy).
i=1 j=1
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Definition
Soit A € M,(K), on définit par récurrence une application

det: M,(K) —K
A —— detA

de la maniére suivante:

1. Sin=1, A= (a) on pose detA = a.
n n
2.Sin>1, detA=> (—1)"a;y x (Sig) = Y _(~1)P7ap x (Sy).
i=1 j=1
avec Spq la matrice carrée d'ordre n — 1, obtenue en supprimant a A

la Péme ligne et la g™ colonne.

Le scalaire detA est dit déterminant de A et on le note habituellement:
a1 d12 - dip

dy1 ax - axp
detA =

dpl  dn2 " dnp
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c
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Example

1) Déterminant d'une matrice 2 x 2.

b
Soit A = ( d J ) une matrice carrée d'ordre 2. On a
c

detA=| 2 °|=ad b
c d
2) Déterminant d'une matrice 3 x 3.
x a b
Soit A= | y ¢ d | une matrice carrée d'ordre 3. On
z e f
a
x a b
detA:ycd:XCd—yab—l—zab
e f e f c d
z e f
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Theorem
Soit A € M,(K). On peut associer un unique scalaire, appelé

déterminant de A et caractérisé par:

1.

Si tous les éléments d’une ligne (ou colonne) d'une matrice A sont
nuls alors det(A) = 0.

. Si deux lignes (ou deux colonnes) d'un déterminant sont

proportionnelles (ou identiques) alors il est nuls.

. Sil'on permute deux lignes (ou deux colonnes) d’'un déterminant, le

signe du déterminant est changé.

. Si chaque élément d’une ligne (ou colonne) est multiplié par un

scalaire k, le déterminant est multiplié par k.

. Sion ajoute aux éléments d’une ligne (ou colonne) k fois les

éléments correspondants d’une autre ligne (ou colonne), la valeur du
déterminant reste inchangée.
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Example
1. Ona
-4 2 -12 17
11
det 3 2 L =0,
1 -1 3 4

0 0 0 0

car tous les éléments de la ligne 4 sont nuls.
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det 3 2 L =0,
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Example
1. Ona
-4 2 -12 17
11
det 3 2 L =0,
1 -1 3 4

0 0 0 0

car tous les éléments de la ligne 4 sont nuls.

2. Ona
-2 -2 4
det| -4 -8 8 | =0,
1 -2 =2
car G = 2G.
3. Ona
-1 2 3 1 5 -3 5 11
det| 11 5 3| =—det| -1 2 3 | =det| 2 -1
2 -1 1 2 -1 1 -1 2

16



det

det

O O =

1

2 0

-1+1 1+2 1+0
2-2x1 1-2x2 1-2x0

1w N

=3x1—-1x5=-2.

=)
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Pour calculer I'inverse d'une matrice A d'ordre n, dont on sait qu'elle est
inversible, on procéde de la fagon suivante :

1. On considére la matrice E de taille n x 2n, dont les n premiéres
colonnes sont celles de A et les n dernieres colonnes sont celles de /,,.

2. On applique a E des transformations élémentaires sur lignes de sorte
que les n premiéres colonnes de E se transforment en /,, dés lors les
n derniéres colonnes de la matrice transformée forment la matrice
inverse de A.
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Example

1. Calculons l'inverse de la matrice ( 02 131> . Pour cela

0 11| 1 0
-2 3 0 1
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Example

1. Calculons l'inverse de la matrice (

L1 +— Ly (

11) . Pour cela
3

111 1 0
3 0 1
3 0 1
111 1 0
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Example

1. Calculons l'inverse de la matrice ( 02 131> . Pour cela

0 11| 1 0

-2 3]0 1

-2 3]0 1
b=l ( 0 11| 1 0 )
L — —3L 1 -3 0 -3
L, — ﬁLQ 0 1 Tll 0
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Example

1. Calculons l'inverse de la matrice (

0 11

-2 3

-2 3
Ll < L2 ( 0 11
L1 — —%Ll 1 —%
L, — ﬁLQ 0 1

Ll —>L1+%L2

(el

v . Pour cela
2 3
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Theorem
Si A est une matrice inversible, alors
1

Al =
det(A)

“com(A)

20



Example

b
1. Soit A= | ° d) une matrice inversible (i. e ad — bc # 0). Dans
c

ce cas,

et par suite
1 1 d —b
ad —bc \—c a
2. Soit
1 0 1
A=12 -2 4
3 -1 -3

La matrice A est inversible, puisque det(A) = 14 # 0. La comatrice
de A est:

21



-2 4 2 4 2 =2
-1 -3 3 -3 3 -1
1 1 1 1
com(A) = | — 0 _ 0
-1 -3 3 -3 3 -1
0 1 11 1 0
-2 4 2 4 2 =2
Par conséquent:

L 10 18 2 —r}
2 -2 -2 5 o

10 18
-1 —6
A =2
1
7
_1
7
1
7

=7

22
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