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Eléments finis d’élasticité plane 

1. Introduction 

 Problème d’élasticité plane 

 Solide a géométrie plane (x, y) ou solide infiniment long suivant z 

 Conditions aux limites planes 

 Chargement plan (Fx , Fy) 

 Loi de comportement 2D (contraintes planes ou déformations planes) 

 

 Hypothèses : 

 Petits  déplacements 

 Petites déformations 

 Comportements élastique linéaire 

 Résultats : 

 Déplacements dans le plan :    u (sens x) , v (sens y) 

 Déformations dans le plan : 𝜀𝑥 , 𝜀𝑦 , 𝜀𝑥𝑦  

 Contraintes dans le plan : 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜎𝑥𝑦  

 Loi de comportement 2D : contraintes planes ou déformations planes 
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2. Contraintes en un point : 

 Solide bidimensionnelle en contrainte plane (en x , y)  

 03 composantes de contraintes  

 𝜎𝑥𝑥 , 𝜎𝑦𝑦   contraintes normales 

 𝜎𝑥𝑦  contraintes de cisaillements 

Sous forme matricielle : 𝝈 =   
𝝈𝒙𝒙 𝝈𝒙𝒚

𝒔𝒚𝒎 𝝈𝒚𝒚
     et      𝝈𝒛𝒛 = 𝝈𝒙𝒛 = 𝝈𝒚𝒛 = 𝟎 

3. Déformations en un point : 

 Solide bidimensionnelle en déformations  plane (en x , y)  

 03 composantes de déformations  

 𝜎𝑥𝑥 , 𝜎𝑦𝑦   déformations normales 

 𝜎𝑥𝑦  déformations de cisaillements 

Sous forme matricielle : 𝜺 =   
𝜺𝒙𝒙 𝜺𝒙𝒚

𝒔𝒚𝒎 𝜺𝒚𝒚
     et      𝜺𝒛𝒛 = 𝜺𝒙𝒛 = 𝜺𝒚𝒛 = 𝟎 

4. Loi de comportement : 

 Hypothèse de contrainte  plane :  

 Les contraintes dans la direction z nulles :  𝝈𝒛𝒛 = 𝝈𝒙𝒛 = 𝝈𝒚𝒛 = 𝟎 

 Hypothèse valable si : la dimension suivant  z est très petites (h<<L) 

 Le vecteur des contraintes :  𝝈 =  

𝝈𝒙

𝝈𝒚

𝝈𝒙𝒚

   

 Le vecteur des déformations :  𝜺 =  

𝝈𝒙

𝝈𝒚

𝜸𝒙𝒚

   

 La loi de comportement isotrope :  𝝈 =   𝑯 .  𝜺       ou          𝜺 =   𝑪 .  𝝈  

 𝑯 =  
𝑬

𝟏 − 𝝊𝟐
 

𝟏 𝝊 𝟎
𝝊 𝟏 𝟎

𝟎 𝟎
(𝟏 − 𝝊)

𝟐

           𝑪 =  
𝟏

𝑬
 

𝟏 −𝝊 𝟎
−𝝊 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐(𝟏 + 𝝊)

  

Avec : 

E : module de YOUNG 

𝜐 : coefficient de POISSON 
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 Hypothèse de déformations  plane :  

 Les déformations dans la direction z nulles :  𝜺𝒛𝒛 = 𝜺𝒙𝒛 = 𝜺𝒚𝒛 = 𝟎 

 Hypothèse valable si : la dimension suivant  z est très grandes (h>>L) 

 Le vecteur des contraintes :  𝝈 =  

𝝈𝒙

𝝈𝒚

𝝈𝒙𝒚

   

 Le vecteur des déformations :  𝜺 =  

𝝈𝒙

𝝈𝒚

𝜸𝒙𝒚

   

 La loi de comportement isotrope :  𝝈 =   𝑯 .  𝜺       ou          𝜺 =   𝑪 .  𝝈  

 𝑯 =  
𝑬

 𝟏 + 𝝊  𝟏 − 𝟐𝝊 
 

𝟏 − 𝝊 𝝊 𝟎
𝝊 𝟏 − 𝝊 𝟎

𝟎 𝟎
 𝟏 − 𝟐𝝊 

𝟐

         𝑪 =  
𝟏 + 𝝊

𝑬
 
𝟏 − 𝝊 −𝝊 𝟎
−𝝊 𝟏 − 𝝊 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐

  

Avec : 

E : module de YOUNG 

𝜐 : coefficient de POISSON 

5. élément  fini triangulaire 

 Approximation Elément  fini 

 

 Approximation du champ de déplacement par éléments finis : 

𝒖 =  𝑵𝒊 𝒙, 𝒚 . 𝒖𝒊

𝟑

𝒊=𝟏
 

𝒗 =  𝑵𝒊 𝒙, 𝒚 . 𝒗𝒊

𝟑

𝒊=𝟏
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Avec : 

𝑵𝒊 𝒙, 𝒚 : 𝑙𝑒𝑠 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 

𝒖𝒊 , 𝒗𝒊: 𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑛𝑜𝑑𝑎𝑢𝑥 

 Sous forme matricielle : 

 
𝒖(𝒙, 𝒚)
𝒗(𝒙, 𝒚)

 = 









),(0),(0),(0

0),(0),(0),(

321

321

yxNyxNyxN

yxNyxNyxN

 
 
 

 
 

𝒖𝟏

𝒗𝟏

𝒖𝟐
𝒗𝟐
𝒖𝟑

𝒗𝟑 
 
 

 
 

 

𝑵𝒊 𝒙𝒋, 𝒚𝒋 =  
𝟏 𝒔𝒊     𝒋 = 𝒊
𝟎 𝒔𝒊    𝒋 ≠ 𝒊 

  

x , y : sont les cordonnées d’un point de l’élément triangulaire 

𝒙𝒋, 𝒚𝒋 : sont les cordonnées du nœud j de l’élément triangulaire 

 

 𝑫é𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒂𝒕𝒊𝒐 𝒅𝒆𝒔 𝑵𝒊 𝒙, 𝒚  

Calcul de 𝑵𝟏 𝒙, 𝒚 :  

 𝑵𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝒂𝟏 + 𝒃𝟏𝒙 + 𝒄𝟏𝒚 =  𝟏 𝒙 𝒚 .  

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

  

 

𝑵𝟏 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 

𝑵𝟏 𝒙𝟐, 𝒚𝟐 

𝑵𝟏 𝒙𝟑, 𝒚𝟑 
 =  

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 .  

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

 =  
𝟏
𝟎
𝟎
  

 

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

 =  

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 

−𝟏

 
𝟏
𝟎
𝟎
  

 

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 

−𝟏

=
𝟏

𝒅𝒆𝒕
𝒄𝒐𝒎  

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 

𝑻

 

𝒅𝒆𝒕  

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 =  +𝟏 ×  
𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝒙𝟑 𝒚𝟑
    − 𝒙𝟏 ×   

𝟏 𝒚𝟐

𝟏 𝒚𝟑
     + 𝒚𝟏 ×  

𝟏 𝒙𝟐

𝟏 𝒙𝟑
   

= 𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟏.   𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 + 𝒚𝟏.  𝒙𝟑 − 𝒙𝟐  

= 𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟏. 𝒚𝟑 + 𝒙𝟏. 𝒚𝟐 +  𝒚𝟏. 𝒙𝟑 − 𝒚𝟏. 𝒙𝟐 + 𝒚𝟏. 𝒙𝟏 − 𝒚𝟏. 𝒙𝟏 

= 𝒚𝟑 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 + 𝒚𝟏 −𝒙𝟐 + 𝒙𝟏 + 𝒚𝟐 𝒙𝟏 − 𝒙𝟑 + 𝒚𝟏 −𝒙𝟏 + 𝒙𝟑  

= 𝒚𝟑 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 − 𝒚𝟏 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 + 𝒚𝟐 𝒙𝟏 − 𝒙𝟑 − 𝒚𝟏 𝒙𝟏 − 𝒙𝟑  
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=  𝒚𝟑 − 𝒚𝟏 .  𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 +  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 .  𝒙𝟏 − 𝒙𝟑  

=  𝒚𝟑 − 𝒚𝟏 .  𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 −  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 .  𝒙𝟑 − 𝒙𝟏 = 𝒚𝟑𝟏. 𝒙𝟐𝟏 − 𝒚𝟐𝟏. 𝒙𝟑𝟏 = 𝟐. 𝑨 

Avec : 

𝑨 ∶ 𝒍′𝒂𝒊𝒓𝒆 𝒅𝒖 𝒕𝒓𝒊𝒂𝒏𝒈𝒍𝒆 

𝑪𝒐𝒎  

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 

𝑻

= 𝑪𝒐𝒎  
𝟏 𝟏 𝟏
𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑

𝒚𝟏 𝒚𝟐 𝒚𝟑

 =

 
 
 
 
 
 +  

𝒙𝟐 𝒙𝟑

𝒚𝟐 𝒚𝟑
 −  

𝒙𝟏 𝒙𝟑

𝒚𝟏 𝒚𝟑
 +  

𝒙𝟏 𝒙𝟐

𝒚𝟏 𝒚𝟐
 

−  
𝟏 𝟏

𝒚𝟐 𝒚𝟑
 +  

𝟏 𝟏
𝒚𝟏 𝒚𝟑

 −  
𝟏 𝟏

𝒚𝟏 𝒚𝟐
 

+  
𝟏 𝟏

𝒙𝟐 𝒙𝟑
 −  

𝟏 𝟏
𝒙𝟏 𝒙𝟑

 +  
𝟏 𝟏

𝒙𝟏 𝒙𝟐
  
 
 
 
 
 

 

= + 𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐 −  𝒙𝟏. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟏 +  𝒙𝟏. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐. 𝒚𝟏 −  𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 +  𝒚𝟑 − 𝒚𝟏 −  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 

+  𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 −  𝒙𝟑 − 𝒙𝟏 +  𝒙𝟐 − 𝒙𝟏  

𝑪𝒐𝒎  

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 

𝑻

=  

+ 𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟏. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟏 + 𝒙𝟏. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐. 𝒚𝟏 

− 𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 + 𝒚𝟑 − 𝒚𝟏 − 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 

+ 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 − 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 
  

 

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

 =
𝟏

𝟐𝑨
 

+ 𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟏. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟏 + 𝒙𝟏. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐. 𝒚𝟏 

− 𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 + 𝒚𝟑 − 𝒚𝟏 − 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 

+ 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 − 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 
  

𝟏
𝟎
𝟎
  

 

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

 =
𝟏

𝟐𝑨
 

𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐

𝒚𝟐 − 𝒚𝟑

𝒙𝟑 − 𝒙𝟐

  

𝑵𝟏 𝒙, 𝒚 =
𝟏

𝟐𝑨
(𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐) +

𝟏

𝟐𝑨
(𝒚𝟐 − 𝒚𝟑)𝑿 +

𝟏

𝟐𝑨
(𝒙𝟑 − 𝒙𝟐)𝒀

=
𝟏

𝟐𝑨
 𝒚𝟐𝟑. 𝑿 + 𝒙𝟑𝟐. 𝒀 + 𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐  

Calcul de 𝑵𝟐 𝒙, 𝒚 :  

 𝑵𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐𝒙 + 𝒄𝟐𝒚 =  𝟏 𝒙 𝒚 .  

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

  

 

𝑵𝟐 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 

𝑵𝟐 𝒙𝟐, 𝒚𝟐 

𝑵𝟐 𝒙𝟑, 𝒚𝟑 
 =  

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 .  

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

 =  
𝟎
𝟏
𝟎
  

 

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

 =
𝟏

𝟐𝑨
 

+ 𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟏. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟏 + 𝒙𝟏. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐. 𝒚𝟏 

− 𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 + 𝒚𝟑 − 𝒚𝟏 − 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 

+ 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 − 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 
  

𝟎
𝟏
𝟎
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𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

 =
𝟏

𝟐𝑨
 

− 𝒙𝟏. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟏 

 𝒚𝟑 − 𝒚𝟏 

− 𝒙𝟑 − 𝒙𝟏 
 =

𝟏

𝟐𝑨
 
 𝒙𝟑. 𝒚𝟏 − 𝒙𝟏. 𝒚𝟑 

𝒚𝟑𝟏

𝒙𝟏𝟑

  

𝑵𝟐 𝒙, 𝒚 ==
𝟏

𝟐𝑨
 𝒚𝟑𝟏. 𝑿 + 𝒙𝟏𝟑. 𝒀 + 𝒙𝟑. 𝒚𝟏 − 𝒙𝟏. 𝒚𝟑  

Calcul de 𝑵𝟑 𝒙, 𝒚 :  

 𝑵𝟑 𝒙, 𝒚 = 𝒂𝟑 + 𝒃𝟑𝒙 + 𝒄𝟑𝒚 =  𝟏 𝒙 𝒚 .  

𝒂𝟑

𝒃𝟑

𝒄𝟑

  

 

𝑵𝟑 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 

𝑵𝟑 𝒙𝟐, 𝒚𝟐 

𝑵𝟑 𝒙𝟑, 𝒚𝟑 
 =  

𝟏 𝒙𝟏 𝒚𝟏

𝟏 𝒙𝟐 𝒚𝟐

𝟏 𝒙𝟑 𝒚𝟑

 .  

𝒂𝟑

𝒃𝟑

𝒄𝟑

 =  
𝟎
𝟎
𝟏
  

 

𝒂𝟑

𝒃𝟑

𝒄𝟑

 =
𝟏

𝟐𝑨
 

+ 𝒙𝟐. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟏. 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑. 𝒚𝟏 + 𝒙𝟏. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐. 𝒚𝟏 

− 𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 + 𝒚𝟑 − 𝒚𝟏 − 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 

+ 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑 − 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 
  

𝟎
𝟎
𝟏
  

 

𝒂𝟑

𝒃𝟑

𝒄𝟑

 =
𝟏

𝟐𝑨
 

+ 𝒙𝟏. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐. 𝒚𝟏 

− 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 

 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 
 =

𝟏

𝟐𝑨
 
 𝒙𝟏. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐. 𝒚𝟏 

𝒚𝟏𝟐

𝒙𝟐𝟏

  

𝑵𝟑 𝒙, 𝒚 =
𝟏

𝟐𝑨
 𝒚𝟏𝟐. 𝑿 + 𝒙𝟐𝟏. 𝒀 + 𝒙𝟏. 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐. 𝒚𝟏  

 Calcul des déformations 

 𝜺 =  

𝜺𝒙𝒙

𝜺𝒚𝒚

𝜺𝒙𝒚

 =

 
  
 

  
 

𝜹𝒖

𝜹𝒙
𝜹𝒗

𝜹𝒚
𝜹𝒖

𝜹𝒙
+

𝜹𝒗

𝜹𝒚 
  
 

  
 

 

On sait que : 

 
𝒖(𝒙, 𝒚)

𝒗(𝒙, 𝒚)
 = 










),(0),(0),(0

0),(0),(0),(

321

321

yxNyxNyxN

yxNyxNyxN

 
 
 

 
 

𝒖𝟏

𝒗𝟏

𝒖𝟐
𝒗𝟐
𝒖𝟑

𝒗𝟑 
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𝜺𝒙𝒙

𝜺𝒚𝒚

𝜺𝒙𝒚

 =

 
  
 

  
 

𝜹𝒖

𝜹𝒙
𝜹𝒗

𝜹𝒚
𝜹𝒖

𝜹𝒙
+

𝜹𝒗

𝜹𝒚 
  
 

  
 

=









































































y

N

y

N

x

N

y

N

y

N

x

N

y

N

y

N

x

N

x

N

x

N

x

N

3

3

3

2

2

2

1

1

1

321

000

000

 
 
 

 
 

𝒖𝟏

𝒗𝟏

𝒖𝟐
𝒗𝟐
𝒖𝟑

𝒗𝟑 
 
 

 
 

→  𝜺 =  𝑩  𝒖  

Avec   𝑩  la matrice de déformations constante : 

 𝑩 =
𝟏

𝟐𝑨
 

𝒚𝟐𝟑 𝟎 𝒚𝟑𝟏 𝟎 𝒚𝟏𝟐 𝟎

𝟎 𝒙𝟑𝟐 𝟎 𝒙𝟏𝟑 𝟎 𝒙𝟐𝟏

𝒙𝟑𝟐 𝒚𝟐𝟑 𝒙𝟏𝟑 𝒚𝟑𝟏 𝒙𝟐𝟏 𝒚𝟏𝟐

  

 Matrice de rigidité : 

 𝑲 = 𝒉   𝑩 𝑻

𝑨

.  𝑯 .  𝑩  𝒅𝑨 

Comme  𝑩  est constante :     𝑲 = 𝒉. 𝑨 𝑩 𝑻.  𝑯 .  𝑩   

La matrice de rigidité de l’élément triangulaire à trois nœuds est : 
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 Vecteur des charges équivalentes : 

 𝒇𝒏 =
𝑨

𝟑
 𝒇𝑨𝒙 𝒇𝑨𝒚 𝒇𝑨𝒙 𝒇𝑨𝒚 𝒇𝑨𝒙 𝒇𝑨𝒚  

Avec : 𝐟𝐀𝐱et 𝒇𝑨𝒚 les forces surfaciques  

 

6. Elément finis triangulaire 

 

 Transformation géométrique : 

La transformation géométrique de l’élément de référence a l’élément réel est donne par : 

𝒙 𝝃, 𝜼 =  𝑵𝒊 𝝃, 𝜼  𝒙    ;

𝟑

𝒊=𝟏

      𝒚 𝝃, 𝜼 =  𝑵𝒊 𝝃, 𝜼 

𝟑

𝒊=𝟏

 𝒚 

 𝝃 𝒆𝒕 𝜼 sont les cordonnées d’un point de l’élément de référence 

 𝒙 𝝃, 𝜼  et 𝒚 𝝃, 𝜼  sont les cordonnées d’un point de l’élément réel 

 𝒙 𝒆𝒕 𝒚 sont les cordonnées du nœud i  de l’élément réel 

 𝑵𝒊 𝝃, 𝜼  sont les fonctions de formes définis par : 

𝑵𝒊 𝝃, 𝜼 =   
𝟏 𝒔𝒊 𝒋 = 𝒊
𝟎 𝒔𝒊 𝒋 ≠ 𝒊

  

 Détermination des 𝑵𝒊 𝝃, 𝜼  : 

Calcul de 𝑵𝟏 𝝃, 𝜼  : 𝑵𝟏 𝝃, 𝜼 = 𝒂𝟏 + 𝒃𝟏𝝃 + 𝒄𝟏𝜼 =  𝟏 𝝃 𝜼 .  

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏
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𝑵𝟏 𝝃𝟏, 𝜼𝟏 

𝑵𝟏 𝝃𝟐, 𝜼𝟐 

𝑵𝟏 𝝃𝟑, 𝜼𝟑 
 =  

𝟏 𝝃𝟏 𝜼𝟏

𝟏 𝝃𝟐 𝜼𝟐

𝟏 𝝃𝟑 𝜼𝟑

 .  

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

 =  
𝟏
𝟎
𝟎
               

𝟏 𝟎 𝟎
𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟏

 .  

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

 =  
𝟏
𝟎
𝟎
          

 

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

 =  
𝟏 𝟎 𝟎
𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟏

 

−𝟏

 
𝟏
𝟎
𝟎
  

 

𝒂𝟏

𝒃𝟏

𝒄𝟏

 =  
   𝟏 𝟎 𝟎
−𝟏 𝟏 𝟎
−𝟏 𝟎 𝟏

  
𝟏
𝟎
𝟎
 =  

  𝟏
−𝟏
−𝟏

                 𝑵𝟏 𝝃, 𝜼 = 𝟏 − 𝝃 − 𝜼 

Calcul de 𝑵𝟐 𝝃, 𝜼  : 𝑵𝟐 𝝃, 𝜼 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐𝝃 + 𝒄𝟐𝜼 =  𝟏 𝝃 𝜼 .  

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

  

 

𝑵𝟐 𝝃𝟏, 𝜼𝟏 

𝑵𝟐 𝝃𝟐, 𝜼𝟐 

𝑵𝟐 𝝃𝟑, 𝜼𝟑 
 =  

𝟏 𝝃𝟏 𝜼𝟏

𝟏 𝝃𝟐 𝜼𝟐

𝟏 𝝃𝟑 𝜼𝟑

 .  

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

 =  
𝟎
𝟏
𝟎
               

𝟏 𝟎 𝟎
𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟏

 .  

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

 =  
𝟎
𝟏
𝟎
          

 

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

 =  
𝟏 𝟎 𝟎
𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟏

 

−𝟏

 
𝟎
𝟏
𝟎
  

 

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

 =  
   𝟏 𝟎 𝟎
−𝟏 𝟏 𝟎
−𝟏 𝟎 𝟏

  
𝟎
𝟏
𝟎
 =  

  𝟎
𝟏
𝟎

                 𝑵𝟐 𝝃, 𝜼 = 𝝃 

Calcul de 𝑵𝟑 𝝃, 𝜼  : 𝑵𝟑 𝝃, 𝜼 = 𝒂𝟑 + 𝒃𝟑𝝃 + 𝒄𝟑𝜼 =  𝟏 𝝃 𝜼 .  

𝒂𝟑

𝒃𝟑

𝒄𝟑

  

 

𝑵𝟑 𝝃𝟏, 𝜼𝟏 

𝑵𝟑 𝝃𝟐, 𝜼𝟐 

𝑵𝟑 𝝃𝟑, 𝜼𝟑 
 =  

𝟏 𝝃𝟏 𝜼𝟏

𝟏 𝝃𝟐 𝜼𝟐

𝟏 𝝃𝟑 𝜼𝟑

 .  

𝒂𝟑

𝒃𝟑

𝒄𝟑

 =  
𝟎
𝟎
𝟏
               

𝟏 𝟎 𝟎
𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟏

 .  

𝒂𝟑

𝒃𝟑

𝒄𝟑

 =  
𝟎
𝟎
𝟏
          

 

𝒂𝟑

𝒃𝟑

𝒄𝟑

 =  
𝟏 𝟎 𝟎
𝟏 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟏

 

−𝟏

 
𝟎
𝟎
𝟏
  

 

𝒂𝟐

𝒃𝟐

𝒄𝟐

 =  
   𝟏 𝟎 𝟎
−𝟏 𝟏 𝟎
−𝟏 𝟎 𝟏

  
𝟎
𝟏
𝟎
 =  

𝟎
𝟎
𝟏
                 𝑵𝟑 𝝃, 𝜼 = 𝜼 

 𝑵 =  

𝑵𝟏 𝝃, 𝜼 

𝑵𝟐 𝝃, 𝜼 

𝑵𝟑 𝝃, 𝜼 
  =  

𝟏 − 𝝃 − 𝜼
𝝃
𝜼

            les fonctions de formes de l’élément triangulaire 
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 Approximation de la géométrie (x,y) 

 
𝒙 𝝃, 𝜼 

𝒚 𝝃, 𝜼 
 = 










),(0),(0),(0

0),(0),(0),(

321

321





NNN

NNN
. 

 
 
 

 
 

𝒙𝟏

𝒚𝟏
𝒙𝟐

𝒚𝟐
𝒙𝟑

𝒚𝟑 
 
 

 
 

 

 Approximation de la solution (𝒖 , 𝒗) 

 
𝒖 𝝃, 𝜼 

𝒗 𝝃, 𝜼 
 = 










),(0),(0),(0

0),(0),(0),(

321

321





NNN

NNN
. 

 
 
 

 
 

𝒖𝟏

𝒗𝟏
𝒖𝟐

𝒗𝟐
𝒖𝟑

𝒗𝟑 
 
 

 
 

 

L’élément triangulaire linaire est un élément isoparametrique car on utilise les mêmes fonctions de 

formes pour l’approximation géométrique (x,y) et physique (𝒖, 𝒗). 

 
𝒙
𝒚 =  

 𝟏 − 𝝃 − 𝜼 . 𝒙𝟏 + 𝝃. 𝒙𝟐 + 𝜼. 𝒙𝟑

 𝟏 − 𝝃 − 𝜼 . 𝒚𝟏 + 𝝃. 𝒚𝟐 + 𝜼. 𝒚𝟑

               
𝒅𝒙
𝒅𝒚

 =  
 𝟏 − 𝝃 − 𝜼 . 𝒙𝟏 + 𝝃. 𝒙𝟐 + 𝜼. 𝒙𝟑

 𝟏 − 𝝃 − 𝜼 . 𝒚𝟏 + 𝝃. 𝒚𝟐 + 𝜼. 𝒚𝟑

  

 
𝒅𝒙
𝒅𝒚

 =

















































d

d

yy

xx

ou  𝒅𝒙 =  𝑱 𝑻 𝒅𝝃  

 𝑱 =  
𝒙𝝃 𝒙𝜼

𝒚𝝃 𝒚𝜼
 =  

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏

𝒙𝟑 − 𝒙𝟏 𝒚𝟑 − 𝒚𝟏
 =  

𝒙𝟐𝟏 𝒚𝟐𝟏

𝒙𝟑𝟏 𝒚𝟑𝟏
  Matrice Jacobéenne 

Matrice Jacobéenne 

 𝑱 =  
𝒙𝟐𝟏 𝒚𝟐𝟏

𝒙𝟑𝟏 𝒚𝟑𝟏
 =  

𝒂𝟏

𝒂𝟐
  

On peu voir que : 

det 𝑱 = 𝒂𝟏      ×  𝒂𝟐     = 𝒙𝟐𝟏. 𝒚𝟑𝟏 − 𝒙𝟑𝟏. 𝒚𝟐𝟏 = 𝟐𝑨 
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 Calcul des déformations 

 𝜺 =  

𝜺𝒙𝒙

𝜺𝒚𝒚

𝜸𝒙𝒚

 =

 
  
 

  
 

𝜹𝒖

𝜹𝒙
𝜹𝒗

𝜹𝒚
𝜹𝒖

𝜹𝒚
+

𝜹𝒗

𝜹𝒙 
  
 

  
 

=  

𝒖′𝒙

𝒗′𝒚

𝒖′𝒚 + 𝒗′𝒙

  

𝒖′𝒙 = 𝒖′𝝃  𝝃′𝒙 + 𝒖′𝜼   𝜼′𝒙       ;        𝒖′𝒚 = 𝒖′𝝃  𝝃′𝒚 + 𝒖′𝜼   𝜼′𝒚 

𝒗′𝒙 = 𝒗′𝝃  𝝃′𝒙 + 𝒗′𝜼   𝜼′𝒙       ;        𝒗′𝒚 = 𝒗′𝝃  𝝃′𝒚 + 𝒗′𝜼   𝜼′𝒚 

On peut calculer les déformations : 

 

𝜺𝒙𝒙

𝜺𝒚𝒚

𝜸𝒙𝒚

 =  

𝒖′𝒙

𝒗′𝒚

𝒖′𝒚 + 𝒗′𝒙

 =  

  𝝃′𝒙    𝜼′𝒙 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎   𝝃′𝒚    𝜼′𝒚

  𝝃′𝒚    𝜼′𝒚   𝝃′𝒙    𝜼′𝒙

  

𝒖′𝝃

𝒖′𝜼

𝒗′𝝃

𝒗′𝜼

 =  𝑩  𝒖𝒏  

Avec :  
  𝝃′𝒙    𝜼′𝒙

  𝝃′𝒚    𝜼′𝒚
 =   𝑱 −𝟏 =

𝟏

𝟐𝑨
 

𝒚
𝟑𝟏

−𝒚
𝟐𝟏

−𝒙𝟑𝟏 𝒙𝟐𝟏
             

𝜺𝒙𝒙

𝜺𝒚𝒚

𝜸𝒙𝒚

 =
𝟏

𝟐𝑨
 

𝒚
𝟑𝟏

𝒚
𝟐𝟏 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝒙𝟏𝟑 𝒙𝟐𝟏

𝒙𝟑𝟏 𝒙𝟐𝟏
𝒚

𝟑𝟏
𝒚

𝟏𝟐

  

𝒖′𝝃

𝒖′𝜼

𝒗′𝝃

𝒗′𝜼

  

 

𝒖′𝝃

𝒖′𝜼

𝒗′𝝃

𝒗′𝜼

 =  

−𝟏 𝟎 +𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 +𝟏 𝟎
𝟎
𝟎

−𝟏
−𝟏

𝟎
𝟎

+𝟏
𝟎

𝟎
𝟎

𝟎
+𝟏

 

 
 
 

 
 

𝒖𝟏

𝒗𝟏
𝒖𝟐

𝒗𝟐
𝒖𝟑

𝒗𝟑 
 
 

 
 

 

 𝑩 =
𝟏

𝟐𝑨
 

𝒚
𝟑𝟏

𝒚
𝟐𝟏 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝒙𝟏𝟑 𝒙𝟐𝟏

𝒙𝟑𝟏 𝒙𝟐𝟏
𝒚

𝟑𝟏
𝒚

𝟏𝟐

  

−𝟏 𝟎 +𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
−𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 +𝟏 𝟎
𝟎
𝟎

−𝟏
−𝟏

𝟎
𝟎

+𝟏
𝟎

𝟎
𝟎

𝟎
+𝟏

  

 𝑩 =
𝟏

𝟐𝑨
 

𝒚
𝟑𝟐

𝟎 𝒚
𝟑𝟏

𝟎 𝒚
𝟏𝟐

𝟎

𝟎 𝒙𝟑𝟐 𝟎 𝒙𝟏𝟑 𝟎 𝒙𝟐𝟏

𝒙𝟑𝟐 𝒚
𝟐𝟑

𝒙𝟏𝟑 𝒚
𝟑𝟏

𝒙𝟐𝟏 𝒚
𝟏𝟐

  

 Matrice de rigidité : 

En utilisant une loi de comportement 2D (en contraintes ou déformations planes) 

 𝝈 =   𝑯 .  𝜺  

On obtient enfin la matrice de rigidité élémentaire : 

 𝑲 = 𝒉   𝑩 𝑻

𝑨

.  𝑯 .  𝑩  𝒅𝑨 
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Comme  𝑩  est constante :     𝑲 = 𝒉. 𝑨 𝑩 𝑻.  𝑯 .  𝑩   

La matrice de rigidité de l’élément triangulaire à trois nœuds est : 

 

 Vecteur des charges équivalentes : 

 𝒇𝒏 =
𝑨

𝟑
 𝒇𝑨𝒙 𝒇𝑨𝒚 𝒇𝑨𝒙 𝒇𝑨𝒚 𝒇𝑨𝒙 𝒇𝑨𝒚  

Avec : 𝐟𝐀𝐱et 𝒇𝑨𝒚 les forces surfaciques  

7. Elément finis quadrilatéral à 4 noeuds 
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 Transformation géométrique 

La transformation géométrique de l’élément de référence a l’élément réel est donne par : 

𝒙 𝝃, 𝜼 =  𝑵𝒊 𝝃, 𝜼  𝒙    ;

𝟒

𝒊=𝟏

      𝒚 𝝃, 𝜼 =  𝑵𝒊 𝝃, 𝜼 

𝟒

𝒊=𝟏

 𝒚 

 𝝃 𝒆𝒕 𝜼 sont les cordonnées d’un point de l’élément de référence 

 𝒙 𝝃, 𝜼  et 𝒚 𝝃, 𝜼  sont les cordonnées d’un point de l’élément réel 

 𝒙 𝒆𝒕 𝒚 sont les cordonnées du nœud i  de l’élément réel 

 𝑵𝒊 𝝃, 𝜼  sont les fonctions de formes définis par : 

𝑵𝒊 𝝃, 𝜼 =   
𝟏 𝒔𝒊 𝒋 = 𝒊
𝟎 𝒔𝒊 𝒋 ≠ 𝒊

  

 Détermination des 𝑵𝒊 𝝃, 𝜼  

Calcul de 𝑵𝟏 𝝃, 𝜼  : 𝑵𝟏 𝝃, 𝜼 = 𝒂𝟏 + 𝒃𝟏𝝃 + 𝒄𝟏𝜼 + 𝒅𝟏𝝃𝜼  =  𝟏 𝝃 𝜼   𝝃𝜼 .  

𝒂𝟏

𝒃𝟏
𝒄𝟏

𝒅𝟏

  

 
 

 
𝑵𝟏 𝝃𝟏, 𝜼𝟏 

𝑵𝟏 𝝃𝟐, 𝜼𝟐 

𝑵𝟏 𝝃𝟑, 𝜼𝟑 

𝑵𝟏 𝝃𝟒, 𝜼𝟒  
 

 
=  

𝟏 −𝟏 −𝟏 𝟏
𝟏 𝟏 −𝟏 −𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
−𝟏

𝟏
𝟏

𝟏
−𝟏

 .  

𝒂𝟏

𝒃𝟏
𝒄𝟏

𝒅𝟏

 =  

𝟏
𝟎
𝟎
𝟎

                   

𝒂𝟏

𝒃𝟏
𝒄𝟏

𝒅𝟏

 =
𝟏

𝟒
 

𝟏
−𝟏
−𝟏
𝟏

  

 𝑵𝟏 𝝃, 𝜼 =
𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝝃 − 𝜼 + 𝝃𝜼) 

Calcul de 𝑵𝟐 𝝃, 𝜼  : 𝑵𝟐 𝝃, 𝜼 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐𝝃 + 𝒄𝟐𝜼 + 𝒅𝟐𝝃𝜼  =  𝟏 𝝃 𝜼   𝝃𝜼 .  

𝒂𝟐

𝒃𝟐
𝒄𝟐

𝒅𝟐

  

 
 

 
𝑵𝟐 𝝃𝟏, 𝜼𝟏 

𝑵𝟐 𝝃𝟐, 𝜼𝟐 

𝑵𝟐 𝝃𝟑, 𝜼𝟑 

𝑵𝟐 𝝃𝟒, 𝜼𝟒  
 

 
=  

𝟏 −𝟏 −𝟏 𝟏
𝟏 𝟏 −𝟏 −𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
−𝟏

𝟏
𝟏

𝟏
−𝟏

 .  

𝒂𝟐

𝒃𝟐
𝒄𝟐

𝒅𝟐

 =  

𝟎
𝟏
𝟎
𝟎

                   

𝒂𝟐

𝒃𝟐
𝒄𝟐

𝒅𝟐

 =
𝟏

𝟒
 

𝟏
𝟏

−𝟏
−𝟏

  

 𝑵𝟐 𝝃, 𝜼 =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝝃 − 𝜼 − 𝝃𝜼) 

Calcul de 𝑵𝟑 𝝃, 𝜼  : 𝑵𝟑 𝝃, 𝜼 = 𝒂𝟑 + 𝒃𝟑𝝃 + 𝒄𝟑𝜼 + 𝒅𝟑𝝃𝜼  =  𝟏 𝝃 𝜼   𝝃𝜼 .  

𝒂𝟑

𝒃𝟑
𝒄𝟑

𝒅𝟑
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𝑵𝟑 𝝃𝟏, 𝜼𝟏 

𝑵𝟑 𝝃𝟐, 𝜼𝟐 

𝑵𝟑 𝝃𝟑, 𝜼𝟑 

𝑵𝟑 𝝃𝟒, 𝜼𝟒  
 

 
=  

𝟏 −𝟏 −𝟏 𝟏
𝟏 𝟏 −𝟏 −𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
−𝟏

𝟏
𝟏

𝟏
−𝟏

 .  

𝒂𝟑

𝒃𝟑
𝒄𝟑

𝒅𝟑

 =  

𝟎
𝟎
𝟏
𝟎

                   

𝒂𝟑

𝒃𝟑
𝒄𝟑

𝒅𝟑

 =
𝟏

𝟒
 

𝟏
𝟏
𝟏
𝟏

  

𝑵𝟑 𝝃, 𝜼 =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝝃 + 𝜼 + 𝝃𝜼) 

Calcul de 𝑵𝟒 𝝃, 𝜼  : 𝑵𝟒 𝝃, 𝜼 = 𝒂𝟒 + 𝒃𝟒𝝃 + 𝒄𝟒𝜼 + 𝒅𝟒𝝃𝜼  =  𝟏 𝝃 𝜼   𝝃𝜼 .  

𝒂𝟒

𝒃𝟒
𝒄𝟒

𝒅𝟒

  

 
 

 
𝑵𝟒 𝝃𝟏, 𝜼𝟏 

𝑵𝟒 𝝃𝟐, 𝜼𝟐 

𝑵𝟒 𝝃𝟑, 𝜼𝟑 

𝑵𝟒 𝝃𝟒, 𝜼𝟒  
 

 
=  

𝟏 −𝟏 −𝟏 𝟏
𝟏 𝟏 −𝟏 −𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
−𝟏

𝟏
𝟏

𝟏
−𝟏

 .  

𝒂𝟒

𝒃𝟒
𝒄𝟒

𝒅𝟒

 =  

𝟎
𝟎
𝟎
𝟏

                   

𝒂𝟒

𝒃𝟒
𝒄𝟒

𝒅𝟒

 =
𝟏

𝟒
 

𝟏
−𝟏
𝟏

−𝟏

  

𝑵𝟒 𝝃, 𝜼 =
𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝝃 + 𝜼 − 𝝃𝜼) 

Resumé :   𝑵𝒊 𝝃, 𝜼 =
𝟏

𝟒
 𝟏 − 𝝃𝒊𝝃 (𝟏 − 𝜼𝒊𝜼)   

 

 Approximation de la géométrie (x,y) 

 
𝒙 𝝃, 𝜼 

𝒚 𝝃, 𝜼 
 = 










4321

4321

0000

0000

NNNN

NNNN
. 

 
 
 

 
 

𝒙𝟏

𝒚𝟏
𝒙𝟐

𝒚𝟐
𝒙𝟑

𝒚𝟑 
 
 

 
 

 

 Approximation de la solution (𝒖 , 𝒗) 

 
𝒖 𝝃, 𝜼 

𝒗 𝝃, 𝜼 
 = 










4321

4321

0000

0000

NNNN

NNNN
. 

 
 
 

 
 

𝒖𝟏

𝒗𝟏
𝒖𝟐

𝒗𝟐
𝒖𝟑

𝒗𝟑 
 
 

 
 

 

 𝑱 =  
𝒙𝝃 𝒙𝜼

𝒚𝝃 𝒚𝜼
 =

𝟏

𝟒
 
𝒙𝟐𝟏 𝟏 − 𝜼 + 𝒙𝟑𝟒 𝟏 + 𝜼 𝒚𝟐𝟏 𝟏 − 𝜼 + 𝒚𝟑𝟒 𝟏 + 𝜼 

𝒙𝟒𝟏 𝟏 − 𝝃 + 𝒙𝟑𝟐 𝟏 + 𝝃 𝒚𝟒𝟏 𝟏 − 𝝃 + 𝒚𝟑𝟐 𝟏 + 𝝃 
 =  

𝒙𝟐𝟏 𝒚𝟐𝟏

𝒙𝟑𝟏 𝒚𝟑𝟏
  Matrice Jacobéenne 

det 𝑱 = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏𝝃 + 𝑨𝟐𝜼 
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Avec : 𝑨𝟎 =
𝟏

𝟖
 𝒚𝟒𝟐𝒙𝟑𝟏 − 𝒚𝟑𝟏𝒙𝟒𝟐   ;     𝟒𝑨𝟎 𝒆𝒔𝒕 𝒍′𝒂𝒊𝒓𝒆𝒅𝒆 𝒍′é𝒍é𝒎𝒆𝒏𝒕 

𝑨𝟏 =
𝟏

𝟖
 𝒚𝟑𝟒𝒙𝟐𝟏 − 𝒚𝟐𝟏𝒙𝟑𝟒              ;   𝑨𝟐 =

𝟏

𝟖
 𝒚𝟒𝟏𝒙𝟑𝟐 − 𝒚𝟑𝟐𝒙𝟒𝟏  

 Calcul des déformations 

 𝜺 =  

𝜺𝒙𝒙

𝜺𝒚𝒚

𝜸𝒙𝒚

 =  

𝒖′𝒙

𝒗′𝒚

𝒖′𝒚 + 𝒗′𝒙

 =  

𝒖′𝝃  𝝃′𝒙 + 𝒖′𝜼   𝜼′𝒙       

𝒗′𝝃  𝝃′𝒚 + 𝒗′𝜼   𝜼′𝒚

𝒖′𝝃  𝝃′𝒚 + 𝒖′𝜼   𝜼′𝒚 + 𝒗′𝝃  𝝃′𝒙 + 𝒗′𝜼   𝜼′𝒙

  

On peut s’écrire : 

 

𝜺𝒙𝒙

𝜺𝒚𝒚

𝜸𝒙𝒚

 =  

𝒖′𝒙

𝒗′𝒚

𝒖′𝒚 + 𝒗′𝒙

 =  

  𝝃′𝒙    𝜼′𝒙 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎   𝝃′𝒚    𝜼′𝒚

  𝝃′𝒚    𝜼′𝒚   𝝃′𝒙    𝜼′𝒙

  

𝒖′𝝃

𝒖′𝜼

𝒗′𝝃

𝒗′𝜼

 =  𝑩  𝒖𝒏  

Avec :  
  𝝃′𝒙    𝜼′𝒙

  𝝃′𝒚    𝜼′𝒚
 =   𝑱 −𝟏 =  

𝑱𝟏𝟏 𝑱𝟏𝟐

𝑱
𝟐𝟏

𝑱
𝟐𝟐

             

𝜺𝒙𝒙

𝜺𝒚𝒚

𝜸𝒙𝒚

 =  

𝑱
𝟏𝟏

𝑱
𝟏𝟐 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝑱
𝟐𝟏

𝑱
𝟐𝟐

𝑱
𝟐𝟏

𝑱
𝟐𝟐

𝑱
𝟏𝟏

𝑱
𝟏𝟐

  

𝒖′𝝃

𝒖′𝜼

𝒗′𝝃

𝒗′𝜼

  

 

𝒖′𝝃

𝒖′𝜼

𝒗′𝝃

𝒗′𝜼

 =

 
 
 
 
−𝟏 + 𝜼 𝟎 𝟏 − 𝜼 𝟎 𝟏 + 𝜼 𝟎 −𝟏 − 𝜼 𝟎

−𝟏 + 𝝃 𝟎 −𝟏 − 𝝃 𝟎 𝟏 + 𝝃 𝟎 𝟏 − 𝝃 𝟎

𝟎
𝟎

−𝟏 + 𝜼
−𝟏 + 𝝃

𝟎
𝟎

𝟏 − 𝜼
−𝟏 − 𝝃

𝟎
𝟎

𝟏 + 𝜼 𝟎 −𝟏 − 𝜼
𝟏 + 𝝃 𝟎 𝟏 − 𝝃  

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

𝒖𝟏

𝒗𝟏
𝒖𝟐

𝒗𝟐
𝒖𝟑
𝒗𝟑

𝒖𝟒

𝒗𝟒 
 
 
 

 
 
 

 

On calcule finalement la matrice de déformation 𝑩  : 

 𝑩 =  

𝑱
𝟏𝟏

𝑱
𝟏𝟐 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝑱
𝟐𝟏

𝑱
𝟐𝟐

𝑱
𝟐𝟏

𝑱
𝟐𝟐

𝑱
𝟏𝟏

𝑱
𝟏𝟐

 

 
 
 
 
−𝟏 + 𝜼 𝟎 𝟏 − 𝜼 𝟎 𝟏 + 𝜼 𝟎 −𝟏 − 𝜼 𝟎

−𝟏 + 𝝃 𝟎 −𝟏 − 𝝃 𝟎 𝟏 + 𝝃 𝟎 𝟏 − 𝝃 𝟎

𝟎
𝟎

−𝟏 + 𝜼
−𝟏 + 𝝃

𝟎
𝟎

𝟏 − 𝜼
−𝟏 − 𝝃

𝟎
𝟎

𝟏 + 𝜼 𝟎 −𝟏 − 𝜼
𝟏 + 𝝃 𝟎 𝟏 − 𝝃  

 
 
 
 

 

la matrice de déformation 𝑩  n’est pas constante en 𝝃  et 𝜼 comme pour l’élément triangulaire à trois 

nœuds, les termes qui la constituant sont des fractions rationnelles en 𝝃  et 𝜼 
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 Matrice de rigidité : 

En utilisant une loi de comportement 2D (en contraintes ou déformations planes) 

 𝝈 =   𝑯 .  𝜺  

On obtient enfin la matrice de rigidité élémentaire : 

 𝑲 = 𝒉   𝑩 𝑻
𝑨

.  𝑯 .  𝑩  𝒅𝑨 

 𝑲 = 𝒉   (
+𝟏

−𝟏

 𝑩(𝝃, 𝜼) 𝑻
+𝟏

−𝟏

.  𝑯 .  𝑩(𝝃, 𝜼) )𝑱 𝝃, 𝜼 𝒅𝝃𝒅𝜼 

En cas de maillage régulier → l’élément quadrilatéral est un rectangle (2a×2b) : 

La matrice de rigidité de l’élément quadrilatéral à quatre nœuds est : 

 

 Vecteur des charges équivalentes : 

 𝒇𝒏 =   ( 𝑵𝒖 𝝃, 𝜼  
+𝟏

−𝟏

+𝟏

−𝟏

𝒇𝑨𝒙 +  𝑵𝒗 𝝃, 𝜼  𝒇𝑨𝒚)𝑱 𝝃, 𝜼 𝒅𝝃𝒅𝜼 

Avec : 𝐟𝐀𝐱et 𝒇𝑨𝒚 les forces surfaciques  


