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A

1.1 METHODES DIRECTES

1.1.1 Rappel

Rang d’une matrice
Définition 1.1.1 Soit A € M,, ,(R) une matrice de m lignes et de n colonnes. Le rang de A est

égal au nombre maximum de colonnes de A linéairement indépendant et on le note :
rang A

Le rang de A est donc aussi égal a la dimension de I’image de toute application linéaire représenté
par A.

Proposition 1.1.1 - rang A = rang A" - si A € My, ,(R) alors rang A < inf(m,n) - si A € M, (R)
alors A inversible < rang A = n.

Définition 1.1.2 Soit A € M,, ,(R), on appelle matrice extraite de A une matrice obtenue par
sélection de lignes et de colonnes. Par exemple si / (respectivement J) est un sous ensemble de
{1,2,...m} (respectivement {1,2,...n}) on définit une matrice extraite B de A par :

B= (aij)iel, jel

Théoreme 1.1.2 Soit A € M, ,(R) une matrice de rang r alors :
— le rang de toute matrice extraite de A est inférieur ou égal a r,
— toute matrice carrée inversible extraite de A est d’ordre inf érieur ou égal a r,
— il existe une matrice carrée extraite de A d’ordre r qui est inversible.

1.1.2 Systémes linéaires
I Définition 1.1.3 On appelle systeme de m équations a n inconnues xp,xz,...,x, la famille
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d’équations :

anxi+apxy+ ... +apmx, = b
ar xy +axyxy+..... “+ dopXn = b (1.1)
A1 X1+ amaxo + ... + aynxn = by

que I’on peut mettre sous la forme matricielle suivante :
Ax=D>

ot A € My, »(R) est une matrice donnée par ses éléments (a;;), 1 <i<m,1 <j<n ,beR"
de composantes (b, by, ....,b,) et x le vecteur inconnu de composantes (x1,x2, ....,Xy).

R) Sib =0, ondit que le systeme (1.1) est homogene. Dans le cas oi m < n, on dit que le
systeme est sous determiné et dans le cas oll n > m on parle d’un systeme sur determiné.

Théoreme 1.1.3 Une condition suffisante pour que le systéme (1.1) admette au moins une
solution est que rang A = m.

Corollaire 1.1.4 Soit A € M,(R) une matrice carrée, une condition nécessaire et suffisante pour
que le systtme Ax = b admette une solution unique est que A soit inversible. Autrement dit
detA £ 0 (ou rangA = n). Le systéme (1.1) est alors dit systeme de Cramer.

1.1.3 Résolution d’un systéme triangulaire supérieur
Définition 1.1.4 Soit A € M,,(R) une matrice carrée, A est dite triangulaire supérieure si :

aij:0, Vi>j

Dans ce cas le systeme Ax = b est dit triangulaire supérieur.

Rp) Onne traitera pas le cas des systemes triangulaires inférieurs car la technique de résolution
est identique.

Le systeme d’équations Ax = b triangulaire supérieur a la forme suivante :

anxy +appxy+..... + dinXn = by
anxy +..... +amx, = by
ppXn = by,

Théoreme 1.1.5 Soit le systéme triangulaire supérieur Ax = b ot A € M,,(R) est une matrice
carrée et b € R”, si:

akk7é0, Vk € [l,n]
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alors le systeme admet une solution unique et cette solution x* est telle que :

by —=Y"_ . apxt
X== Lkt W) k={nn—1,..,1} (12)
Akk

Nous allons étudier les méthodes de résolution du systeme de n équations linéaires a n inconnues
Ax = b, par les méthodes directes. Nous entendons par méthodes directes des méthodes qui meénent
a la solution en un nombre fini d’opérations élémentaires. Ces méthodes sont utilisées seulement si
le nombre d’équations du systéme n’est pas trop élevé (généralement n < 100 ). La méthode de
Cramer en est une, mais elle est numériquement inacceptable. Car sa mise en oeuvre demande le
calcul de n+ 1 déterminants et n divisions. Pour calculer chaque déterminant, nous devons effectuer
n!n multiplications et n! — 1 additions soit un total de (n+ 1)?n! — 1 opérations élémentaires Par
exemple, pour n = 5 on obtient 4319 opérations élémentaires. Pour n = 10 on obtient a peu pres
4.108 opérations élémentaires Or, dans la pratique, nous aurons a résoudre des systémes d’ordres
n = 100, n = 1000 voire méme plus. Il est donc impossible de résoudre de tels systemes par la
méthode de Cramer. Dans ce chapitre, nous présentons essentiellement la méthode d’éliminations
successives de Gauss et son interprétation matricielle, laquelle débouche sur la méthode de Cholesky
pour un systeme a matrice définie positive.

Si la matrice A n’est plus triangulaire, nous sommes amenés a chercher une matrice M inversible
telle que la matrice produit MA soit triangulaire. On résoudra alors le systéme :

MAx = Mb

par I’algorithme (1.2). Nous nous limitons bien entendu a des systémes Ax = b avec detA # 0.

Méthode de Gauss

Soit A € M,(R) une matrice carrée donnée et b € R”". On cherche x* solution du systéme
linéaire :

Ax=0>b

La méthode de Gauss consiste a construire un systeme équivalent plus facile a résoudre (a2 matrice
triangulaire supérieure par exemple). Deux systemes linéaires définis par deux matrices A € M, (R)
et U € M,(R) sont dits équivalents si leurs solutions sont identiques.

Rp) - Les transformations élémentaires suivantes appliquées a un systéme linéaire engendre un
systeme linéaire équivalent : - Une équation peut étre remplacée par cette méme €quation a
laquelle on ajoute ou on retranche un certain nombre de fois une autre ligne. - La multiplication
d’une équation par une constante non nulle. - La permutation de deux lignes ou de deux
colonnes.

La représentation d’un systeme linéaire peut se faire a travers une matrice de dimension n.(n+ 1)
appelé matrice augmentée. La matrice est noté A = [A|b] et a pour forme générale :

ajy app -+ aip, | by
_ ay ax - ay | b
A= ‘

anl ap2 -+ App ‘ by,

La résolution du systéme linéaire ayant pour matrice augmentée A peut se faire en appliquant des
transformations €l¢ mentaires permettant d’obtenir un systeme équivalent.

L’objectif de I’algorithme de Gauss est la construction d’un systeme triangulaire supérieur
équivalent, en annulant au fur et a mesure les termes en dessous de la diagonale.
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Définition 1.2.1 On appelle pivot de la transformation, 1’élément ay; de la matrice utilisée pour
annuler les termes aj, j > k. La ligne k est alors appel€e ligne pivot.

Théoreme 1.2.1 Soit un systeme linéaire défini par une matrice A d’ordre n et b € R”". Si A est
non singuliére alors il existe une matrice U d’ordre n triangulaire supérieure et y € R" tels que
Ux =y soit équivalent a Ax = b. La résolution du systeme Ax = b se fait ensuite par résolution
du systeme triangulaire supérieur.

Démonstration. Construisons la matrice augmentée A(!) = [A(l) ]b(l)]

() (1)

Bl
A0 — | % 92 o | by
T
d ]

I’exposant indiquant le nombre de fois qu’une valeur a été stockée a la location i, j donnée. La
premiere étape de 1’algorithme de Gauss est d’annuler I’ensemble des coefficients de la premiere
colonne en dessous de la diagonale. Cela s’obtient si a;; # 0 en réalisant la transformation suivante
sur la ligne i > 1:

ag) = agjl-) —gilaglj), jE[l,n+1]

m

ol g = Z’(‘l) , on obtient le systeme équivalent a I’étape 2 suivant donné par sa matrice augment ée :
11

(1 1) (1) (1)

s
A0 — 0 ay - ay | b
A

2 2 2

0 aflz) - aSm) | bn )

les étapes suivantes consistent a refaire le méme procédé pour les colonnes suivantes. Ainsi I’étape k

consiste a éliminer I’inconnu x; dans les équations k+ 1, ...,n. Ce qui donne les formules suivantes
Afii : P ieme (k) .

définies pour les lignes i = k+ 1,...,n en supposant que le k" pivot a;,” # 0 :

ayt =al) —gual), jelkn+1] (1.3)

(k)

a; L3N z N . N . s\ z . .
avec gix = 7. A la derniere étape c’est-a-dire a k = n, on obtient le systeme équivalent suivant :
ek

() (1)

1
al] a(lzz) e “ e agg) ‘ bézi
0 a22 Y o« o a2n ‘ b2
A(}’l) = N . |
0 0 ally aly) Y
0 o0 . 0 a;’r’l) | bnn)

la matrice U est donc définie comme étant la matrice A® et y le vecteur o). |
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p) -Laligne i de la matrice A® pest plus modifiée par 1’algorithme des lors que i < k. - A
I’étape k, on pratique I’élimination sur une matrice de taille n — k4 1 lignes et n —k + 2
colonnes.

p) Silors de I’élimination I’élément a,(f a I’é tape k est nul alors la ligne k ne peut pas étre

utilisée comme ligne pivot. Dans ce cas, on cherche une ligne j > k telle ay,i) # 0. Si une
telle ligne existe, alors on permute la ligne j et la ligne k sinon le systeme n’admet pas de
solution.

p) Pour minimiser les erreurs d’arrondi, on choisit la valeur du pivot la plus grande en valeur
absolue. Pour ce faire deux stratégie sont possibles :

1. La méthode dite & pivot partiel : Au k™ pas de I’élimination, on choisit comme ligne
de pivot celle qui, parmi les n — k+ 1 restantes, a I’élément de module maximum en
colonne et on permute dans A*) 1a k%™ ligne naturelle et celle qui réalise ce maximum.

2. La méthode dite a pivot total : Au k’" pas de I’élimination, on choisit comme pivot
I’élément de plus grand module dans la matrice d’ordre n — k + 1 restante. On permute
donc dans A®) 1a k¢ colonne naturelle et celle du pivot, ce qui modifiera I’ordre des
composantes du résultat. A la fin du processus, il ne faudra pas oublier de remettre dans
I’ordre initial les composantes de la solution x.

1.2.1 Interprétation matricielle de la méthode de Gauss

Supposons que 1’on puisse effectuer 1’élimination sans permutation des lignes et des colonnes.
Considérons alors les matrices

1 0 e e 0
0
G» = 1 . k=1,2,..,n—1
0 —8rkrik 1 0
0 —8nk 0 1
avec
(k)
ik .
8ik = (> Ppour i=k+1,...,n.
Dk

le systeme (1.3) peut se mettre sous la forme

Ak _ gk 40

ce qui donne

avece
A — [A<n>|b(n>}
Posons
U = AW
L = (G<"—1>.G<"—2).G("—3> ..... G(l))_]
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U (pour Upper) est une matrice triangulaire supérieure et L (pour Lower) est une matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité . Donc nous avons écrit A sous la forme : A = LU ou

1 1 1
1 0 -+ v o 0 051) aéz) (2) aég;
g 1 0 ay ay a,
(n—1) (n—1)
: : : : ann—ln—l ann—ln

nous sommes donc amenés a résoudre successivement les deux systémes triangulaires :

Ly = b « . (n)
{Ux _ ou y=»>b

1.3 Méthodes LU

La premiere phase de la méthode de Gauss consistait a transformer le systeme Ax = b en un
systeme triangulaire Ux = y avec U une matrice triangulaire supérieure. Supposons qu’aucune
permutation n’ait été effectuée, on peut alors montrer que U et y ont été obtenus a partir de A et b
en les multipliant par une méme matrice R triangulaire et inversible, c’est-a-dire

U=RA et y=Rb

onadonc A =R 'U.Etsionpose L=R 'et U =R, on peut donc dé composer A en un produit
de matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U. La méthode de
Gauss appartient donc a la classe des méthodes dites méthodes LU. Elles consistent a obtenir une
décomposition de la matrice A du type LU et a résoudre le systeme triangulaire Ly = b puis ensuite
le systeme triangulaire Ux =y (L et U étant supposées inversibles).

szb{z}Lszb@{ Ly = b
Ux =y
1.3.1 Décomposition LU

Définition 1.3.1 Une matrice A non singuliere, admet une factorisation triangulaire si il existe
une matrice L triangulaire inférieure et une matrice U triangulaire supérieure telles que :

A=LU

Théoreme 1.3.1 Soit le systéme linéaire Ax = b, si au cours de I’élimination de Gauss de la
matrice A, aucun pivot n’est nul alors il existe une matrice L triangulaire inférieure et une matrice
U triangulaire supérieure telles que :

A=LU

si de plus on impose /i = 1 alors la factorisation est unique.
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La matrice U s’obtient en appliquant la méthode de Gauss tandis que la matrice L s’écrit de la
maniere suivante :

1 0 0 0

by 1 0 0

L= 131 132 0 0
: 1 0

lnl ln2 o lnn—l 1

(k)
oupouri>lonaly= % Ainsi la matrice L est composée des facteurs multiplicatifs permettant
i
d’annuler les éléments sous le pivot. Comme il existe des problémes simples pour lesquelles
un des pivots est nul, le théoréme suivant permet d’étendre la factorisation LU a un cadre plus
général.

Théoreme 1.3.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A inversible puisse
se factoriser sous la forme A = LU est que det(Ag) # 0, Vk=1,2,..n— 1. OU Ay = (aij)i=12, k-
i=1.2 k

J=12,.

Démonstration. 1) Si A= LU, A, = LUy etsi A est inversible, detU = [T, u; = [T, a\” #0.
Donc det(A;) = det(L;). det(Uy) = det(Uy) = [T5, al(;) # 0. 2) Supposons que det(Ax) #0 Vk =
1,2,...,n—1. Cela est vrai en particulier pour k = 1, donc agll) = det(A;) et la premiere étape de

I’élimination de Gauss est possible. Par récurrence, si on a obtenu A®) pour k < n— 1

AR — g1 G- GE-3) 5 40

alors d«;t(A,((k)) = det(G,(ckfl))...det(G,((l))det(A(l)) = det(AN) #£0 A,((k) étant triangulaire on a
Hfle at(.l.’) =0 donc a,(!,? £ 0, donc la kK’ étape de 1’élimination est possible. On obtiendra finalement
A=LU. |

Théoreme 1.3.3 — méthode a pivot partiel. Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible,
alors il existe une matrice de permutation P telle que les pivots de PA soient non nuls. Ainsi il
existe deux matrices L et U telles que PA = LU.

R) lesysteme linéaire Ax = b est équivalent au systeme PAx = Pb et la résolution du systeme se
fait selon les étapes suivantes :

1. Construire U, L et P,

1. Calculer Pb,
2. Résoudre Ly = Pb (systeme triangulaire inférieur),
3. Résoudre Ux =y (systeme triangulaire supérieur).

1.4 Méthode de Cholesky

Certains systemes présentent des propriétés particulieres. Les matrices associées a ces systémes
peuvent étre symetriques, a bande, etc...L.a méthode de cholesky a pour but la résolution de systemes
linéaires pour lesquels la matrice associée est symétrique définie positive.
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Définition 1.4.1 — Matrice symétrique. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est
symétrique si on a

A=A
Définition 1.4.2 — Matrice définie positive. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que
A est définie positive si elle vérifie la condition suivante :

VxeR" et x#0, (Ax,x) >0

ot (.,.) désigne le produit scalaire dans R". C’est-a-dire :

n

<x7y> = inyie vxvy eR"
i=1

On définit la norme induite par :

1
[Ix[| = (x,x)2
Proposition 1.4.1 Si A est une matrice symétrique définie positive alors :
1. a; >0,
2. aij < a;ajj Vl'#j,
3. max; |ajk’ < max; |ajq| .

Théoreme 1.4.2 Sila matrice A est une matrice carrée définie positive alors elle est inversible.

Corollaire 1.4.3 Si la matrice A est une matrice carrée définie positive alors le systeme linéaire
Ax = b ou x,b € R" admet une solution et une seule.

Théoreme 1.4.4 Soit M une matrice carrée telle et non singuliere alors la matrice A = MM est
symétrique définie positive.

s Exemple 1.1 Soit
1 00
M=1|1 10
1 11
alors
1 11
A=MM =11 2 2
1 2 3
est définie positive. "

Factorisation de Cholesky

Théoreme 1.4.5 Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique définie positive, A peut alors se
décomposer et de maniere unique en

A=LL
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ou L est une matrice triangulaire inférieure avec des éléments diagonaux positifs.

Ainsi ce théoréme permet de déduire que la méthode de construction des matrices définies positives
engendre en fait ’ensemble des matrices symétriques définies positives. Si A est une matrice
symétrique définie positive alors le systé me Ax = b peut étre décomposé en LL'x = b et ce systéme
peut se résoudre en résolvant les systemes triangulaires :

Ly = b
L'x =y
Algorithme de décomposition de Cholesky
Soit A une matrice symétrique définie positive alors on a A = LL'. Pour résoudre le systeéme
Ax=0b (1.4)

le théoréme précédent nous permet d’écrire (1.4 ) sous la forme LL'x = b avec L une matrice
triangulaire inférieure inversible. On est donc amené a résoudre

Ly = b

L'x =y
Le probleme consiste donc a construire explicitement la matrice L = (/;;) triangulaire inférieure
telle que

A:LLI ou A= (a,-j)

ce qui équivaut a

J
ajj= Zlikljky Jj<i.

k=1
Soit :
apl an Aain i1 0 0 O I L - Ln
azr axn am | by by -+ 0 0 Ly - Iy
anl an2 ann ll’ll ln2 e lnn 0 0 cee lnn

en remarquant que a;; est le produit de la ligne i de L et la colonne j de L' alors on a :

Lilik = lLinliy +lnho + - 4+ linlin = lin 1y

n
ajl =

k=1

en particulier pour i =1, on a l;; = y/aj; (1 est bien positif). la connaissance de /1| permet de
construire la premiere colonne de la matrice L car :

ail

I =2
il lll

En raisonnant de la méme maniere pour la deuxiéme colonne de L ,on a :

n
ap = Y il = linl1 +1plo
—1

k=
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en prenant i = 2 alors az; = l%l + l%z. D’ou I’on tire

by =\/an —13,

ensuite on a :
ap — il )
lp="2_""12 i34 . .n
b
On peut généraliser la procédure au calcul de la colonne j en supposant que les (j — 1) colonnes
ont déja été calculé e. Ainsi :

n
al-j = Zlijllj:lijljl+lijlj2+"'+likljk+"'+linljj
k=1

et seul /;; et [;; ne sont pas connus. Si on pose i = j, on obtient :

et par conséquent

» |
aj =Yl . j = 2.n

lij = i>j

Ljj

p) Ladécomposition de A symétrique définie positive, sous la forme A = LL' est unique a une
matrice diagonale unité pres. C’est-a-dire si A = LL' = MM", alors M = DL avec D matrice
diagonale telle que d;; = +1.

p) Laméthode de Cholesky permet de calculer detA par

n
detA =[]
i=1
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1.5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 1.1 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

—3x1 —x2 = 5
—2x14+x+x3 = 0
2x1 —xp+4x3 = 15

1. En appliquant les formules de Cramer.
2. En triangularisant la matrice du systeme associée par la méthode de Gauss.

Exercice 1.2 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

21 +x3—5%3+x4 = 8
X1 — 3XQ — 6X4 = 9
2x) — X3+ 2x4 = -5
x1+4x—Tx34+6x4 = 0
En appliquant le principe de triangularisation de Gauss. n

Exercice 1.3 Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

X1+ 2x3 = 2
Sxy +4x3 =0
2x1+4xy)+14x3 = 5

1. Montrer que la matrice associée a ce systeme est définie positive.
2. Résoudre ce systeme en utilisant la méthode de Choleski.

Exercice 1.4 Soit les systemes d’équations linéaires suivants :

xX1+4x+x34+3x4 = 2

X1 +x+2x3 = 1 l—x _12_3x 3_x 4 — 9
5x1+5x = 3 et 2 3T

3xi+xp+x3 = =2 il == A A >

! 2 5T X1 —2x+5x3+x4 = —2

Effectuer la résolution en mettant, si cela est possible, la matrice associée a chacun de ces
deux systemes, sous forme d’un produit de deux matrices triangulaires de structures différentes.
|
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Introduction

Les méthodes directes de résolution de systemes linéaires fournissent une solution x au probleme
Ax = b en un nombre fini d’opérations. Si I’ordre n de la matrice A est élevé, le nombre d’opérations
est aussi élevé et de plus, le résultat obtenu n’est pas rigoureusement exact. Par ailleurs, il existe des
cas ou les structures du systeme linéaire ne sont pas tirés a profit par les méthodes directes. C’est par
exemple le cas des systemes ou la matrice A est tres creuse. C’est la raison pour laquelle, dans ce
cas , on préfere utiliser des méthodes itératives. L’ objectif d’une méthode itérative est de construire
une suite de vecteurs {x(k) } k=12 qui tend vers un vecteurx, solution exacte du probleme Ax = b.

Souvent, on part d’une approximation {x(o)} de X obtenue en général par une méthode directe.

Les méthodes itératives

L’ objectif est de résoudre un systeme du type Ax = b. Pour cela, nous allons décomposer la
matrice A en

A=M—-N
de sorte que M soit inversible. Ainsi, le systeme devient :
Mx=Nx+b

et nous chercherons par récurrence une suite de vecteurs x\) obtenu 2 partir d’un vecteur x©) et de
la relation

Mx*H) = Nx®) 4 p
c’est-a-dire
) = = INk®

Cette relation est une relation de récurrence du premier ordre. Nous pouvons en déduire une relation
reliant Ierreur e¥) = x®) — 52 ¢*—1) = k=1 _ 5.

MR —5) = N*D —x)

puisque M% = N3+ b et donc e®) = M~ 'Ne*=1 pour k = 1,2, ... Si on pose B =M~'N, nous
avons alors

o) _ Bo0)

La convergence de la suite x*) vers la solution X est donné par le proposition suivant :

Proposition 1.6.1 Le choix de la décomposition de A devra obéir aux regles suivantes :

Proposition 1.6.2 1. Le rayon spectral p(M~'N) doit étre strictement infé rieur a 1.

2. La résiolution de Mx™®) = Nx=1) 4 p doit étre simple et nécessiter le moins d’opéra-
tions possibles
3. Pour obtenir la meilleure convergence, p(M~'N) doit étre le plus petit possible.

On voit que la convergence dépend de la décomposition.
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Différentes décomposition de A

On écrit la matrice A sous la forme

A=D+E+F

avec D la matrice diagonale suivante :

ai; O 0
D— 0 ann 0
0 0 au

E— any 0 0
anl Q=1 O

et F' la matrice triangulaire supérieure

0 an - an
F = 0

0 e Gpe1n

0 --- 0 0

Nous obtiendrons donc la décomposition A = M — N a partir de diffé rents types de regroupement

de ces matrices D, E et F.

Méthode des approximations successives

Soit le systeme :

anxy+apxy+ ... + a1pXn
a) xy+axyxy+..... + aryx,

ou

En supposant

- b

= b,

Ax=0>b

aj; 75 O(l = 1,2,1’!)

On met le le systeme (1.7) sous la forme :

Xy = B] + 0ox + 03X3..... + O Xy
X2 = B2+ 01X + 03x3+ ... + O0nXy
Xn = Bn + Oy X1 + 02 X2 + ... + Opp—1Xn—1

ou B = &, 0 = —Z—’”’ pouri## jeta;j=0pouri=j(i,j=1,2,..n)

aij

(1.5)

(1.6)
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Soit
o Ui o Oy
O O -+ Oy
C =
01 Oy - Oy

et D= (Bi,Ba,....., Bx)" . Le systeme (1.6) est donc sous la forme x = D + Cx. Nous allons prendre
pour approximation initiale x© = D et nous construisons les matrices colonnes : x(!) = D +
Cx9, x® = D+ Cx(V etc... et en général x*+1) = D+ Cx®), (k=0,1,2,......). Si la suite des
approximations est convergente alors :

x = lim x®,
k—yoo

Cette limite est solution du systéme (1.6). Sous forme developpée les formules s’écrivent :
0
x§ )= Bi
W= By, atjxl
(0;;=0,i=1,2,....n0,k=0,1,2,......)

p) Ilestparfois commode de ramener le systeme (1.7) au type (1.6) de fagon a ne pas annuler
les coefficients o;.

m Exemple 1.2 L’équation :
1,02x; —0,15x, = 2,7
s’écrit :
x1=2,7—0,02x; +0, 15x,

En général, dans le cas du systeme :

On pose :

ai = a,(l-1> +d? . avec agil) #0 (i=1,2,.....n)

i

Le systéme est équivalent au systeme :

a?

N b; _ ii _ ajj . . L.
ouffi = s O = — iy, Oj = —a(—{) pouri# jet(i,j=1,2,...n). "
ii

ii ii

m Exemple 1.3 Résoudre par la méthode des approximations successives le systéme suivant :

4x1+0,24x, —0,08x; = 8
0,09x; +3x, — 0, 15x3 9
0,04x; —0,08x2 +4x3 = 20
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Le systéme se met sous la forme :

x 2 0,06x2 +0,02x3
X2 3—0,03x; +0,05x3
X3 5—0,01x; +0,02x,
Ou:
- 0 0,06 0,02\ /x|

2
X2 | = 31+ —0,03 0 0,05 X2
5 -0,01 0,02 0 X3

Nous prenons x(%) = D et nous construisons les matrices colonnes : x(!) = D+ Cx(® x?) =

D +Cx\D, ¢’est-a-dire : xgo) =2, x§0) =3, xgo) = 5. Les premieres approximations donnent :

AV = 2-0,06x3+40,02x5=1,92
A= 3-0,03x2+40,05x5=3,19

A = 5-0,01x2+40,02x3=5,04
A 2-0,06%3,194+0,02 x 5,04 = 1,9094
2 = 3-0,03x1,9240,05x% 5,04 = 3,1944

2
X = 5-0,00x1,9240,02x 3,19 =5,0446

) = 2-0,06x%3,1944+0,02 x 5,0446 = 1,9092
= 320,03 x1,9094+0,05 x 5,0446 = 3, 1949
) = 520,01 x1,9094 40,02 x 3, 1944 = 5,0447

1.6.4 Méthode de Seidel
C’est une modification de la méthode des approximations successives. Soit :

(0) (0) _(0) x’(10)

Choisissant arbitrairement x;, X5 ', X375 coevennne . En supposant que les k" approximations

xl(k), (i=1,2,.....n), sont connues, nous construisons d’apres Seidel les (k + 1)%™¢ approximations

de la solution d’apres les formules :

(4t = Bi+ X o
5= Bt + X ok
k1 —1 o, ket
= B et T o
1 1
L x]r(l—H = ﬁn + 21]1_21 anjx’;'—‘r + armxﬁ
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m Exemple 1.4 Résoudre par la méthode de Seidel, le systéme suivant :

10x1 + x5 + x3 = 12
2x14+10x +x3 = 13
2x1+2x+10x3 = 14
Le systeme se met sous la forme :
x1 = 1,2—-0,1x—0,1x3
X2 = 1,3—0,2)61—0,1)63
x3 = 1,4—-0,2x; —0,2x;
Ou:
X 1,2 0  —0,1 —0,1\ [x;
Xy | = 1,3 + —0,2 0 —0,1 X2
X3 1,4 0,2 —02 0 X3
Nous prenons xgo) =1,2, xéo) =0, xgo) =0, et nous construisons les matrices colonnes : x =
D+Cx0 x@ =p4cx........ , c’est-a-dire : xgo) =1,2, x§0) =0, xgo) = 0. Les premieres approxi-
mations donnent :
AV = 1,2-0,1x0-0,1x0=1,2
A= 1,3-02x1,2-0,1x0=1,06
A= 1,4-0,2x1,2-0,2%1,06=0,94
A = 1,2-0,1x1,06—0,1x0,94=0,999
= 1,3-0,2x0,999-0,1x0,94 = 1,005
AP = 1,4-0,2x0,999-0,2 x 1,005 = 0,999
(x?) = 1,2-0,1x1,005—0,1x0,999 = 0,999
&)= 1,3-0,2x0,999 0,1 x 1,005 = 0,999
) = 1,4-0,2x0,999—0,2 x 1,000 = 1,000
Y 1,2-0,1x1,000—0,1 % 1,000 = 1,000
Y = 1,3-0,2x1,000—0,1 x 1,000 = 1,000
Y= 1,4-0,2x1,000—0,2 x 1,000 = 1,000

La solution est donc :

x = (1,000; 1,000; 1,000)”

1.6.5 Meéthode de Jacobi
On pose

M=D et N=—(E+F)
ainsi, B=M"'N =D~ (—E — F), ce qui implique :
() = p Y —E-F)x® +D7 b
si on exprime cette relation en fonction des éléments de la matrice A nous avons :

n
N b
xl(k+1) -y @xgk) +=5, i=12,..n
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Méthode de Gauss-Seidel

Cette méthode utilise
M=D+FE et N=-F
D’ou
B=—(D+E)'F,
etalorsona:

XD = —(D4+E)'FxXW + (D+E) b

le calcul de I'inverse de (D + E) peut étre évité. Si on écrit (D + E) x**1) = —Fx* 1 b, on obtient
(k+1)
Z a; ]x ) Z a; jx
j=i+l1
d’ou
1 (= b
EHI) — Z ij Ekﬂ) — Z a,jxgk)ﬂ——l, i=1,2,...,n
dii i Qi ;=i aij

Méthode de relaxation

On donne un paramétre @ € ]0,2], appelé facteur de relaxation, et on pose

D _
M="4E e N= <1w>D—F
Q) w

et par conséquent

(D +E> XD = ((1_“’> D—F) O b
w w

xl(k“) =(1— xk +— ( Zaux(kJrl )y aijxﬁk) +bi> i=1,2,...n

dii j=it+1

d’ou

Comme on peut le constater, la méthode de Gauss-Seidel correspond a la méthode de relaxation
pour @ = 1.

Autrement dit la méthode de relaxation peut se résumer en ce qui suit : Nous considérons le
systeme :

anxi+apxy+ ... +apx, = b
a)ix1+axnxy+..... +ayx, = by (1.7)
A X1+ apxy+ ... +aumx, = by

ou
Ax=b>b
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Nous transformons ce systéme, en transposant les termes constants a gauche et en divisant la
premiere équation par —aj, la deuxieéme équation par —ay», etc.... Nous mettons le systéme (1.7)
sous la forme :

—x1 +b1pxo +13x3..... +bix,+c1 =0
byixi —x2+byxz+.....+bopx, =0

1.

........................... ~0 (1.8)
buixi +bpx+ ... +bpp—1Xn—1—%x, =0

oﬁbij:—%_{,pouri;éjetc,-:—%(i,j:1,2,...n)

Soit x = (x\*) x{¥ ¥ x\), I’approximation initiale de la soluti d
= (X775 X3 s ,Xn ), I’approximation initiale de la solution, en portant dans

le systeme (1.8), nous obtenons les restes :

REO) = +Z zbl,x O)
0

Rg) = cz—x2 —i—Zj lﬁézszx
0 .

Rl() = +Zl] 1,j#i ijx

RSZO) —_ Cn _xn _’_Zn lbn]x( )

(0) (0))

Si nous varions I’une des i 1nconnues (Jc,(c ) de (O, (© )) le reste correspondant R, diminue de (0y,
alors que tous les autres restes R (1 = k) augmentent de by 5;& )).

(1)
k °

pour avoir R,(Cl) =0et REI) = REO) + bik&g,?), i # k.

La méthode de relaxation consiste a annuler a chaque étape le reste maximal en module, en
modifiant la valeur de la composante d’approximation correspodante. Le processus s’ arréte lorsque
tous les restes du dernier systéme s’annulent.

Pour annuler le reste successif R, /, il suffit de donner a (x;(?)) I’accroissement (Bx(,? )) = R,(CO),

m Exemple 1.5 Résoudre par la méthode de relaxation, le systéme suivant :

10)61 —2)(2—2)63 = 6
—x1+10x, —2x3 = 7
—x1—xp+10x3 = 8

Soit xgo) = xéo) :xgo) =0,onadonc: REO) =0,6, Rgo) =0,7et Rgo) =0,8. Onpose: 5)53()) =0,8.
Ce qui nous donne :

RY = R”40,2x0,8=0,6+0,16=0,76
RY = RY40,2x0,8=0,7+0,16=0,86
Rgl) = Rgo)—0,8:0

Ensuite, on pose : 6,5(21 ) = 0,86. Ce que nous pouvons mettre sous la forme du tableau suivant :
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X1 R1 X2 R2 X3 R3
0 | 0,60 | 0 | 0,70 | 0 | 0,80
0,16 0,16 | 0,80 | —0,80

0,76 0,86 0

0,17 | 0,86 | -0,86 0,09

0,93 0 0,09

0,93 | —0,93 0,09 0,09
0 0,09 0,18
0,04 0,04 | 0,18 | —0,18

0,04 0,13 0

0,03 | 0,13 | —0,13 0,01

0,07 0 0,01

0,07 | —0,07 0,01 0,01
0 0,01 0,02
0 0 0,02 | —0,02

0 0,01 0

0 |0,01|-0,01 0

0 0 0

En additionnant les SX(Ik ). Pour (i=1,2,3)et (k=0,1,2,3,...). Nous obtenons la solution sous la
forme :

x1 = 040,93+0,07=1,00
X 0+0,86+0,13+0,01 = 1,00
x3 = 0+0,80+0,18+0,02=1,00

CONVERGENCE DES METHODES ITERATIVES

La convergence des méthodes itératives dépend fortement du rayon spectral de A, Nous étudions
d’abord les propriétés de certaines matrices et la localisation de leurs valeurs propres.

Définition 1.7.1 Soit A € .#,, ,(R) une matrice. On définit la norme matricielle induite a partir
de la norme vectorielle sur R" par

[[Ax]
%]

|A|| = max
£0

Proposition 1.7.1 Soit A et B deux matrices telles que leur multiplication soit compatible alors on
a:

IAB]| < ||A]l[|B]|

pour toute norme induite.

Théoreme 1.7.2 — Gerschgorin-Hadamard. Les valeurs propres de la matrice A appar-
tiennent a la reunion des n disques Dy pour k = 1,2,...,n du plan complexe (A € U}_, Dy ot Dy,
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appelé disque de Gerschgorin, est défini par :

|z —aw| < Z ‘akj|

1.7.1 Cas général
On considere une méthode itérative définie comme :

*©  donné
x(k+1) — Cx(k) +D

Théoreme 1.7.3 Soit A une matrice carré d’ordre n, pour que limy_...A* = 0, il faut et il suffit
que p(A) < 1.

Théoreme 1.7.4 Si il existe une norme induite telle que |C|| < 1 alors la méthode itérative
décrite ci-dessus est convergente quelque soit x(9) et elle converge vers la solution de :

(Id—C)x:D

Théoreme 1.7.5 Une condition nécessaire et suffisante de convergence de la méthode ci-dessus
est que :

p(C) <1

p) lacondition de convergence donn€e par le rayon spectral n’est pas dépendante de la norme
induite, cependant elle peut €tre utile car le calcul du rayon spectral peut étre difficile.

Cas des matrices a diagonale dominante
Définition 1.7.2 Une matrice est dite a diagonale dominante si :

n
Vil<i<n, l|ag> Y |ay]
=1

J#i

Théoreme 1.7.6 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors A est inversible
et en outre, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent.

Démonstration. si A est une matrice a diagonale strictement dominante, on montre que A est
inversible en démontrant que 0 n’est pas une valeur propre (c’est-a-dire KerA = 0). Posons B =
M~'N estsoit A et v tels que Bv = Av avec v # 0. Puisque 1’on s’intéresse a p (B) < 1, on s’intéresse
en fait a la plus grande valeur propre de plus grand module de B. Ainsi, on peut supposer que A # 0.
L’équation Bv = Av devient :

(M—iN)v:O

- Pour Jacobi ; I’équation devient :

11
<D+AE+AF>V:O
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soitC:D—i-%E—i-%F. si |[A| > 1, on aurait :

n n g n
leil = laal > Y. Jaig| = 3 |77 = X fei]
= ~
J#

j=1 =1
J# J#i

donc C serait a diagonale strictement dominante et par conséquent inversible. C inversible implique
que Cv =0 donc v =0. Or v # 0, d’ou la contradiction et donc on a bien |A| < 1. - Pour Gauss-
Seidel ; I’équation devient :

<D+E+;1LF>V:O

en posant encore C =D+ E + %F . et en supposant |A| > 1, on aurait :

a;
|cii| = |aii] > Z }a”‘ > Z lj ‘c,j|
j<l1 j>1 ]
]#l ]#1
et on obtient le méme type de contradiction. |

Cas des matrices symétriques définies positives

Théoreme 1.7.7 Si A est une matrice symétrique définie positive, alors les mé thodes de Gauss-
Seidel et de relaxation pour (@ € |0,2[) convergent.

La convergence de la méthode est d’autant plus rapide que p(M~!'N) est petit. Or cette matrice
B = M~'N dépend de ®. Une étude théorique des valeurs propres de B montre que I’allure de
la courbe p(B) en fonction de B est décroissante entre 0 et @, et croissante entre @, et 2. Par
ailleurs, on a toujours 1 < @,,; < 2. On a donc intérét a choisir @ le plus proche possible de @, .

La méthode de correction
Soit le vecteur reste en x défini comme :

r(x) =b—Ax

et {r®} le reste en {x(¥}. On appelle également I'erreur en k le vecteur

ce qui signifie que e(?) est la solution du systéme Ax = —r(?) et théoriquement, on a & = x(?) — ¢(0).
Pratiquement, en appliquant au systeme Ax = —r(®) la méthode directe qui nous a fourni x(¥), on
n’obtient pas directement ¢(*), mais une approximation y(©) de (9. Si on pose x(!) = x(0) —y(0)
x1) est une nouvelle approximation de &, en itérant les calculs précédents, on obtient :

A =AY —x) =AMy —p = -

la résolution du systtme Ax = —r(!) donnera une approximation y(!) de e(!), et une nouvelle
approximation x@ de x:

2 Z () () Z (0 _y(0) ()
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Ces calculs peuvent étre itérer autant de fois que nécessaire, pour s’arréter lorsque le reste est
suffisament petit. A la k™ itération, les relations suivantes sont vérifiées pour y*~1) approximation
de k=)

k—1

i=0

avec y!) une approximation de ¢, solution de Ax = —r() et i = 0,1,2,...,k — 1. Si nous nous
arrétons lorsque k = N, il est nécessaire de ré soudre N + 1 systemes linéaires : d’abord Ax = b,
pour obtenir x(¥) puis Ax = —r) et i =0,1,2,...,N — 1 afin d’obtenir y). Une fois la matrice A
décomposée (en LU ou Cholesky), il s’agit donc de résoudre les systemes LUx = —r() ot —r) a
été calculé par la relation () = b — Ax(®).
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1.8 SERIE D’EXERCICES

Exercice 1.5 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x1 —2xp —2x3 = 6
—X1+IOXQ—2)C3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par 1a méthode des approximations successives. Arréter les calculs des que :

’xl(kﬂ) — xl(k) ’ <1072

Exercice 1.6 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10)61 — 2)62 — ZX3 = 6
—x1+10x, —2x3 = 7
—x1—xp+10x3 = 8

Par la méthode de Seidel. Arréter les calculs deés que :

‘xl(kﬂ) —xl(k)) <1072

Exercice 1.7 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x1 —2)@—2)63 = 6
—x1+10xp —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par 1a méthode de relaxation. Faire les calculs avec deux décimales.

Exercice 1.8 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :
Y q

10x1 +x04+x3 = 12
2x1+10x+x3 = 13
2x1+2x+10x3 = 14

Par la méthode de relaxation. Faire les calculs avec quatre décimales.
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2.1 RESOLUTION DES EQUATIONS NON-LINEAIRES

Ce chapitre est consacré a quelques méthodes numériques de résolution des équations du type :

flx)=0 @.1)

ou I’application : f : [a,b] C R —— R est supposée suffisamment réguliere (continue et dérivable)
sur I'intervalle [a,b].

C’est-a-dire que nous allons approcher les racines de cette équation (2.1) sur [a,b] .

L’équation (2.1) represente une multitude de problemes (équations algebriques (ol f est un
polyndme), trigonométriques, exponentielles... ).

Le probléme revient donc a trouver x vérifiant f(x) = 0 sans qu’on puisse déterminer x explici-
tement.

Une équation du type (2.1) recouvre beaucoup d’applications.

Comme exemples :

1. On veut déterminer le volume V d’un gaz a une temperature 7' et une pression P. L’ équation
d’état qui lie V,T et P est la suivante :

P+ OC(‘E/)Z)(V—nB) — knT

ol a et B sont des coefficients qui dépendent de la nature du gaz, n le nombre de molécules
contenues dans le volume V et k représente la constante de Boltzman. I1 est nécessaire donc
de résoudre une équation non linéaire ol I’'inconnue est V. Ce qui revient a trouver les racines
de la fonction

n

V)z)(V—nﬁ) —knT

f(V)=(P+af

11 s’agit donc de résoudre une équation non linéaire dont on n’est pas capable de trouver une
solution exacte.
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2. Le lancement d’un projectile. Sa trajectoire est décrite (par la loi de Newton), par une fonction
t+— x(t) = (x1(¢),x2(¢)) qui doit satisfaire une équation du type

X=F(t,%,x).

N e 2 Py . . . . . < .
Ou i = % est ’acceleration et X = ‘;—f la vitesse du projectile. Chercher par exemple a savoir

a quel moment le projectile retombe sur le sol revient a résoudre :
pY) (t ) =0.

Ainsi, si on dispose d’une méthode numérique pour estimer x(¢), on pourra utiliser les
méthodes de ce chapitre pour résoudre

)Q(t) =0.

Puisqu’en général la solution d’une équation f(x) = 0 ne s’exprime pas par une formule, on

ne peut esperer trouver une solution exacte en un nombre fini d’étapes. Nous allons donc
approcher les solutions avec une précision aussi bonne qu’on le souhaite.

Mathématiquement, cela signifie qu’on a une suite (x,),cn de solutions approchées , ¢’est-a-dire
telle que x,, — x* ol x* est une racine de : f(x*) = 0.

Avoir des méthodes pour obtenir des solutions de f(x) = 0 de maniére approchée est intéressant
mais, si on veut les appliquer a des problemes réels, le temps qu’il faudra attendre pour obtenir la
réponse est important.

Par exemple, en ce qui concerne le projectile heurtant le sol, le coiit de calcul de x(¢) peut étre
relativement élevé et on voudrait donc que la méthode de résolution de x;(¢) = 0 converge en aussi
peu d’étapes que possible. En effet, le résultat de ce calcul est peut-€tre utilisé pour prendre des
décisions quant a la trajectoire ultérieure du projectile.

Cette vitesse de convergence s exprime ici par le gain de précision qu’on gagne en passant de
Xp A Xp+1-

On s’interesse d’abord aux méthodes de séparation des racines. Il s’agit de determiner des
intervalles [a;,b;] a I'interieur desquels f(x) admet une racine et une seule.

Cette séparation des racines s’effectue en général :

1. Soit sur le graphe de la fonction y = f(x).

2. Soit les graphes de y; = fi(x) et yo = f>(x), si on peut mettre f(x) = 0 sous la forme
Si(x) = fa(x) = 0.

3. Soit en se basant sur le théoreme suivant :

Théoreme 2.1.1 Pour a et b donnés :
— Si f(a).f(b) <0 alors f admet au moins une racine dans [a,b] si de plus f(x) # 0 quelque
soit x € [a,b] , 1a racine est unique.
— Si f(a).f(b) >0 alors f n’admet pas de racine dans [a,b] ou f(x) admet un nombre pair
de racines dans [a, b].

Apres avoir isolé une racine dans [a,b] , on peut en obtenir une approximation a 1’aide de
plusieurs méthodes numériques.
Nous allons décrire quelques unes de ces méthodes ci-dessous.
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2.2 METHODE DE BISSECTION OU DE DICHOTOMIE

Cette méthode permet a la fois de montrer I’existence d’une racine d’une fonction f : [a,b] — R
et de I’estimer numériquement.

L’idée est : si f est continue et change de signe sur [a,b], f s’annule en un certain point de
[a,b].

Définition 2.2.1 Choisissons un point quelconque xg € |a, b].

1- Si f(x0) = 0, xp est la racine et on a fini.

Sinon, supposons par exemple que f(a) < 0et f(b) > 0.

Soit xp milieu de [a,b] , la racine x* supposée existante se trouve dans ’'un des deux
intervalles [a,xo] , [xo,b] , pour savoir lequel, on regarde les conditions du théoréme ci-dessus.

2- Si f(xp) < 0, alors il y a une racine dans |xo,b[. On pose dans ce cas a; =x¢, b; =b

3- Sinon, f(xp) > 0 et il doit y avoir une racine dans |a,xo[. On pose a; = a , b; = xp. On
recommence la procédure en choisissant x| dans [aj,b;] et ainsi de suite, ce qui donne une

suite décroissante d’intervalles [a,,b,] avec xo = <52 , x| ’“—erb‘ e Xy = “”;—b" contenant
chacun une racine. Et qui verifient :
b—a
la—x,| < <2n+1 (2.2)

p ) L'équation (2.4) permet d’estimer le nombre d’itérations nécessaires pour approcher x* avec
une précision donnée € .

En effet, si on veut savoir a partir de quel n on a |x, —x*| < €, il suffit de chercher  tel que
(1/2")|b—a| < €. C’est-a-dire n > log,(|b—a|/&) ou & dénote le plus petit entier supérieur
ouégalac.

Pour que a, et b, soient de bonnes approximations d’une racine x* : a, < x* < b, et @, —
x*,b, — x*. 1l faut que la longueur de 'intervalle [a,,b,] tende vers 0.
Le théoreme donnant le résultat s’énonce comme suit :

Theoreme 2.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Si f(a).f(b) < 0, la fonction f
posséde au moins une racine dans |a, b[. De plus, si on définit par récurrence [ag,bo| = [a, D],

1 [@n,xn] si flan)f(xn) <0,
Xp = E(an _'_bn) et [an-i-l:bn-‘rl] = [xnvxn] = {xn} si f(xn) = 07 (2.3)
[%0, bn] si f(xn)f(bn) <O,

les trois suites (ay), (b,) et (x,) convergent linéairement vers la méme limite x* avec f(x*) = 0.

Démonstration. On suppose f(a) < 0 et f(b) > 0. Sinon on remplace f par —f .

Montrons par récurrence que [a,, b,| est bien défini et que f (a,) f (b,) < 0 sauf si a, = b,
dans ce cas f(a,) = f(bn) = 0.

- Le cas n = 0 est trivial.

Supposons que la formule soit vraie pour n et montrons la pour n+ 1.

Soit a, = b, sont racines et alors a,.+| = b,1 = a, sont aussi racines. Soit a, # b, et
f(an).f(by) <0, ce qui implique que

- si f(aVl)f(xn) <Oou f(xn)f(bn) <0, an1 7é bn—H et f(an+1)f(bn+1) <03
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- sinon, f(ay).f(x,) > 0et f(x,).f(b,) > 0d ol on déduit que f(x,) =0 et que ayy; = byt =
Xy sont des racines de f .
il est facile de constater que :

1
Vn € N, [ans1,bn+1] C an,by] et |bpy1 —ant1| < E‘bn_an’-

Cela implique que la suite (x,) est de Cauchy.
Soit £ > 0. Comme 5- — 0, il existe alors ng € N tel que n > ng = (1/2n)|by —ap| < € .
Pour les m > n > ng, on a x,, € [ay,by] C [an,by] et alors

1 1
‘xm_xn| < |bn_an‘ < §|bn—1 _an—l‘ <..< ?|a0_b0‘ <e&

La suite (x,) est donc bien de Cauchy.

Par conséquent, il existe un x* € [a,b] tel que x,, — x*.

En outre, comme |x, — a,| < |b, — an| —n—e0 1o €t |by — X4| < |by — an| —n—e 1o, il est facile
de montrer que (a,) et (b,) convergent aussi vers x*. Puisque f(a,)f(b,) < 0 pour tout n, on en
déduit en passant 2 la limite sur z et en utilisant la continuité de f que f(x*)? <0, c’est-a-dire

f(x)=0.

Nous avons montré que f posséde une racine (x*) et que les suites (ay), (by) et (x,) convergent
toutes trois vers x* .

Cette convergence est linéaire. Nous allons le voir pour (x,), (il en est de méme pour (a,) et

(bn))-

Comme (xp)m>n C [an, by] et que x,, — x*, on a x € [a,,b,]. En conséquence
. 1
|xn_-x ’§|bn_an|§?’b0_a0| (2.4)

o c=1/2€0,1]. m

2.3 METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (du type x,,| = F(x,))

L’équation (2.1) peut toujours se mettre sous la forme
x=F(x) (2.5)

11 suffit par exemple de poser : F(x) =x+ f(x).

Définition 2.3.1 Soit F : R — R une fonction numérique.
Si x € R est tel que F(x) = x, on dit que x est un point fixe de F.

Apres avoir isolé une racine dans ’intervalle [a,b], on peut utiliser la proposition suivante
pour 1’approcher :

Proposition 2.3.1 : Soit F : [a,b] C R — [a,b] C R une fonction Lipschitzienne de rapport k avec
0 < k <1 (on dit dans ce cas, strictement contractante). C’est-a-dire :

v,y € [a, bl | Fx) = F(y) [< kpe— ] (2.6)
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Afors Ta suite définie par :

Xn+1 = F(xn)’vxo € [aab] (27)
converge vers la racine x* quand » tend vers 1’ infini.
De plus on a I’estimation de I’erreur comme suit :

n
*
Xp— x| < x| — X 2.8
R A (2.8)

Remarques :

p) Lacondition strictement contractante peut €tre remplacée par :

IF'(x)| < 1,Vx € [a, D] (2.9)

p) Si0<F'(x) <1,lasuite (x,) converge vers x* de fagon monotone.

p) Si—1<F'(x) <0, lasuite (x,) converge vers x* alternativement par excés et par defaut.

p) Si|F'(x)| > 1, la suite (x,) diverge.

p) Lécriture de I’équation (2.1) sous une forme (2.5) quelconque n’est pas unique et ne donne
pas toujours une méthode convergente, en effet :

Si on cherche la racine de tanx —x =0 pour 7 < x < 37” , on écrit soit :
1. x =tanx c’est-a-dire :

Fi(x) =tanx
2. soit x = m + arctanx ¢’est-a-dire :
F>(x) = w+arctanx

On obtient :

1

BO=1e

et |[F;(x)| < 1, la méthode converge. Mais Fy (x) = 1 +tan®x et | F{ (x)| > 1, la méthode
diverge.

p) Sion cherche les deux racines de I’équation ¥ —6x+8=0 qui sont x; =2 etx; =4, on
peut écrire :

1. Soit
_ x*+8
6

c’est-a-dire :

_x2+8
6

F] (x)
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2. Ou bien
x=vV6x—8

c’est-a-dire :

Fy(x) =vV6x—38
On obtient :
Fl(x) = %x
donc
|F{(x)| < 1, seulement si |x| < 3 (2.10)
et
= 65 =8
donc
|F5(x)| < 1, seulement si x > % .11)

Pour I’équation x = Fj (x) on prendra I’intervalle [0;3] ce qui donnera la racine x* = 2, et pour
I’équation x = F>(x) on prendra I’intervalle [3;5] ce qui donnera la racine x* = 4.

2.4 METHODE DU TYPE x,,. | = x, — L&)

8(xn)
On peut écrire ces algorithmes sous la forme (2.5) avec : F(x) = g(—)
Donc si |F'(x)| < 1,Vx € [a,b] ce qui veut dire : |1 — % '(x)] <1, le schéma :

Xptl = Xp — ]gc g:; converge vers la solution x* de (2.1) pour xy convenablement choisi.

2.4.1 Méthode de la sécante
Soit ¢ un point de [a,b] tel que f(c) # 0. On choisit un point initial x tel que f(xo).f(c) <O.
La corde (ou sécante) joignant les points M, = (c, f(c)) et My, = (xo, f(x0)) coupe I’axe des x en
un point dont 1’abscisse est notée x;. Et on recommence la procédure avec M, et M} = (x1, f(x1)) .
Et ainsi de suite.
On obtient une suite (x,) définie par :

Xl = Xy — f(xnf)(x%(xn—c) = F(x,).

La convergence vers la solution x* de (2.1) est assurée par un choix convenable de ¢ tel que
|[F'(x)| < 1 dans un voisinage contenant les points (x,) d’itération.

p) Sif”(x) >0 sur [a,b] , alors si le point ¢ est tel que f(c) > 0, la suite (x,) est monotone
convergente vers la solution x*, par exces si f’(x) < 0 sur [a,b], par défaut si f(x) > 0 sur
[a,b].

Si f”(x) > 0 sur [a,b] , alors si le point ¢ est tel que f(c) < 0, la suite (x,) est monotone
convergente vers la solution x*, par excés si f’(x) > 0 sur [a,b], par défaut si f(x) <0 sur
[a,b].
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Méthode de la fausse position ou de Régula-falsi
On peut améliorer la convergence de la méthode de la bissection en s’inspirant de la méthode
de dichotomie. L’idée est, au lieu de prendre pour x, le point milieu de [a,,by), il vaudrait peut-étre
mieux choisir x,, comme I’intersection du segment de droite joignant (a,, f(a,)) et (b,, f(b,)) avec
I’axe des "x” : R x {0}.
Cela donne la formule :
by — ay

f(bn) — f(an)

On peut espérer ainsi que x, converge plus vite vers x* . Le désavantage de ce choix est que nous
aurons besoin de plus d’hypotheses sur f pour montrer cette convergence.

flan).

Xn = ap —

Théoreme 2.4.1 Soit f € C([a,b]; R)NC!(Ja,b[;R) une fonction convexe ou concave et f(a)f(b
0. Définissons ay,b,, x, par la récurrence suivante : ayp = a,byg = b et

_ b, —a, f( ) [ b ] . { [anaxn] si f(an)f(xn) <0,
=T ) — flan) AP = [ ba] si f(x) f(ba) <O,
(2.12)

Alors, soit il existe un 7 tel que f(x,) = 0, soit x, est bien défini pour tout n et x, converge a
I’ordre 1 vers x* o x* est I’'unique racine de f dans [a,b].

Cette méthode dite de Regula -Falsi converge dans les mémes conditions que la méthode de la
sécante et en général plus vite.

Méthode de la tangente ou Méthode de Newton

Soit xo un point de [a,b] . La tangente a la courbe y = f(x) au point My = (xo, f(x0)) coupe
I’axe des x en un point d’abscisses x;. En itérant le procédé, on obtient une suite d’abscisses (x;,)
définie par :

f(xn)

Xnt+1 = Xn — ()
n

La méthode de Newton peut étre vue comme un cas limite de la méthode de la sécante ou les
deux points x,_; et x, sont tellement proches que (f(x,) — f(x,—1))/(x» —xn—1) se confond avec
f'(x,). Ainsi on obtiendra x,,; | & partir de x, en regardant I’intersection de la tangente f au point
X, avec I’axe des x. Comme cette tangente est constituée de I’ensemble des points (x,y) tels que
y = f(xn) + f'(x4)(x — x,) et que le point recherché est du type (x,+1,0). Au voisinage de la racine,

N

cette méthode converge plus vite que la méthode de la sécante. et x, — x* a ’ordre 2.

= F(x,)

La condition |F’(x)| < 1 dans un voisinage contenant les points (x,) d’itération est en général
satisfaite car :

SO)-f"(x")
(f"(x)?
Posons dans le voisinage contenant les points (x,) d’itération, M=sup | /" (x*)| et m=inf | f’(x*)|.
La formule de Taylor dans ce voisinage contenant les points (x,,) d’itération donne I’estimation de
I’erreur pour une itération

F'(x*) = =0

M
i ='| < = 1 =
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Ce qui donne

M 2"—1
|, —x*| < <> |xp — x* 2
m

p) Lorsque la méthode converge, suivant le signe de f”(x) , nous avons :
1. f"(x) >0, si f'(x) > 0 sur [a,b] (respectivement f'(x) < 0 ), alors la suite (x,) est
monotone convergente vers la solution x*, par exces (respectivement par défaut ).
2. f"(x) <0, si f/(x) <0 sur [a,b] (respectivement f/(x) >0 ), alors la suite (x,) est
monotone convergente vers la solution x*, par exces (respectivement par défaut ).

1. Quelques faiblesses de la méthode de Newton lorsqu’on travaille sur de trop grands
voisinages de la racine x* .

Soit f:[—m/2,m/2] — R : x — sinx. Cette fonction posséde une racine simple unique :
x*=0.
La méthode de Newton s’écrit :

X0 €[-m/2,m/2], Xpi1 = X, — tanx,, n>0

Choisissons xo = o ol & est la racine strictement positive de tanx = 2x.
Dans ce cas,

X] =xp—tanxg =0 —20 = —
et
Xy =x]—tanx; = —@ —tan(—a) = —a+tana = —a + 20 = «.

On est revenu a xg. !
Ensuite le processus recommence :

X3 =—-0Q0, Xx34=0, X5=—0,...

La suite (x,)nen alterne donc entre o et —a.

On dit que c’est une orbite périodique de période 2 ou un cycle d’ordre deux. En
conséquence (x,) ne converge pas vers 0. Cela met en évidence qu’on doit partir
suffisament pres de la racine afin d’assurer la convergence de la méthode.

Ici on peut montrer que, si |xo| < ¢, alors x, — 0 = x*.

2. La méthode de Newton n’est pas nécessairement plus performante que les autres
méthodes si on est trop loin de la racine. Il est donc important de determiner un
intervalle [a,b], contenant la racine x*, le plus petit possible, de maniére a ce que x
soit le plus proche possible de x* . Sinon I’algorithme peut converger vers une autre
racine ou méme diverger.

2.5 METHODE DU POINT FIXE

Si on regarde la méthode de Newton d’un point de vue abstrait, on voit qu’on obtient x, 1 a
partir de x,, en évaluant toujours la méme expression. Plus précisément, on a x,+; = F(x,) avec
F(x)=x—f(x)/f'(x). Six, — x*, on déduit immédiatement de la continuité de F que x* = F (x*).
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On dit alors que x* est un point fixe de F. Or, il se fait que les points fixes de F' correspondent aux
racines simples de f .

Nous disposons maintenant d’un cadre pour rechercher de nouveaux algorithmes.

En effet, a toute fonction F dont les points fixes correspondent aux solutions du probleme, on
peut associer un schéma récursif x, 11 = F(x,).

Quelles sont donc les propriétés que F doit posséder pour €tre intéressante ? C’est-a-dire :

1. On doit avoir (x,) convergente et sa limite x* sera alors un point fixe de F;
2. Et (x,) doit tendre vers x*aussi vite que possible et I’ordre de convergence doit &tre aussi
élevé que possible.

Théoreme 2.5.1 Soit F : [a,b] — |a,b] une fonction. On suppose qu’il existe une constante
K € [0,1] telle que

Vx,y € [a,b], [F(x) = F()| < Klx—yl. (2.13)

Alors, F posséde un unique point fixe x* € [a, b] et pour tout xy € [a, b], 1a suite (x,)nen O définie
par x,+1 = F(x,) converge vers x* .

p) Une fonction qui satisfait (2.13) pour K € [0,+oo| est dite lipchitzienne. Lorsque K < 1, on
dit que F est une contraction.

p) Le plus petit K qui satisfait (2.13) (Ie K optimal) est appel€ la constante de Lipschitz de la
fonction F et se note Lip(F). Ainsi

F)—FO)|

|(x) - (y)|Lip(F) = Lip[a,b] (F) = SUDy ye[a,blxty |x _y|

p) Les fonctions qui satisfont (2.13) sont continues. L’inverse n’est pas vrai.

p) SiF €C'(Ja,b[;R), on peut montrer grace au théoréme de la moyenne que
Lip(F) = Supx]a,b[|F(x)|'

En conséquence, F' sera une contraction si et seulement si sup,cjq(|F'(x)| < 1. Si de plus

F est dérivable en a et b, il découle de la compacité de [a,b] que F est une contraction si et
seulement si, pour toutx € [a,b], |F'(x)] < 1.

p) Du point de vue de I’existence, I'intérét de ce théoreme est qu’il est valable en dimension
supérieure a 1. En effet, en dimension 1, la continuité suffit. Notons cependant que, dans ce
cas, la convergence des suites (x,) n’est pas assurée et en fait n’a pas nécessairement lieu.
Leur comportement peut d’ailleurs étre fort complexe .

Le théoréme (2.5.1) donne un critére pour la convergence des suites sur un intervalle [a,b].Et on
peut I’appliquer au voisinage d’un point fixe. On en conclut que pour tout xg € I¢, la suite (x,),en
définie par x,,+1 = F(x,) converge bien vers x* .
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Si |[F'(x*)| < 1, les suites qui entrent dans un petit voisinage de x* convergent vers x* . On
dit que x* est un point fixe attractif.

Si |[F'(x*)| > 1, méme si une suite entre dans un petit voisinage de x* , elle est forcée d’en
ressortir. On dit de x* que c’est un point fixe répulsif.

Si |[F'(x*)| = 1, on ne peut rien dire Les deux situations ci-dessus peuvent se produire. Ou
aucune d’elles. Cependant on peut penser |[F’(x*)| = 1 comme une transition entre
|F'(x*)| < 1et|F'(x*)] > 1, c’est a dire entre un point fixe qui était attractif et devient
répulsif. De telles situations sont communes et, typiquement, lorsque |F’(x*)| = 1, une
bifurcation a lieu.

Nous avons examiné la convergence — ou non — des suites vers un point fixe. Nous voudrions
aussi connaitre la vitesse de convergence de x, vers x* . Globalement, le théor¢me (2.5.1) ne nous
offre qu’une convergence linéaire. En effet, I’équation (2.13) implique

it =] = [F(5,) = F(x")] < KJx, .

Lorsqu’on est suffisamment proche du point fixe x*, la méthode de Newton est quadratique. En
faisant un développement deTaylor avec reste de F au point x*. On écrit

(k=1) (y*
P) = P+ F) ) oo B it

F'W()

0 (x_x*)k

Et nous avons le théoréeme suivant :

Théoreme 2.5.2 Sous les hypothéses du théoréme (2.5.1), si de plus on a F € C*(Ja,b[;R) et
F'(x*) =0,...,F*&1(x*) = 0, alors (x,) converge vers x* 2 ’ordre k. Plus précisément, on a
’xn-&-l _X*’ S C’xn _X*|k

ol ¢ > |kF®) (x*)| /k! peut étre choisi arbitrairement proche de |[F®) (x*)|/k!.
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2.6 SERIE D’EXERCICES

Exercice 2.1 Montrer en utilisant la propriété de valeur intermédiaire que toute fonction
continue f : [a,b] — [a,b] posseéde au moins un point fixe. n
Exercice 2.2 Utiliser 1’algorithme de dichotomie pour calculer a 0.01 pres la racine de :

f(x) =e€"sinx—1

dans Pintervalle [0, 7/2].

Exercice 2.3 En utilisant une méthode de convergence de la forme x,+; = F(x,), trouver la
racine 2 0.01 pres de :

fx)=x"—1=0

dans lintervalle [1/2,1]. .

1. Montrer que f(x) = 0 admet une racine réelle unique x* €]0, 1[.
2. Déterminer par la méthode de dichotomie, une approximation de x* a2 10~! prés en
utilisant le test d’arrét |x,+ —x,| < €. Comparer le nombre d’itérations effectif pour avoir

At log (24
cette précision avec le nombre N = (%) =

3. Effectuer deux itérations avec la méthode de Newton en partant de xo = 1.

Exercice 2.5 En utilisant la méthode de Newton, chercher la racine a 0.001 pres de I’équation :
fx)=x*+2+2x—1=0

dans lintervalle [0, 1]. .

Exercice 2.6 Trouver par la méthode de Newton, la racine positive minimale de 1’équation :
tanx = x

0.0001 pres. =

Exercice 2.7 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x) =x> =3 —x+3

2. Existent-t-ils des racines multiples ?

‘ Exercice 2.4 On considere la fonction f définie par f(x) =x*+x—1,x € R.
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Exercice 2.8 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x) =x> =52 +7x—3

2. Existent-t-ils des racines multiples ?

Exercice 2.9 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x) =x*—x> =32+ 5x—2

2. Existent-t-ils des racines multiples ?

Exercice 2.10 Résoudre graphiquement I’équation cubique :

X —1.75x+0.75=0

matrice suivante :
1 2 3
2 41
31 2

2. Localiser les différentes valeurs propres.
3. Donner, par la méthode de Newton, une estimation de la valeur propre négative a 0.001
pres.

Exercice 2.12 On considere la fonction f(x) = 4+ 8x* —x*.

1. Combien f possede-t-elle de racines ? Si on décide d’utiliser la méthode de bissection,
quelles sont les paires de points initiaux qu’on peut choisir pour obtenir chacune des
racines ?

2. Si on opte pour la méthode de Newton, donner des intervalles autour de chacune des
racines sur lesquels la méthode de Newton converge.

Exercice 2.13 L’équation x> 4 4x? — 10 = 0 peut se réécrire sous la forme d’un point fixe des
trois fagons suivantes :

10 —x3
4
10
X2 +4x
10
x+4

x o= @x)=

x = @)=

= ¢ =

| Exercice 2.11 1. Trouver par la méthode de Krylov, le polyndme caractéristique de la
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1. Montrer que I’équation ci-dessus possede une unique racine (qui est positive) et donc que
¢;, i =1,2,3, possedent un seul point fixe.

2. Calculer les dix premiéres itérées des suites (x,) définies par x,+1 = @;(x,) et xo = 1 pour
i=1,2,3. Qu’en déduire ?

3. Tracer les graphes des fonctions ¢;. Comment les comportements observés ci-dessus se
voient-ils sur ces graphiques ? Observer également la vitesse de convergence.

Exercice 2.14 En mécanique céleste, le calcul des positions planétaires donne lieu a I’équation
de Képler :

m = x — Esin(x)

ou nous allons considérer les valeurs m = 0,8 et E = 0, 2. Utilisez la méthode du point fixe pour
résoudre cette équation en partant des valeurs initiales xo = 1, 0 et —1 respectivement. u
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RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS NON-LINEAIRES

Résolution d’une équation algebrique
Soit
n+1 )
Px(x) = alxn + azxnil —I—(l3xn72 4+ +apx+an+1 = Z Ll,‘XVH»lil
i=1

un polyndme de degré inferieur ou égal a n.
On suppose que tous les coefficients a; sont réels.
11 existe différentes méthodes pour chercher les racines de ce polyndme, c’est a dire chercher x

qui vérifie
P(x)=0

Nous allons donner quelques méthodes qui nous permettront de chercher les racines réels
supposées existantes de ce polyndme.

Propriétés sur les racines d’un polynéme

SiX1,X2,X3, .. X, sont les n racines de P,(x) = 0, on a les propriétés suivantes qui sont
vérifiées (d’apres le théoreme de d’ Alermbert).

n . — _%
i=1%i = al
n—1, (yn . — . — 43
Zi:] ‘xl(Zj:i-‘r]xl) - Z]§i1<i2§n'xll-xlz -
Yi<iici P nXi Xiyeeoo i) (X, (—1)p it
1<ij<ip<..<ip<nAiptig:--- ip—17Vip a
— nAantl1
X1X2.es Xpn—1Xp = (—1) o

En posant Sy = ¥, x*, on obtient les relations dites de Newton :

a8 +ax = 0
a8, 4+ arS1 + 2a; = 0
a1S,+arS,—1+...... +a,S1+nay = 0

Théoréme de Sturm

Le théoreme de Sturm permet de calculer le nombre de racines réelles distinctes d’un polyndme
dans un intervalle donné.

Suite de Sturm

On se donne un polynéme P = x" 4 a,_1x"~! + ... 4 ajx + ay. La suite de Sturm (ou chaine de
Sturm a partir du polyndme P) est une suite finie de polyndmes Fy, P, ..., Py. Elle est construite par
récurrence :

P() =P 5

Py = Pr1, ot Plest la dérivée de P, c’est-a-dire le polynome P/ = nx" ' + ... +ay ;

Pour i > 2, P; est I’opposée du reste de la division de P,_, par P,_;.

La construction s’arréte au dernier polyndme non nul.

Pour obtenir cette suite, on calcule les restes intermédiaires que 1’on obtient en appliquant
I’algorithme d’Euclide a Py et sa dérivée P; :
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(B = PO P
P = P,Or —Ps
Pm72 — melmel_Pm
Pm—l == PQO

Si P possede uniquement des racines distinctes, le dernier terme est une constante non nulle. Si
ce terme est nul, P admet des racines multiples, et on peut dans ce cas appliquer le théoréeme de
Sturm en utilisant la suite Ty, 11, ..., T,,—1, 1 que I’on obtient en divisant les Py, P>, ..., P,—1 par P,,.

Et le nombre de racines réelles de P,(x) = 0 supposées distinctes est donné donc par le théoreme
suivant :

Théoreme 2.7.1 — Théoréme de Sturm. Le nombre de racines réelles distinctes dans un
intervalle [a,b] d’un polyndme a coefficients réels, dont a et b ne sont pas des racines, est égal au
nombre de changements de signe de la suite de Sturm aux bornes de cet intervalle.

Plus formellement, si nous notons N(y) le nombre de changements de signe (zéro n’est pas
compté comme un changement de signe) observés dans la suite P(y), P (y), Pa(y),. .., Pn(y) alors
le nombre de racines réelles distinctes de I’équation dans I’intervalle [a,b] (ot a et b ne sont pas
des racines de P) est donné par N = N(a) — N(b).

p) Sil’equation B,(x) = 0 admet une racine multiple, soit (j+ 1) le premier indice tel que
Pj11(x) = 0. Les racines de P,(x) = 0 seront alors les racines simples de P;(x) = 0. Le
nombre de racines distinctes est donné par le théoréme de Sturm en arretant la suite (p,(y))
au terme p;(y).

m Exemple 2.1 Supposons que I’on souhaite connaitre le nombre de racines dans un certain
intervalle du polynome p(x) = x* +x3 —x — 1.

On commence par calculer les deux premiers termes.

po(x) =p(x) =x*+x° —x—1

p1(x) = pr(x) =43 4+ 3x* — 1 {\{\begin{aligned}p_{0} (x)& = p(x) = x*{4} +x*{3} —x —
N\\p_{1}(x)& = p/(x) = 4x"{3} +3x"{2} — 1 \end{aligned } } }

En divisant po par p; on obtient le reste —13—6x2 — %x — %, et en le multipliant par —1 on
obtient p?(x) = %xz + %x+ /1T56' Ensuite, on divise p; par p; et en multipliant le reste par —1, on
obtient p3(x) = —32x — 64. Puis on divise p; par p3 et en multipliant le reste par —1, on obtient
pa(x) = — 5.

Finalement, la suite de Sturm du polynéme P est donc :
po(x) =x*+x° —x—1
p1(x) =4x° +3x% — 1
pa(x) = %xz +34x+ %
p3(x) = —32x— 64 pa(x) = — %
Pour trouver le nombre de racines totales, c’est a dire entre —oo et 4o, on évalue pg, p1, p2, P3,
et py en —oo et on note la séquence de signes correspondante :4+ — + + —. Elle contient trois
changements de signe (+ a —, puis — a +, puis + a —).
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On fait la méme chose en +oo et obtient la séquence de signes + + 4+ — —, qui contient juste
un changement de signe. D’apres le théoréme de Sturm, le nombre total de racines du polyndme
P est 3—1 = 2. Nous pouvons faire une vérification en remarquant que p(x) = x* +x> —x— 1 se
factorise en(x*> — 1)(x? +x -+ 1), ol1 on voit que x> — 1 a deux racines (—1 et 1) alors que x> +x+ 1

n’a pas de racines réelles.

= Exemple 2.2 Soit P;(x) = x> +2x*> —x—2 . Alors

pi(x)=x+2x2 —x—2

p2(x) =32 +4x—1

(x)
p3(x) = 7x+ 8 (2 un facteur multiplicatif positif pres)
(x)

pa(x) = 81 (a un facteur multiplicatif positif pres)

Qu’on peut mettre sous forme du tableau suivant :

y | p1(y) | p2(y) | p3(y) | Pa(y) | N(y)
3 = + - + 3
0 - + + 1
3] + + + + 0

Ily a donc 3 — 1 = 2 racines réelles distinctes dans [—3,0)]

et 3 — 0 = 3 racines réelles distinctes dans [—3, 3]

» Exemple 2.3 Soit Ps(x) = x84 4x° +4x* —x?> —4x—4 . Alors

p1(x) =20 +4x 4 4x* —x* —4x— 4.

pa(x) = 6x° +20x* + 1633 —2x — 4
p3(x) = 4x* 4+ 8x3 +3x% + 14x+ 16
pa(x) =x3+6x2 +12x+8
ps(x) = —17x> —58x — 48

pe(x) =—x—2

(Tous ces polyndme sont définis a un facteur multiplicatif positif pres)

Qu’on peut mettre sous forme du tableau suivant :

y | p1(y) | p2(y) | p3() | pa(y) | ps(¥) | Ps(y) | N(¥)
3 + — + - — + 4
210 0 0 0 0 0

“1] 0 - + + - - 2
0| — - + + — - 2
1] 0 + + + - - 1
2 | + + + + - - 1
3] + + + + — — 1

Il y a donc 3 — 1 = 2 racines réelles négatives distinctes dans [—3,0], et une racine réelle
distinctes dans [0,3]. Comme pg(x) = —x —2 la valeur —2 est une racine double.
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2.8 RESOLUTION DE SYSTEMES NON LINEAIRES

Nous allons maintenant résoudre le systeme de m équations 2 m inconnues xy,xy, ...., X, de la
forme :

filx1,x2, X)) = 0
Fa(X1,X2, ey X)) - 8 -
fn(xX1,%2, e x) = 0

Définition 2.8.1 Le systeme (2.14 ) peut toujours se mettre sous la forme :
F(x)=x, xeR",F:R"— R"
x est dit point fixe de F(x) .

Le théoréme suivant assure 1’existence et I’unicité d’un point fixe. Il nous permettra d’approcher
les solutions de systemes algébriques non linéaires.

Théoreme 2.8.1 — du point fixe. Soit E un espace métrique complet non vide, F : E — E
une contraction stricte. Alors F admet un point fixe et un seul donné par la méthode des
approximations successives :

Xn+1 = F(xn)

pour xo quelconque.

Démonstration. 1- Existence : Soit la suite (x,,) € E définie par x,+; = F(x,). Nous allons mon-
trer que la suite (x,) est de Cauchy.
Comme F est une contraction, nous avons :

d(x2,x1) < kd(x1,x0)
d(x3,x2) < kd(xz,x1) < kzd(xl,xo)

Ce qui nous donne

d(xn+p7xn) < d<xn+p7xn+p—1) + d(xn+p—1 7xn+p—2) +--- 4 d<xn+1 7-xn)
n

K
d(Xpsp,Xn) < K'(kP~ kP2 kP73 k- 1)d (x1,x0) < -

2 d(x,x0)

1 0 .
Nous en déduisons que d(x,p,X,) — quand n =4 o0, Donc la suite (x,) est fde Cauchy et
par suite admet une limite x et comme F est continue, F(x,)) -. On a donc F (x) = x.
2- Unicité Si x et y sont deux points fixes, on doit avoir

d(x,y) < kd(x,y) < d(x,y)

sid(x,y)#0.
On a donc nécessairement d(x,y) =0 et x = y.
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Proposition 2.8.2 Soit F : E —— E. Posons F, = FoF, F5; = FoFoF, .......... Jp, =FoF, 1 ; F,est
appelée 'iterée d’ordre p de F. Nous avons alors le résultat suivant : Si ’'une des iterées F), est
strictement contractante, alors F admet un point fixe unique.

1. Le procédé x,+1 = F(x,) est un algorithme permettant de trouver le point fixe de F. De
plus la suite (x,) converge rapidement vers x, car

n

d(xp,x) = pi{{lmd(xnaxnw) 1%

d()Cl,)C())

2. L'itérée F), contraction stricte n’implique pas nécessairement que F' soit continue ou
contractante.

3. La condition k < 1 de contraction stricte, est indispensable. Car k < 1 ne suffit pas pour
garantir ni I’existence ni 1’unicité du point fixe.

2.8.1 Méthode des approximations successives (type Jacobi ou Gauss-Seidel)
L’équation
x=F(x); xeR", F:R"—R"

peut s’écrire sous la forme :
Alx)=b; xeR™, beR™, A:R"+—R"

ou bien sous la forme
x=B(x)+c¢; c€R"™ B:R"+—R"

ou sous la forme d’un systeme de m équations :
xi=Bi(x)+c; i=1,2,....m

— $S’il existe un domaine Q convexe contenant x solution de x = F(x) tel que

Z OB, .
VxeQ, Y |5-[<d<li i=12..m
i=1 8xl-
alors pour tout vecteur initial x() pris dans Q, la suite de vecteurs x*) définis par le schema
itératif
xED) = B(x W) 4 ¢ (2.15)

converge vers x d’apres le théoréme du point fixe. Le schema (2.15) s’appelle "Methode de
Jacobi non lineaire”.
— Sous les mémes hypothéses, la suite de vecteurs x(¥) définis par le schema itératif :
xl(kH) = Bi(xng),...,xl(ﬁr]),xl(k),....,x,(qf)) +c; i=1,2,...,m (2.16)
converge vers x, d’apres le théoréme du point fixe.
Le schema (2.16) s’appelle "Methode de Gauss-Seidel non lineaire”.



3.1 INTRODUCTION

De nombreuses méthodes numériques supposent la connaissance des valeurs propres, des
vecteurs propres et du rayon spectral d’une matrice. En outre de nombreux problémes se ramenent
a la recherche des valeurs propres d’une matrice. Le plus souvent, on fait appel a deux types
de méthodes numériques pour calculer les valeurs propres et les vecteurs propres (appelés aussi
éléments propres) d’une matrice. Les méthodes directes sont celles qui permettent d’obtenir les
éléments propres a partir de la connaissance explicite du polyndme caractéristique ; les autres sont
essentiellement des méthodes itératives. Ces dénominations présentent une certaine ambiguité. En
effet, le plus souvent, la détermination du polynéme caractéristique est obtenue par un procédé
itératif et la recherche des racines de ce polyndme est presque toujours itérative.

Soit A € ., (C). Nous allons chercher ses valeurs propres A; dont la multiplicité sera notée m;.

3.2 RAPPELS

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent des équations différentielles des matrices
6 x 6 dans le but de calculer les perturbations séculaires des orbites des 6 planetes connues a
I’époque,

Aujourd’hui, le calcul des valeurs et vecteurs propres est indispensable dans toutes les branches
de la science, en particulier pour la solution des systemes des équations diffé rentielles linéaires, en
théorie de stabilité etc...

Définition 3.2.1 Le champ de vecteurs d’une équation différentielle y' = Ay, présente deux
directions remarquables : ce sont les directions ol le vecteur Av prend la méme direction que le
vecteur v, ¢’est-a-dire., oll

Av=Av ou (A—Al)v=0 3.1

Si cette équation est vérifiée, A € C s’appelle valeur propre de la matrice A et v € C"(v # 0)
est le vecteur propre correspondant.
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p) L’équation (3.1) possede une solution v non nulle si et seulement si
Py(A) =det((A—AI)=0

Le polyndme P4 (1) est le polynéme caractéristique de 1a matrice A . Les valeurs propres de
A sont alors les z éros du polyndme caractéristique.

3.3 LA CONDITION DU CALCUL DES VALEURS PROPRES

A cause des erreurs d’arrondi, les éléments d’une matrice A , pour laquelle on cherche les
valeurs propres, ne sont pas exacts. Ils sont plutdt égaux a

d,‘j:a,'j(l—i-&'ij) avec ‘Sij‘ <eps

(eps étant la précision de 1’ordinateur, est supposée étre tres petite). Il est alors trés important
d’étudier I’influence de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de la
matrice. Pour montrer ceci, considérons la famille de matrices

A(e)=A+eC ob |e[<eps et |cij| <|ay]

(souvent, la derniére hypothése va étre remplacée par ||C|| < [|A]] ).

Théoreme 3.3.1 — Gershgorin. Soit A une matrice n x n (avec des éléments dans R ou dans
C).

a) Si A est une valeur propre de A, alors il existe un indice i tel que

n
A —ai| < Y |aij|
J=1
J#i
c’est-a-dire. que toutes les valeurs propres de A se trouvent dans 1’union des disques

Di=<A; [A—ai <Y1 |aij]
J#i
b) Si une composante connexe de |J_; D; consiste de k disques, elle contient exactement k
valeurs propres de A.

Démonstration. Soit v # 0 un vecteur propre et choisissons I’indice i tel que |v;| > ‘v j| pour tout j
. La ligne i de I’équation Av = Av donne

n
Z a,'jVj = (A —aii)v,'.
j=1
J#i

En divisant par v; et en utilisant I’inégalité du triangle, on obtient U

n y n
A —a;| = Zaijfj < Z ‘aij‘

=1 Vil =21

i i

L’affirmation (b) est vraie si A est une matrice diagonale. Le cas gén éral est obtenu par un argument
de continuité en faisant tendre les éléments en dehors de la diagonale vers zéro. |
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Théoreme 3.3.2 Soit A une matrice diagonalisable, c’est-a-dire, il existe P avec P AP =
diag(A1, A2, ..., A,) et soit A(e) = A+ eC. Alors, pour chaque valeur propre A(€) de A(e), il
existe un A; avec

(&) = Aif < &k (P). [,

Démonstration. Nous transformons la matriceA(€) = A 4 €C par la mé me matrice, qui transforme
A sous forme diagonale :

P A(e)P = diag(Ay, Ma, ..., Ay) + €P7'CP

Si I’on dénote par e;; les éléments de P~!CP , le th éoréme de Gershgorin implique 1’existence
d’un indice i tel que [A(€) — (A +€e;)| < €Y, ’ei j|. L’inégalité triangulaire donne alors
J#i

A(e)— A < e.mlax(z leij|) <e.|[P'cP||, <e. [P, IC]lw- P
J
ce qui démontre I’affirmation du théoréme, car k..(P) = ||P~!||__ . |C]|., (condition de T). [ |

p) La condition du calcul des valeurs propres depend de la condition de la matrice de trans-
formation P. Si la matrice A est symétrique ( P est orthogonale), le probleme est bien
conditionné.Toutefois, observons qu’on obtient seulement une estimation pour I’erreur abso-
lue et non pour I’erreur relative.

Théoreme 3.3.3 — différentiabilité des valeurs propres. Soit A; une racine simple de P4 (1) =
0 Alors, pour |€| suffisamment petit, la matrice A(g) = A + €C possede une valeur propre unique
A1(€) proche de A; . La fonction A, (&) est différentiable (méme analytique) et on a

*
u;Cvy
*

M (8) =M+e
V1

+0(e?) (3.2)

ol vy est le vecteur propre a droite (Av; = Av;) et u; est le vecteur propre a gauche (ujA = Auj
). On peut supposer que ||vi|| = ||lui|| =1

Démonstration. Soit p(A,€) = Pyiec(A) = det(A+ eC — AI). Comme

dp(A1,0
p(A1,0)=0 et ”gi)#o

le théoréme des fonctions implicites garantit I’existence d’une fonction différentiable A; (&) (méme
analytique), tel que A, (0) = 4; et p(4,(€),€) = 0. 1l existe donc un vecteur v; (&) tel que

(A(€) — A1 (e))v1 (€) = 0. (3.3)

La matrice dans (3.3) étant de rang n — 1, on peut fixer une composante a 1 et appliquer la regle de
Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationnelles des éléments de
la matrice A + &C — A, (€)1 et donc diff érentiables. Apres la normalisation a v (1)Tvi(1) =1, la
fonction v (A) reste diffé rentiable. Pour calculer A, (0) , nous pouvons dériver I’ équation (3.3) par
rapport a € et poser ensuite € = 0 . Ceci donne

(A=MI)v,(0) + (C—= A (O))v; =0 (3.4)

En multipliant cette relation par u}, on obtient u*(C — A, (0)I)v; = 0 , ce qui permet de calculer
2,(0) et démontre la formule (3.2). [
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Conséquences. La formule (3.2) du théoreme pré cédent montre que plus le vecteur propre de
droite est parallele au vecteur propre de gauche, mieux la valeur propre correspondante est bien
conditionnée (par exemple, pour les matrices symétriques les deux vecteurs sont identiques) ; plus
ils se rapprochent de 1’orthogonalité, plus la valeur propre est mal conditionnée. Si la matrice n’est
pas symétrique (ou normale), le calcul de A; (valeur propre simple) peut étre mal conditionné.
Considé rons par exemple la matrice

Ao (b o) o= (! 1 1
=lo 2 ou vy = 0)’ ul_iﬁ—l—(xz _p

Dans cette situation, la formule (3.2) nous donne A;(€) — A; = &.(c1; — aepy) + O(€?) et le calcul
deA; = 1 est mal conditionné si o est grand. Exemple 1.4 Considérons la matrice (boite de Jordan)

Ao
A= n (3.5)
M
Le polynome caractéristique de A + £C satisfait
det(A+eC—Al) = (A —A)" — (—=1)".€.c,1 + O(€?) + O(£. | Ay — A]).

Si c,1 #0, les termes O(&2) et O(e.|A; — A|) sont négligeables par rapport i € . Les valeurs propres
de A + €C sont alors approximativement données par les racines de

(11 —l)n—(—l)n.S.Cm =0 (36)

c’est-a-dire A = Ay + (e.cnl)l/ " (observer que (e.cnl)l/ " donne n valeurs complexes distinctes -
multiples des racines de 1’unité). Expérience numérique. Prenons la matrice (3.5) avec 4| = 1
etn=>5.Les éléments de la matrice C sont des nombres aléatoires dans I’intervalle [—1,1] . Le
dessin 7 ci-contre montre les 5 valeurs propres de A 4 £C pour € = 1074,1073, ..., 10710, L’erreur
est =~ 10! pour € = 107> et ~ 102 pour € = 1079, ce qui correspond 2 la formule (3.6) pour
n =15. Conséquence. Si la dimension n d’une boite de Jordan est plus grande que 1, le calcul de la
valeur propre de cette matrice est tr ¢s mal conditionné.

Condition du calcul des vecteurs propres

Considérons la situation ou toutes les valeurs propres de A sont distinctes. La démonstration du
théoréeme sur la diffé rentiabilité des valeurs propres montre (voir formule (3.3)) que les vecteurs
propres normalisés v;(€) de A+ €C sont des fonctions différentiables de € . Pour € tudier la condition
du calcul des vecteurs propres, nous exprimons v} (0) dans la base des vecteurs propres (de droite) ’

Vll (0) = i o;v;. (3.7
i=1

La formule (3.4) donne alors

Y (A= M)ajvj+ (C—2A{(0)I) vi =0. (3.8)

=

En multipliant (3.8) par le vecteur propre de gauche u] (observer que ujv; = 0 pour i # j), on
obtient o (pour i > 2) de la relation (A; — A;) oy v; + u}Cv; = 0. La normalisation ||v; (€)|/3 = 1
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donne (en la dérivant) v{V|(0) = 0 et on en déduit que o = —Z’}:z o;viv;. Si I’on insere les
formules pour ; dans (3.7), on obtient pour v;(€) = vi + &V} (0) + O(&?) 1a relation

C
_v1+ez SV vivivg) + O(€2). (3.9)

Ai)u; v,

De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur propre v; dépend de la grandeur
u;v; (comme c’est le cas pour la valeur propre ; voir la formule (3.2)) et aussi de la distance entre
A1 & et les autres valeurs propres de A . Un algorithme dangereux La premiére méthode (déja
utilisée par Lagrange) pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est la suivante : calculer
d’abord les coefficients du polynome caractéristique Py(A) et déterminer ’ ensuite les zéros de ce
polynome. Si la dimension de A est trés petite (disons n < 3) ou si I’on fait le calcul en arithmétique
exacte, cet algorithme peut €tre tres utile. Par contre, si ’on fait le calcul en virgule flottante, cet
algorithme peut donner des mauvaises surprises. Considérons, par exemple, le probleme de calculer
les valeurs propres de la matrice diagonale

A =diag(1,2,3,...,n)
dont le polyndme caractéristique est
PAA)=(1-2)2-A)B=2)--(n—=A)=(=1)"A"+a, A" '+ +a1A +ay (3.10)

Les coefficients calculés satisfont @ = a; (1 + ¢&;) avec |g;| < eps. Cette perturbation dans les co-
efficients provoque une grande erreur dans les z¢€ ros de (3.10). Les résultats numériques pour
n=9,11,13,15 (avec eps ~ 6.10~%, simple précision) sont dessinés dans la figure V.2. Conclusion.
Eviter le calcul des coefficients du polyndme caractéristique. Un tel algorithme est numériquement
instable.

LA METHODE DE LA PUISSANCE

Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est basé sur I’itération

Yir1 = Ayk (3.11)

ol yo est un vecteur arbitraire. Dans le théoréme suivant, on démontre que y, = AXyy (méthode de
la puissance) tend vers un vecteur propre de A et que le quotient de Rayleigh y{ Ay /y;yx est une
approximation d’une valeur propre de A .

Théoreme 3.4.1 Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres A, A,, ..., A, et de vecteurs
propres vi,Vvy, ..., v, (normalisés par ||v;||, = 1). Si [A4| > [A2] > ... > |A,], les vecteurs y; de
I’itération (3.11) vérifient

i = Af (arvi +O(| A2/ A1 ))* (3.12)

(le nombre a; est défini par yo = Y ;a;v;). Le quotient de Rayleigh satisfait (si a; # 0)

*A
yk*yyk" — 1+ 0( A/ [F) (3.13)
k

Si A est une matrice normale (c’est-a-dire. que les vecteurs propres sont orthogonaux), 1’erreur
dans (3.13) est O(|A2 /A1 %)
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Démonstration. Exprimons le vecteur de départ yy dans la base des vecteurs propres, c’est-a-dire
Yo = Y a;v;. Par ré currence, on voit que

n n )Li k

yi = Akyg = Zailikvi = A (ayv + Zai (M) Vi (3.14)

i=1 i=2

ce qui démontre la formule (3.12). De cette relation, on déduit que
S 20, 2k C 5

ViAYE = YViYkr1 = Z |lai|” || A+ Zdiajlik?tf+lvaj (3.15)

i=1 i#]

S22, v 3
Vivk = Z |ai| | il + Za’iajlikl]]fvaj. (3.16)
i=1 i#]

Sia; # 0, 1a formule (3.13) est une conséquence de

Vidvi _ a4 P (14 0 R /M) G107
Yok a4 P+ 01 A/ M)

Pour une matrice normale, le deuxieme terme dans les formules (3.15 ) et (3.16) est absent et
Iexpression O(| A2/ A1 |* peut étre remplacée par O(|Ay /A |** dans (3.17) et dans (3.13). [ |

s Exemple 3.1 Considérons la matrice

A=

S = N

1
2
1

NN = O

dont la valeur propre la plus grande est A; = 2(1+cos(7/4)) ~ 3,41421356. Quelques itérations
de la méthode de la puissance nous donnent

yo=(1,1,1)7 y;=(3,4,3)T y,=(10,14,10)"
et une premiére approximation de A, est obtenue par

Yidyr _ yiy2 116
VL I T 0341176
34 ’

Y Y

Remarques. Les éléments du vecteur y; croissent exponentiellement avec k . Il est alors recom-
mandé de normaliser y; aprés chaque itération, ¢’est-a-dire. de remplacer y; par yi/ ||y«||- Sinon, on
risque un "overflow". Si [A;/A;| est proche de 1, la convergence est tres lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante :

LA METHODE DE LA PUISSANCE INVERSE DE WIELANDT

Supposons qu’on connaisse une approximation u de la valeur propre cherchée A, (il n’est pas
- né cessaire de supposer que A, soit la plus grande valeur propre de A ). L’idée est d’appliquer
I'itération (3.11) a la matrice (A — ul)~" ( Les valeurs propres de cette matrice sont (A; — u)~!. Si
U est proche de A ,on a -

Lo
—ul T A

our i>2
|41 P -
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et la convergence va étre trés rapide. Litération devient alors yi, 1 = (A — ul) "'y, ou

(A—u)yrr1 = i (3.18)

Apres avoir calculé la décomposition LU de la matrice A — il , une itération de (3.18) ne cofite
pas plus cher qu’une de ( 3.11). Pour la matrice A de I’exemple précédent, choisissons u = 3,41 et
yo = (1;1,4;1)T Deux itérations de (3.18) nous donnent

236,134453781513 56041,9461902408
y1 = | 333,949579831933 | , y» = [ 79255,2785820210
236,134453781513 56041,9461902408

et on obtient

L yiA—uD ™y yip

~ =~ 237,328870774159
A —3,41 yivi yin

De cette relation, on calcule A; et on obtient I’approximation 3,41421356237333 . Les 13 premiers
chiffres sont corrects. La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la
compréhension d’autres algorithmes. Si I’on veut calculer toutes les valeurs propres d’une matrice,
on utilise des méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procede de la maniére suivante :
— on distingue les cas : A symétrique ou A quelconque.
— on cherche P telle que P~'AP devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice tridiago-
nale, si A est symétrique).
— on applique I’algorithme QR a la matrice H.
— si H est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut é galement appliquer la méthode de
bissection.

CALCUL DIRECT DE det(A — AJ)

On se donne (n+ 1) valeurs distinctes A1, 45, ...., 4,11 quelconques; on calcule pour chacune
d’elles la valeur

yi:det(A—liI) i=12,...,n+1.

On obtient ainsi un ensemble de valeurs {(A:;,yi)},_;, .- On détermine alors, le polynome
d’interpolation passant par ces points. Il sera identique, a un facteur multiplicatif pres, au polynéme
caractéristique de A. On peut alors chercher ses racines par I’une des méthodes connues; ce qui
aboutira a une approximation des valeurs propres de A.

METHODE DE KRYLOV

La méthode consiste a calculer les coefficients du polyndme caractéristique dont on approche
les racines a I’aide des méthodes connues. Les vecteurs propres associés sont alors déterminés par
les formules appropriées. Plus précisément, soit :

PO) = (—1)' (A"~ Y A" ™)
k=1

le polynome caractéristique de A. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton (A annule son polynéme
caractéristique), on a donc P(A) = 0; donc :

n
A=Y qA"H
k=1
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Prenons un vecteur quelconque xp non nul, on a :

A'xg =Y @A™ *xo (3.19)
k=1

Notons a le vecteur de composante (a;);i=1,2,...,n

x1 = Axp
Xo = Azxo
_ Anfl
Xn—-1 = X0

et B la matrice dont les n colonnes sont les vecteurs
Xp—1,Xn—2, ey X1,X0
L’équation (3.19) peut s’écrire :
A"xy = Ba (3.20)

Pour xy donné, on cherche a solution de (3.20). On obtiendra ainsi, si le systéme est inversible,
les coefficients du polyndme caractéristique et on pourra utiliser une des méthodes de résolution
des équations non linéaires pour calculer ses racines qui sont les valeurs propres de A. Cette
méthode permet en outre de déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres calculées.
Pour simplifier, nous supposerons que les valeurs propres A;,A,,...., 4, sont distinctes. Si nous
appelons vy, vy, ...., v, les vecteurs propres associés respectivement a A1, A5, ...., A, nous pouvons
décomposer le vecteur x, choisi arbitrairement dans la recherche des coefficients (a;), suivant la
base des {vi};,_;, - Onaalors

X0 = 0vi+0vy+.... + 0,y

comme

AV,‘ = A,,'V,‘
szi = kzvi

on aura

X1 = A v1 4+ 0 Aavy + . 0 ALY,

-1 -1 -
Xn—1 = 061111 V1 + Otgl; vo+....+ O{nl,f lvn
Considérons une combinason linéaire des vecteurs xg, Xi,...,X,—2,X,—1. On a

Xn—1 = Piaxn—a+-+Pin—1x0= (3.21)
01 Qi (A)vi + 000i(A2)va + -+ - 4 0 @i (Ay) v
o gi(A) = A"THBA T4+ B

on peut choisir par exemple la formule (3.21) s’écrit alors

Xn—1+ Bitxn—2 + ... + Bin—1X0 = ;@i (A;)v;.
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Donc, si a; # 0 la combinaison linéaire obtenue permet de déterminer le vecteur propre v;. Avec le
choix (2?), les coefficients f3;; s’obtiennent facilement par identification. Plus précisement nous
avons

Bo = 1
Bij = AiPij-1—aj

R) Siles vecteurs xo,x1,...,Xp—2,X%,—1 sont linéairement ind épendant, la matrice B est inversible
et on obtient bien les coefficients caractéristiques dont on peut calculer les valeurs propres.
Mais il arrive que ces vecteurs ne soient pas linéairement indé pendants. Par exemple x;
s’exprime comme combinaison linéaire des précédents et de méme des suivants. On peut
alors appliquer la méthode précédente avec les vecteurs xp, Xy, ...,Xx_1 ; c€ qui donnera un
polyndme dont les racines seront racines du polyndme caractéristique et donc valeurs propres
de A. On évite en général cette complication en changeant de vecteur initial.

3.7 METHODE DE LEVERRIER

Les coefficients du polyndme caractéristique sont déterminés par la formule (3.23) suivante. On
utilise ensuite les méthodes de résolution des équations non linéaires pour calculer les racines de ce
polyndme ; ce qui détermine les valeurs propres. Posons

P(x) = arxX" + a4 . +ay.1 avec aj #0.

Les relations de Newton entre les racines xj,x», ..., X, et les coefficients de ce polynome sont donnés

par
a+ a1 S = 0
2a3 + a8 +a1$52 = 0

Ko+ a1+ baSe — 0 (322
M1 @S 4t aSy = 0

avec Sy = Y1 xff. Donc, en considérant le polyndme caractéristique de A, dont les racines sont les
valeurs propres A; de A, on a

Se = T.(4Y)
ay = (—1)”

ce qui nous permet de calculer les coefficients a; pour k =2, ...,n+ 1. Plus précisément on a :

1
ar = —kjak_lSl+...+a2Sk_2—|—alSk_1 (3.23)

p) Laméthode de Leverrier présente un grave inconvénient : elle impose le calcul des puissances
souvent élevées de la matrice initiale. Par contre son algorithme est simple et il n’y a pas lieu
d’envisager des cas particuliers
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TRANSFORMATION SOUS FORME TRIDIAGONALE (ou de HESSENBERG)

Avec la transformation v = Pu (ou est P une matrice inversible) le probleme

Av = Av
devient
P 'APu=M\u

Donc, les valeurs propres de A et de P~'AP sont les mémes et les vecteurs propres v; de A
se transforment par v; = Pu; . Le but de ce paragraphe est de trouver une matrice P telle que
P~'AP devienne "plus simple". La situation idéale serait trouvée si P~' AP devenait diagonale ou
triangulaire - mais une telle transformation nécessiterait déja la connaissance des valeurs propres.
Alors, on cherche P tel que P~ AP soit sous forme de Hessenberg

* ok . :

P 'AP=H = e (3.24)
*
* *

c’est-a-dire, h;; = 0 pour i > j+ 1. Pour arriver a ce but, nous considérons deux algorithmes.

a) A I'aide des transformations élémentaires

Comme pour I’élimination de Gauss, nous utilisons les transformations pour faire apparaitre les
z€ros - colonne par colonne - dans (3.24 ). Dans un premier pas, nous choisissons k > 2 tel que
lag| > ’ajl | pour j > 2 et nous permutons les lignes 2 et k, ¢’est-a-dire, nous formons PA o 1 P est
une matrice de permutation convenable. Pour ne pas changer les valeurs propres, il faut également
permuter les colonnes 2 et k (ceci correspond au calcul de A’ = PAP~! car P> =1 (etdonc P = P!
). Sidh; =0, onaaussia}, =0 pouri> 3 et le premier pas est terminé. Sinon, nous déterminons

1 ay dyp o d,
0 1 dy dy o,
L=|0 —In 1 telle que L,A' = 0 * - %
0 —Lp -~ 0 1 0 * .. %
Pour ceci, on définit [, = a,i . Une multiplication a droite avec
21
1
0 1

~1
L'=]0 B 1
0 Ip -~~~ 0 1
ne change pas la premiere colonne de L,A’. On répete la méme procédure avec la sous-matrice de

LA’ Ly ! de dimension n — 1, et ainsi de suite. A cause des multiplications a droite avec Ll-’l, cet
algorithme cofite deux fois plus cher que I’élimination de Gauss. Pour la matrice

3 2
A=1|2 1
1 3

—_ L) =
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on prend
1 0 O
LL={0 1 0
0 —1/2 1
et on obtient
302 1 352 1
LA=(2 1 3 |, puis LAL;'=1|2 5/2 3 |=H
0 5/2 —-1)2 0 9/4 —1)2

Cet exemple montre un désavantage de cet algorithme : si 1’on part avec une matrice symétrique A,
la matrice de Hessenberg H, obtenue par cet algorithme, n’est plus symétrique en général.

b) A I'adide des transformations orthogonales

Il est souvent préférable de travailler avec des réflexions de Householder. Commencons par
une réflexion pour les coordonnées 2, ...,n laissant fixe la premiére coordonnée :Q, = I — Zﬁzﬁg
(Hﬁz”z = 1) tel que Q_2A1 = 0pej ou A] = (le],...,an]). En posant up = (O,L_tz)T etQr=1— 2u2u2T,
la matrice QA contient des z€éros dans la premiere colonne a partir du troisieme élément. La
multiplication a droite avec Q5 = Qg = (O, ne change pas cette colonne :

al diz a3 al diz a3 ayp ko %
DA QzAgz

ar ax a3 | — | 0 * * (05}

aszy dzp dasjs 0 * * 0 * ok

Dans le pas suivant, on applique la méme procédure a la sous-matrice de dimension n — 1, etc.
Finalement, on arrive a la forme de Hessenberg (3.24) avec la tranformation P~! = Q,,_;....Q» qui
est une matrice orthogonale (c’est-a-dire, P! = PT ). Nous avons un double avantage avec cet
algorithme :

— il ne faut pas faire une recherche de pivot;

— si A est symétrique, alors P~'AP est aussi symétrique, et donc tridiagonale.

Méthode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonale

d e
er dy e3
A= es
€n
€n dn

On observe tout d’abord que si un élément e; est nul, la matrice A est déja décomposée en deux
sous-matrices du m &me type, qui ensemble fournissent les valeurs propres de A . On peut donc
supposer, sans restreindre la généralité, que

¢i#0 pour i=2,..,n. (3.25)

Pour cette matrice, il est possible de calculer la valeur Py(A) du polyndme caractéristique sans
connaitre ses coefficients. En effet, si 1’on pose

4 e dy e
A =(d1), Ay = < ! d2> , Az=|er dy ez,
e dy es ds
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et si I’on définit

pi(A) = det(A; — AI),

on obtient
po(A) = 1 (3.26)
pl(k) = d]-ﬁ,

pi(k) = (di—l)pi_1(7t)—ei2pi_2(/l), i=2,...,l’l.

La formule de récurrence dans (3.26) est obtenue en dé veloppant le déterminant de la matrice
A; — Al par rapport a la derniére ligne (ou colonne). En principe, on peut maintenant calculer les
valeurs propres de A (c’est- a-dire. les zéros de p,(A) de la maniére suivante : chercher un intervalle
ol p,(A) change de signe et localiser une racine de p,(A) = 0 par bissection. Les évaluations de
pn(A) sont faites a ’aide de la formule (3.26). Mais il existe une astuce interessante qui permet
d’améliorer cet algorithme.

Théoreme 3.8.1 Sil’équation (3.25) est vérifié, les polyn 6mes p;(A) définis par (3.26) satisfont
a) pu(A)pn-1(4) <0sipy(2)=0(A €R)

b) pi_l(k)pi_;_]()t) < 0si pi(l) = 0 pour un {i €l,2,...n— 1}
¢) po(A) ne change pas de signe sur R.

~

Démonstration. L affirmation (c) est triviale. Si p;(A) =0 pourun {i € 1,2,...,n— 1}, la formule
de récurrence (3.26) donne I'inégalité p;_1(A)p;y1(A) < 0. Pour démontrer (b), il suffit d’exclure

le cas pi_1 (A)pir1(A) = 0. Si deux valeurs consécutives de la suite { p,(i)} sont nulles, la formule

N

de récurrence montre que p;(A) = 0 pour tout 7, ce qui contredit po(A) = 1. Nous démontrons par
récurrence que toutes les racines de p;(A) sont réelles, simples et séparées par celles de p;—(A4).
Il n’y a rien a démontrer pour i = 1 . Supposons la propriété vraie pour i et montrons qu’elle est
encore vraie pour i + 1. Comme les z éros 4; < A, < ... < A; sont séparés par ceux de p;_j (1) et
comme p;_(—eo) = +oo, nous avons sign p;_i(A;) = (—l)jJrl . Alors, on d éduit de (b) que sign
pir1(A;) = (=1)’. Ceci et le fait que p;1 (L) = (—=1)7"' A1 . montrent que p;4 (1) possede
un zéro ré el dans chacun des intervalles ouverts (—oo, A1), (A1,42), ..., (A;,00) L affirmation (a)
est maintenant une conséquence de (b) et du fait que toutes les racines de p;_;(4) sont réelles
simples ; |

Définition 3.8.1 — suite de Sturm. Une suite { po, p1, ..., p» } de polyndmes a coefficients réels
s’appelle une suite de Sturm, si elle vérifie les conditions (a), (b), (¢) du Théoréme (3.8.1)

Considérons une suite de Sturm {pg, p1, ..., pn} . Sil’on définit

®(A) = nombre de changements de signes de {po(A),p1(A),...,pu(A)}
alors le polyndme p, (A ) possede exactement

o(b) — o(a)
zéros dans Iintervalle [a,b] (si p;(X) =0, on définit signp;(1) = sign p;—1(1)).

Démonstration. Par continuité, I’entier @(A) peut changer sa valeur seulement si une valeur des
fonctions p;(A) devient nulle. La fonction py(A) ne change pas de signe. Supposons alors que
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pi(A) =0 pour un i € {1,2,...,n—1}. La condition (b) et la continuité de p;(A) montrent que
seulement les deux situations suivantes sont possibles (€ petit) :

A—g A A+te [ A-¢ A A+e
piai(A) |+  +  + pici(A) | — - =
pi(A) + 0 =+ pi(4) = 0 &£
pint(A) | - - = pin(d) | +  +  +

Chaque fois, on a ®(A +€) = ®(1) = @(A — &) et la valeur de @(A) ne change pas si A
traverse un zéro de p;(A) pour i € {1,2,....n— 1} Il reste a étudier la fonction @w(A) dans un
voisinage d’un zéro A de p,(1) . La propriété (a) implique que pour les signes de p i(A) on a
seulement les deux possibilités suivantes :

A+e | A—e A1 A+e

+ pnt(A) | = = =
- pn(k) - 0 +

Pn—1 (A)
pn(A)

o 4| >

+
_|_

c’est-a-dire, ®(A 4+ €) = w(A — €) + 1. Ceci démontre que la fonction ®(A) est constante par
morceaux et augmente de 1 sa valeur si A traverse un zéro de p,(1).

Méthode de bissection.

Si I’on applique ce théoréme a la suite (3.26), la diff érence @(b) — w(a) est égale au nombre
de valeurs propres de (3.25) dans I’intervalle [a, ] . On obtient toutes les valeurs propres de A de la
maniere suivante :

— on cherche un intervalle [a,b] qui contienne toutes les valeurs propres de A (par exemple, en
appliquant le théoréme de Gershgorin). On a donc que w(a) =0 et w(b) = n.
— on pose ¢ = @ et on calcule ®(c). Les différences o(c) — w(a) et @(b) — w(c) indiquent
combien de valeurs propres de A sont dans [a,c) et combien sont dans [c, D)
— on continue a diviser les intervalles qui contiennent au moins une valeur propre de A.
On peut facilement modifier cet algorithme pour calculer la valeur propre la plus petite ou la 3¢
plus grande valeur propre, etc. Pour éviter un "overflow" dans le calcul de p,(A) (si n et A sont
grands), il vaut mieux travailler avec
pi(A) .
fl(l)_p,;l(l) i=1,2,...n

et utiliser le fait que

®(A) = nombre d’éléments négatifs parmi {f;(1), 2(A),..., fu(A)}

(attention : si p;_j(A) est zéro, on pose fj(A) = —oo; cette valeur compte pour un élément négatif).
Pour une programmation de 1’algorithme, on utilise la récurrence
i) = di—2

. e/ fici(A) st fii(A)#0
i) = ama={ R ST,

La formule pour le cas f;_1(4) # 0 est une conséquence de (3.26). Si f;_;(A) = 0 (c’est-a-dire
pi—1(A) = 0), on remplace cette valeur par |e;|.eps. Ceci correspond a ajouter la perturbation
;| .eps ad;—;
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L'ITERATION ORTHOGONALE

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la méthode de la puissance afin de pouvoir calculer
les deux (trois,... ) valeurs propres dominantes en méme temps. Cette généralisation motivera I’ité
ration QR qui constitue 1’algorithme le plus important pour le calcul des valeurs propres d’une
matrice.

Généralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux valeurs
propres dominantes).

Considérons une matrice A dont les valeurs propres satisfont
A > [Aa] > o> A (3.27)

La méthode de la puissance est basée sur I’itération y;,; = Ay, et nous permet d’obtenir une
approximation de A; a I’aide du quotient de Rayleigh. Pour calculer (en méme temps) la deuxieme
valeur propre A», nous prenons deux vecteurs yo et zo satisfaisant y;zo = 0 et nous considérons
I’itération

Yi+1 = Ay (3.28)
1l = Azk— B+
ol By y1 est déterminé par la condition y; , ;zx+1 = 0. Par induction, on voit que
w = Ay
a = A% — 1o
ou Y est tel que

vizk=0 (3.29)

Ceci signifie que le calcul de {z; } correspond a la m éthode de la puissance appliquée a zg, combinée
avec une orthogonalisation (projection de A¥zy sur le complément orthogonal de y;). En exprimant
les vecteurs initiaux dans la base de vecteurs propres vi,vs,...,v, de la matrice A (on suppose

[[vill, =D,
n n
Yo=Y ayvi, 0=y b, (3.30)
i=1 i=1
les vecteurs yy, zx deviennent
n k n X
Yk = Zai% Vi, 20 = Z (bi — Yeai) A; i,
i=1 i=1

Comme nous 1’avons constaté précédement, pour kK — oo, le terme all{‘v 1 est dominant dans yy (si
a1 # 0) et on obtient une approximation du premier vecteur propre v . Que peut-on dire pour la
suite {zx } ? La condition (3.29) d’orthogonalité implique que

(agE

a; (bj — }/kaj) iikkj’fv,’-‘vj =0 (331)
1

l
-
l

Cette relation définit y,. Comme le terme avec i = j = 1 est dominant, on voit que Y & by /a, Par
la suite, nous allons supposer que a; # 0 et ajby — azby # 0. En divisant (3.31) par /’le on obtient

a(by — a) A (14 0(|A2/M[")) = —a1 (b — a2) A (viva + O(| A2/ M [") + O(1 23/ 22[1)).
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Maintenant, on peut insérer cette formule dans (3.30) et on en d éduit
= ).2"1 (by — Waz)(va —vivavi + O(| A2/ A4 |k) + 0(|7L3/)Lz\k)) (3.32)

Visiblement, le vecteur z; s’approche (pour k — o ) d’un multiple de v, —v{v,.vy, qui est la
projection orthogonale de v, & 1’hyperplan v{-. Concernant les valeurs propres, on a le résultat
suivant.

Théoreme 3.9.1 Considérons les vecteurs yy, zx donnés par (3.28) et notons

U = (k/ l1kll2 26/ N1zl ) (3.33)

(observer que U, Uy = 1). Si (3.27) est vérifi€ , on a que

U AU, — <7g ;;) pour  k—» oo (3.34)

Démonstration. L’élément (1,1) de la matrice U;AUj est le quotient de Rayleigh (3.13) qui converge
vers A; . En utilisant (3.32), on voit que I’élément (2,2) satisfait

GAz (2 —viva)  (Aava — Avivar)  Aa(1—[vinl?)

2k (2 =vivav) (2 =vivav)) 1= v =%
De facon similaire, on obtient pour 1’élément (2,1)
2 Ak (va = vivav) Ay _0
lzillz Iyelly— [|v2 = viva ||, vl
Finalement, I’élément (1,2) de U;AUj, satisfait
ViAZk . Vi (Aava — Apviva.vy) _ (A2 —A1)viva
Vel llzlly lvally [[v2 = vivam m
Cette expression est en général non nulle. |

R ) Avec lanotation (3.33), I'itération (3.28) peut étre €crite sous la forme
AUy = Up 1R (3.35)

ol Ry est une matrice 2 X 2 qui est triangulaire supé rieure.

Méthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres)

ou simplement itération orthogonale. La généralisation de I’algorithme précédent au cas ol
I’on veut calculer toutes les 4 valeurs propres d’une matrice est évidente : on choisit une matrice
orthogonale U, ¢’est-a-dire, on choisit n vecteurs orthogonaux (les colonnes de Uy ) qui jouent le
rdle de yo, zo, etc. Puis, on effectue I’itération

for k=1,2,..
Z_{k}=AU_{k+1} (decomposition QR)
U_{k}R_{k}=Z_{k}

end
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Si (3.27) est vérifié et si la matrice Uy est bien choisie (a; # 0,a1b, — axb; # 0, , etc), une géné
ralisation du théoréme précédent donne la convergence

Ty = U AU (3.36)

vers une matrice triangulaire dont les éléments de la diagonale sont les valeurs propres de A . On
a donc transformé A en forme triangulaire a I’aide d’une matrice orthogonale (décomposition de
Schur). 11 y a une possibilité intéressante pour calculer 7; de (3.36) directement a partir de 7.
D’une part, on déduit de (3.35) que

Tie1 = U{ AU, = (U{_1Ur) R (3.37)
D’autre part, on a
Tx = U AUy = UfAU;_ Uy = Ry (U;_Uy) .

On calcule la décomposition QR de la matrice 7;_; et on é change les deux matrices de cette
décomposition pour obtenir Ty

L’ algorithme QR

La méthode QR, due a J.C.F. Francis et a V.N. Kublanovskaya, est la méthode la plus cou-
ramment utilisée pour le calcul de I’ensemble des valeurs propres . La version simple du célebre
algorithme QR n’est rien d’autre que la méthode du paragraphe précédent. En effet, si I’on pose
O = Uy, Uy et si I’on commence I’itération avec Uy = I , les formules (3.36) et (3.37) nous
permettent d’ écrire 1’algorithme précédent comme suit : (décomposition QR)

T_{0}=A

for k=1,2,..
Q_{kIR_{k}=T_{k-1}
T_{k}=R_{k}Q_{k?}

end

Les T; qui sont les mémes que dans le paragraphe précédent, convergent (en général) vers une
matrice triangulaire. Ceci nous permet d’obtenir toutes les valeurs propres de la matrice A car les
T ont les mémes valeurs propres que A (voir (3.36)). Cet algorithme important a été développé
indépendamment par J.G.F. Francis et par V.N. Kublanovskaya. Un algorithme similaire, qui utilise
la décomposition LR a Ia place de la dé composition QR, a été introduit par H. Rutishauser.

m Exemple 3.2 Appliquons la méthode QR a la matrice

10 2 3 5
3 6 8 4
A= 0 5 43
0 0 4 3

On peut montrer que, pour une matrice de Hessenberg A , toutes les matrices 7; sont aussi sous

forme de Hessenberg. Pour ’étudier la convergence vers une matrice triangulaire, il suffit alors de

(k)

considérer les éléments ¢, (i = 1,2,...,n— 1) de la sous-diagonale. On constate que

i1,
(k+1)

i A

[(k) ~ 7 (3.38)
i+1,i

A =~ 14,3,A, = 7,86,A3 ~ 2,70, A4 ~ —1,86). Comme, les éléments tl.(f)l ; convergent, pour k —

oo, liné airement vers O (voir la figure V.4, ou les valeurs sont dessinées en fonction du nombre & de
I’itération). n



3.9 LITERATION ORTHOGONALE 67

R

(a) Comme le calcul de la décomposition QR d’une matrice pleine est trés coliteux (0(n3)
opérations), on applique 1’algorithme QR uniquement aux matrices de Hessenberg.
Dans cette situation une itération nécessite seulement O(n*) opérations.

(b) La convergence est tres lente en général (seulement [inéaire). Pour rendre efficace cet
algorithme, il faut absolument trouver un moyen pour accélérer la convergence.

(c) Considérons la situation ou A est une matrice ré elle qui possede des valeurs propres com-
plexes (I’hypothese (3.27) est violée). L’algorithme QR produit une suite de matrices 7j
qui sont toutes réelles. Dans cette situation, les 7; ne convergent pas vers une matrice
triangulaire, mais deviennent triangulaires par blocs (sans démonstration). Comme la
dimension des blocs dans la diagonale vaut en général 1 ou 2, on obtient également des
approximations des valeurs propres.

3.9.4 Accélération de la convergence

D’apres I’observation (3.38), nous savons que
1= O/ A1)

La convergence vers zéro de cet élément ne va étre rapide que si |A,| < |A,—1|. Une idée géniale est
d’appliquer I’algorithme QR a la matrice A — pI ou p =~ A, Comme les valeurs propres de A — pI
sont A; — p, on a la propriété |4, — p| < |A; — p| pouri=1,....n—1 et ’élément t,(flz_l va converger
rapidement vers zéro. Rien ne nous empéche d’amé liorer I’approximation p aprés/ chaque itération.

L’algorithme QR avec "shift" devient alors :

T_{0}=A
for

k=1,2,..
determiner le parametre p_{k-1}$
Q_{k}R_{k}=T_{k-1}-p_{k-1}I  (decomposition QR)
T_{k}=R_{k}Q_{k}+p_{k-1}

end

Les matrices T} de cette itération satisfont

O;Ti—10k = Qi (OkRi + pi—11) Ok = Rk Qk + pr—1 I = Ti, (3.39)

Ceci implique que, indépendamment de la suite py , les matrices T; ont toutes les mémes valeurs
propres que Tp = A. Pour décrire complétement I’algorithme QR avec shift, il faut encore discuter
le choix du parametre py et il faut donner un critére pour arréter 1’itération.

Choix du "shift"-paramétre.
On a plusieurs possibilités :

k . « v . .
— Dk = t,(l,z : ce choix marche tres bien si les valeurs propres de la matrice sont réelles.

— on considere la matrice

N A0
"t(kl)v"—l "tg,}" (3.40)

Si les valeurs propres de (3.40) sont réelles, on choisit pour py celle qui est la plus proche

de t,(,k,z Si elles sont de la forme a 4 i3 avec B # 0 (donc complexes), on prend d’abord
Pr = o+ if et pour I'itération suivante py 1 = o — if8
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3.9.5 Critere pour arréter l'itération.

ou %)

L’idée est d’itérer jusqu’a ce que t,(Lk,Ll 2 1.n_n Soit suffisamment petit. Plus précisément,
on arr éte I’itération quand

151 < eps- (| |+ 4] pour l=n ou l=n—1 (3.41)

— Si (3.41) est vérifié pour [ = n on accepte t,5’2 comme approximation de A, et on continue

.(k.))

B 1<i j<n—1

— Si (3.41) est vérifié pour l =n— 1, on accepte les deux valeurs propres de (3.40) comme
(k.))

b)) 1<i,j<n—2

I’ité ration avec la matrice <t

approximations de A4, et A,_; et on continue I’itération avec la matrice (t

m Exemple 3.3 Nous avons appliqué I’algorithme QR a la matrice (3.40) avec le shift p; = t,gkn

. La convergence de ti(i)l_i vers z éro est illustrée dans la figure V.5. Une comparaison avec la
figure V.4 nous montre que la convergence est beaucoup plus rapide (convergence quadratique).

Apres 5 itérations, on a ‘tﬁkg‘ < 10~'3. Encore 4 itérations pour la matrice de dimension 3 donnent
‘tékz)‘ < 10715 11 ne reste plus que 3 itérations a faire pour la matrice de dimension 2 pour avoir

‘tékl) ‘ < 10~!3, En tout, 12 itérations ont donné toutes les valeurs propres avec une précision de 15
chiffres. "

3.9.6 Le "double shift" de Francis

Dans la situation ou A est une matrice réelle ayant des valeurs propres complexes, il est recom-
mandé de choisir un shift-parametre p; qui soit complexe. Une application directe de 1’algorithme
préc édent nécessite un calcul avec des matrices complexes. L’ observation suivante permet d’éviter
ceci.

Proposition 3.9.2 Soit T; une matrice réelle, pr = o+ if et pr.1 = oo — if3. Alors, on peut choisir
les décompositions dans 1’algorithme QR de maniere a ce que T;.; soit réelle.

p) Ladécomposition QR d’une matrice est unique sauf qu’on peut remplacer QR par (QD) ! (D‘ 1R)
ot D = diag(dy,...,d,) avec |d;| = 1.

Démonstration. La formule (3.39) montre que

Tiv2 = (Qrr10k42) " Ti (Qk+10k+2) (3.42)
[ |

11 suffit alors de démontrer que le produit Q1 Q2 est ré el. Une manipulation a 1’aide de formules
pour T; donne

Ok+10k42Ri 2Rkt 1 = Qi1 (Tie1 — Prs1])Rir1 = Okt (R 1 Qi1 + iyt — pirl )Ryt = (3.43)
(Qks1Res1) + (P — prst) Qks1Risr = (Te — pid)> 4 (pr — pr) (T — pid) =
= T2 — (pe+per1) T+ prprcil =M

On a donc trouvé une décomposition QR de la matrice M qui, en cons équence des hypotheses du
lemme, est une matrice réelle. Si, dans 1’algorithme QR, la décomposition est choisie de maniere
a ce que les éléments diagonaux de Ry et R;., soient r éels, alors, a cause de I'unicité de la
décomposition QR, les matrices Q110 +2 et Rii2Ry11 sont réelles. Une possibilité de calculer
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Ti+» a partir de T est de calculer de (3.43), de faire une décomposition QR (réelle) de M et de
calculer Ty, a I’aide de (3.42). Cet algorithme n’est pas pratique car le calcul de Tk2 nécessite
O(n?) op érations, méme si Ty, est sous forme de Hessenberg. Il y a une astuce intéressante pour
obtenir T, a partir de T; en O(n?) opérations. Elle est basée sur la propriét é suivante.

Théoreme 3.9.3 Soit une matrice donnée et supposons que
OTQ=S (3.44)

ol Q est orthogonale et S est sous forme de Hessenberg satisfaisant s;;_1 # 0 pour i =2,...,n
Alors, Q et S sont déterminé es de maniére "unique" par la premiére colonne de Q.

AN

Rp) On a "unicit€" dans le sens suivant : si O*TQ est de type Hessenberg avec une matrice
orthogonale Q satisfaisant Qey, alors Q = QD ou D = diag(d,, ...,d,) avec |d;| = 1.

Démonstration. Notons les colonnes de Q par ¢;. Alors, la relation (3.44) implique

i+1
Tqi=Y sjiqj,  q4;Tqi=sji (3.45)
j=1

Si g est fixé, la valeur s;; est donnée par la deuxi¢ me formule de (3.45). Avec cette valeur, on
obtient de la premi¢ re formule de (3.45) que ¢, est un multiple de Tq; — s11¢q; . Ceci détermine
g» a une unité pre s. Maintenant, les valeurs s»1, 512,522 sont déterminées et g3 est un multiple de
Tq> — 52191 — $229> etc. n

Si les hypotheses du lemme précédent sont vérifiées, on peut calculer la matrice réelle 7T;,, en
O(n?) opérations de la maniére suivante :

— calculer Mgy, la premicre colonne de M (formule ( 3.43));

— déterminer une matrice de Householder H, telle que H; (Me;) = ate;

— transformer H IT Ti.H, sous forme de Hessenberg a 1’aide de matrices de Householder H, ..., H,_;

(voir le paragraphe V.3); c’est-a-dire., calculer H TTHouwH=HH,...H,_,.

Comme H;e; = e pour i =2,...,n— 1, la premi¢re colonne de H est un multiple de celle de M
(observer HlT = H)). Par la formule (3.43), la premiere colonne de Q104> est aussi un multiple
de Me,. Par conséquent, pour un bon choix des dé compositions Qi1 Ry et QrioRi12 on a
H = Qj110+> la matrice obtenue par cet algorithme est égale a Ty, (voir (3.42)).

3.9.7 Etude de la convergence
Supposons d’étre déja proche de la limite et considérons, par exemple, la matrice

2 a
TO_A_(E 1)

ou € est un nombre petit. Avec le choix pg = 1 pour le shift-paramétre, on obtient

1 £ 2 a
1 a — V1i+e ——
e Vi e

et

* *
L—pl =R =| 4w

1+¢2
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— si A est symétrique (c’est-a-dire,a =€ )on a tr(l ,2_1 = O(€?), donc convergence cubique.

— si A n’est pas symétrique (p.ex. on a donc convergence quadratique.
Ces propriétés restent vraies pour des matrices générales (sans démonstration).

3.10 EXERCICES

Exercice 3.1 Calculer les valeurs propres de la matrice tridiagonale (dimension 7, b.c > 0)

a
b

S 0
S Qo
o

Indication. Les composants du vecteur propre (vi,va, ..., vn)T satisfont une équation aux diffé
rences finies avec.vg = v, = 0 Vérifier que v; = Const.(a] — ay) ol

A—a b (04] s
o) — 0 = 5 0.0 = —, S =1
c c (09)

Résultat : A; = a—2+/bc. cos (%) , j=12,.,n. -

Exercice 3.2 Considérer la matrice

1 € 0
Ale)=[ -1 0 1
1 —-1+¢& -—¢

cette matrice possede une valeur propre de la forme
A(e) =i+e.d+0(e?)

Calculer d et dessiner la tangente a la courbe A (&) au point A (0)
(a) Calculer par la méthode de la puissance, la plus grande valeur propre de la matrice

9 1 0
A=|1 100 1
0 1 98

(b) Pour accélerer considérablement la vitesse de convergence, appliquer la méthode de la
puissance a la matrice A — pl avec un choix intelligent de p.
(c) Avec quel choix de p obtient-on la valeur propre la plus petite ?
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Exercice 3.3 Considérons la matrice tridiagonale

bl C1
ay by o
A= a

Montrer que, si a;c; > 0 pour i = 1,...,n — 1, toutes les valeurs propres de A sont réelles.
Indication. Trouver D = diag(d,, ...,d,) telle que DAD™! soit symétrique. .

Exercice 3.4 Soit A une matrice symétrique et B quelconque. Montrer que pour chaque valeur
propre Ag de B il existe une valeur propre A4 de A telle que

|Aa —Ag| < ||A—B|,.

Indication. Montrer I’existence d’un vecteur v tel que v = (A — A) "' (A — B) v. En déduire que
1<a-2)"@a-B)| < a2~ Ia-BI. :

Exercice 3.5 (Schur, 1909). Soit A une matrice symétrique. Montrer que pour chaque indice i
il existe une valeur propre A de A telle que

A —ai| < /Z ‘aij‘z
J#i

Indication. Appliquer I’exercice 5 avec une B convenable. u

Exercice 3.6 Soit A une matrice réelle avec pour valeur propre & + i3 . Montrer que 1’itération

d[_—A —B_I Upr1) [ Uk
BI  al—A) \ver1)  \w
ou &~ o et B ~ [3) permet de calculer la valeur propre & +if3 et le vecteur propre correspondant.

Indication. Considérer les parties réelles et complexes de I’itération de Wielandt. On obtient
alors

ul Auy 4 vl Avg ul Avi+v§ Aug
7 72 2 T 7
W U + v Vi U U +V; Vi

Exercice 3.7 Considérons la matrice de Hilbert,

1/2 1/3 1/4
A=[1/3 1/4 1/5
1/4 1/5 1/6

(a) Transformer A en une matrice tridiagonale ayant les mémes valeurs propres.
(b) En utilisant une suite de Sturm, montrer que toutes les valeurs propres sont positives et
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qu’une valeur propre est plus petite que 0.001
(c) Calculer approximativement la condition de A pour la norme Euclidienne.

Exercice 3.8 La formule de récurrence
(k+1) Pey1(x) = (2k+ 1) xPi(x) — kP (x)
pour les polynomes de Legendre ressemble a
p,-(k):(d,-—).)p,-,l(l)—eizp,-,z(l), i=2,..,n.
pour les polyndmes det(A; — AT). Trouver une matrice tridiagonale A de dimension n telle que

les valeurs propres de A sont les racines de P, (x). ]

Exercice 3.9 Soit p(x) un polynéme de degré n et supposons que toutes les racines soient
simples. Démontrer que la suite définie par 1’algorithme d’Euclide,

pnx) = px), pn 1(x) = —p’(X)
pilx) = qi(x)pi_1(x) — Vpial i=n,..,2.
est une suite de Sturm. Pour le polyndme p(x) = x> — 6x* 4 3x® + 3x% +2x+ 8.

(a) déterminer le nombre de racines réelles.
(b) Combien de racines sont complexes ?
(¢) Combien de racines sont réelles et positives ?

Exercice 3.10 Pour un ¢ donné notons ¢ = cos @ et s = sin ¢. La matrice €2y, définie par

c sii=j=k,oui=j=I

(‘Q‘kl)ij: N sii=k,etj=1
—8 sii=l,etj=k
0 sinon

s’appelle rotation de Givens.

(a) Montrer qu’elle est orthogonale.

(b) Soit A une matrice symétrique.Déterminer @ tel que le (k,/)-ieme élément de A’ = leAle
s’annule.

Resultat. cot2¢ = (ay —ay) / (2ax) . n

Exercice 3.11 La méthode de Jacobi (1846) pour le calcul des valeurs propres d’une matrice
symétrique :

i) on choisit ai (k > 1) tel que |ay| =
ii) on détermine A’ comme dans I’exercice 11.

Montrer que, si on répete cette procédure, on a convergence vers une matrice diagonale, dont les

éléments sont les valeurs propres de A Indication. Montrer que Y ;. ; |a;;| = Y ‘a,- j‘ — ]ak1|
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Exercice 3.12 On considere la matrice

7 0,5
A_(o,oom 8)

dont on cherche a calculer les valeurs propres.

(a) Faire une itération de 1’algorithme QR sans shift.

(b) Faire une itération de I’algorithme QR avec shift.

(c) Estimer la position des valeurs propres de A a I’aide du Th éoréme de Gershgorin.
(d) Calculer les valeurs propres de A a I’aide du polyndme caractéristique.

Exercice 3.13 Montrer que si la matrice 7o = A est une matrice de Hessenberg (ou tridiagonale),
alors les matrices Tj, k > 1 construites par 1’algorithme QR sont également des matrices de
Hessenberg (tridiagonales). u

Exercice 3.14 Donner une estimation grossiere du nombre d’opérations qui sont n écessaires
pour effectuer la décomposition QR d’une matrice de Hessenberg et pour calculer ensuite le
produit RQ. n

Exercice 3.15 Soit Ty une matrice de Hessenberg dont tous les éléments de la sous-diagonale
sont non-nuls. Montrer que, si po est une valeur propre de Tp, une itération de 1’algorithme QR
avec shift pg donne

Exercice 3.16 Expliquer, comment le calcul de 7; a partir de 7

ORi = Ti—1 — pr—11, Ti = Rk Ok + pi—11.

peut étre effectué sans soustraire (et additionner) explicitement la matrice py_/ -
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