La méthode des éléments finis

Eléments Finis de poutre BERNOULLI-EULER

1. Barre soumise a la flexion :

Chaque nceud possede 2 ddl :
une translation «v » et une rotation « @»
Ce qui donne un vecteur déplacement {u} de (4x1)

Vi

{Uk} = v

La variation entre les deux nceuds (origine et extrémité) n’est pas linéaire, elle est de la

forme :

v(x) = a; + a,.x + az. x* + a,. x3

4
v(x) = ) 1Nk(x)- Uk

Les fonctions de forme Ny (x) sont déterminées a partir des conditions aux nceuds, a

savoir :

Au nceud origine :

v(x=0)=v; - ay = v;

dv
0(x=0)=a|(x=0)=01 —>a2=0i

Au nceud extrémité :

_ (2.9i+0]') _ 3(vi—v1-)

vix=1) = T
d (8;+6; 2(vi—v;

0(x=L)=d—Z(x=L):0]- S ay= — L2’+ L3’
(2.x3 —3.L.x* + L%

- Nq(x) = I3
(x3—2.L.x* + L%.x)

- Na(x) = Iz
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—(2.x3-3.L.x%

- N3(x) =

L3
(x3 — L.x%)
= Ny(x) = Iz
_du d*v
& ax T Vdxz
V1
@z 0,
& = —}’@[Nﬂx) Ny(x) N3(x) Ny(x)] v,
0,

[B] = —y[EM0) LMw  EN) @M, (5] =y (M) - [B] = —y [M]"

dx? dx? dx? dx?

12x —6l 6x—4l —-12x+61 6x—21
[M] = >
B3 l I3 12

h b
— t — 2 (2 2 : T
[K] = jv [B]t[C][B]dV = Ej_gj_gy dy.dsz[M].[M] .dx

12 6l -12 -6l
_ELle6l 42 _61 212
T B |-12 -6l 12 -6l

6l 212 -6l 4l>

[K]

Matrice de rigidité d’'un élément soumis a la flexion
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2. Eléments de torsion

S

® o
R
+ e

T1
Chaque nceud possede 1 ddl {Tz}

: e A . EA G
La matrice de rigidité est la méme que celle de la traction en remplagant - parT]

Ce qui donne :

[K] = &J [ 1 —1]
L -1 1
Avec:
= : Module de torsion ou le module d’élasticité transversal
2(1+v)

J : Moment d’inertie torsionnel ou la constante de torsion de Saint-Venant

3. Barre soumise a la traction et a la flexion :

P s

<
VlI L i

Chaque nceud possede 3 ddl
(41
L4

04
Uu;

V2
\o,)
La matrice de rigidité sera la combinaison entre 2 matrices (traction+flexion) Ce qui

donne :
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u g1 04 Uz U2 0,
S -/ EA |
u, R 0 ! 0 - 0 0

l | l !
[ 12EIZ6EIZ _____________________ —12EIZ6EIZ
V1 0 I3 I2 0 : 3 ' 2
e 6EIZ4EIZ ___________________________ 6.E1, . 2EI,
01 0 12 | 1 0 T 1
"""""""""""""" EA Y EA
u, == o 0 il 0 0

l | l
e —12EIZ6E1212EIZ _________ 6.E.1,
V2 0 B 0 B T
I 6.E1, & 2.E1, @ 6.E.1, | 4.E1,
92 0 12 1 0 2 1

4. Matrice de Transformation :

Généralement dans les portiques les éléments sont orientés d’'une maniéere quelconque,
nous devons nous référer alors par rapport a un seul repére « global ». On doit donc

procéder a la transformation d’un repere local a un repere global :

Initiale

X

u; = U;.cosB + V;.sinB
neeud i: ! v; = —U;.sinB + V;.cosO

Qi

u = Uj.cose+Vj.sin

neeud | v; = —U;.sin® + Vj. cosB

Pj
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Sous forme matricielle :

u| [cose sing 0 0O 0o 0]u,
Vi —-sing cosf 0 0 0 0}V,
% 0 0 1 0 0 0 ®, .

- - {u°}=[T).{U°
U 0 0 0 cos® sing 0|U, W} = [T].{U°}
Vi 0 0 0 -sin@ cosd 0[]V,

Pj L 0 0 0 0 0 11|

Nous allons écrire maintenant la matrice de rigidité ainsi que le vecteur de forces
nodales dans le repere global d’axes :
L’expression de la matrice de rigidité attachée a un élément de poutre [Ke] dans le

systéme global d’axes aura la forme :
— T
[K¢] = [T]". [k°].[T]
Les forces nodales seront données par I'expression :

{Fe} = [T1".{f°} = [T]". [k°]. {u°} = [T]". [k°]. [T].{U°} = [K].{U®}
Avec:

[K€] = [T]". [k®].[T] : Matrice de rigidité globale

[k€] : Matrice de rigidité locale

[T] : Matrice de transformation

{F€} : Le vecteur forces nodales dans le repére global (X,Y)

{f€} : Le vecteur forces nodales dans le repére local (x,)

{U®} : Le vecteur déplacements dans le repére global (X,Y)

{u®} : Le vecteur déplacements dans le repére local (x,)

La matrice de rigidité de]” élément dans le repére global sera: [K¢] = [T]". [k¢]. [T]
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