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Elément de barre a deux nceceuds

Fonction de forme :

Pour I’¢lément a deux nceuds, le champ de déplacement s’écrit sous la forme :
u(x)= ay+ax
Les deux conditions nodales permettent de déterminer les coefficients a et a; :
u(x=0)= ay+a;0 =y
ulx=L)= ay+a1L =uy
Ou u4 et u, sont respectivement les deplacements au nceud 1 et 2. La solution donne les deux
coefficients :
U — Uy
L

X

ay=u et o=
U — Uy

L
En regroupant les termes en facteur de valeurs nodales u, et u, , on obtient :

u(x) = (1 - f) u + (E) u, = N;(x)u; + No(x)u,

ulx)=u +

L L
D’ou:
X
N(x)=1-=
1(X) I
N,(x) = =
2 L

La fonction de forme donc prend la forme : [N] = [1 —% %]

Matrice de rigidité :

La matrice de rigidité égale a :[K,] = fV [B]t [C] [B] dv
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EATL —L]_EAT1 -1
L_l[_ ]‘ [—1 1]
La matrice de rigidité donc prend la forme : [1 _1

Solution d’exercice N° 01 :

Matrice de rigidité :

7L

Vecteur des forces :

[Kq] =

(F} = (oo} + (7} = ]

Le systeme matriciel égal a
EA -
15 kol = [

1 LT 1
dX:E.A.L—lfo [_1

i

Application des conditions aux limites : u; = 0, le systéme matriciel devienne :

o kol =[F] T w=r>w=5
Déterminations des réactions :
o T R R e e

L’équilibre de la poutre est vérifie :

Ri+Fx2=—-F+F=0

Solution d’exercice N° 02 :

Matrice de rigidité élémentaire

Rxl

=-F

élément 1(nceud 1-2):

élément 2(nceud 2-3) :

élément 3(nceud 3-4) :
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Vecteur des forces :

{F}={Fnod}+{F}=

O O T o

Matrice de rigidité de la poutre (assemblage):

E,E -E 0 0
~E, 26, -E 0
L| 0 -E E+E, -E,

0o 0 -E, E

Application des conditions aux limites : u; = 0

Le systeme matriciel devient :

1 0 0 0 Jfu,) [0
Alo 26, -E 0 |ju| |F
L |0 —-E, E,+E, —-E,|lu,[ ]oO
0o 0 -E, E |u] lo
- (2E1u2 - El'llg) =F> 2E1u2 — E1U3 E -> Uz = 2u2 - ;—Z ....... (1)
Z (—E1u2 + (E1+E2)u3 - E2u4) =0~ —E1u2 + (E1+E2)u3 - E2u4 =0........ (2)
% (—E1U3 + E2u4) =0-> —E2u3 + EzU,4 =0-> U3 = Uy ....... (3)

(3) d (2) - —E1u2 + (E1+E2)U,3 - E2u4, =0-> _E1u2 + (E1+E2)u3 - EzU3 =0
9—E1u2 + E1U3 + EzU3 - E2u3 =0~ Uy = u39u2 =Uusz...... (4)

) - (1) > u, =;—'i:u3 = UDUy = Uz = uy = 2.22mm

Déterminations des réactions :

E, -E 0 ](0) (Rua
A |-E, 2E 0 [Ju,| |F
L| O E, E +E E2 u,[ ] o
0 0 u, 0
A F.L
—( Eju;) = Rx1 2Rx1 == (—E;=—) 2 Rx1=-F
L E1A

L’équilibre de la poutre est vérifie :

Ry +Fx2+Fx3+Fx4=—-F+F+0+0=0



Solution d’exercice N° 03 :

Matrices de rigidité élémentaires :

élément 1(nceud 1-2): élément 2(nceud 2-3) :

élément 3(nceud 3-4) :

11 EA[2 -2 EA[3 -3
- _= K.]==2 K. ]= ==
[k ]=EA. 2 2 []=7 {—2 2} )= {—3 3}
L.t 2
2 2

Vecteur des forces :

RxL PL
0 PL
F} = {Fnod} + {F}= +
{F} = {Fnoa} + {F} pL( ) o
Rx4 0
Le systeme matriciel :
-1 1 -
- -= 0 O
5 5 u, PL
EA| 1 5 o llu|_JPL
L 2 2 U, 2PL
0 -2 5 -3
u, 0
' 0 0 -3 3]

Application des conditions aux limites : u; = uy =0

Le systéeme matriciel devient :

1 (5) 0O O U, 0
EA (0 > -2 Olju,| J2PL| JEA[2 _2|[u] [PL
Llo <2 5 oflu[ Jap[ T L% & [lusf lore
0 O 0 1(lu, 0
EA ,5 5 PL?
T (Eu2—2u3) =PL~> EUZ—ZU3 =E ....... (1)
2
2 (=2up + 5u3) = 2PL > —2up + Suz = = ... )
4 8 4pL2
(1)XE 9 Zuz —Eu?) = SEA (3)
8  _ 2PL*  4PL> (17 _ 14PL? _ 14PL2
(2) + (3)>5u; “sW T Ta Tsm 9?u3 = T5ga W3 T Tym
5 14PL%2  pL? 5 pPL? 14PL%2 (5 45pL2
(1)95112 —2 17EA =Hégu2 =T 2 17EA %E 2 = 17Ea

9u2 =

_ 18pL?
17EA




Déterminations des réactions :

-y 1 -
- —-—— 0 0
5 > 0 Rxi+ PL
EAI_L 5 5 g tl_) Pt
L 02 22 . 3 U, 2PL
- 7o Rx4
0 0 -3 3]
EA 1 EA 118PL? 26PL
T(—EUZ)—R)Cl% RX1+PL—T(—EW)9 Rx1 = —T
EA EA 14P1? 42PL
T (—SU3) = Rx4 2> Rx4 = T (—3 17EA) - Rx1 = —T
L’équilibre de la poutre est vérifie :
26PL 42PL
Rx1 + Fx2 + Fx3 + Rx4 + 2PL = _T+0+2PL_T:0
Solution d’exercice N° 04 :
Matrices de rigidité élémentaire :
élément 1(nceud 1-2): élément 2(nceud 2-3) :
EA |1 - EA |1 -
K, [=—- K,|[=—-
(<] L {—1 1} [<.] L {—1 1}

Vecteur des forces :
f(x)=ax+b

f(x=0=0=ax0+b—->b=0

P
f(x=L)=P=a><L+0—>a=z

) =
fx =Tx
1 x? x% X3
L L —_— LixX —— _
_ _ L{P _ P L _ P2 3L
()= [ W reoax=[ 7 Mipxdx= 7 [ 1 P har= 17
L L 3L
> I3 L L2 3L2 212 L2 1
_Pl2 sL|_Pl2 3|_Ple 6 |_ Plel_ p. |6
Ll I3 L| L2 L L2 L|L? 1
3L 3 3 3 3




RxL 0

PL

{F} = {Fnod} + {F}={ 0 :+ o

Rx3 PL

Le systeme matriciel :

1 -1 0 ({u 0
EAILL 2 af- (P
0 -1 1|3 PL

Application des conditions aux limites : u; = uz =0

Le systeme matriciel devient :

EA 1 0 Offy,
T 0 2 0 U, r =
0 0 1{lu3

EA PL
B (up) =S, =

Déterminations des réactions :

1 -1 0](o0
ETA- -1 2 -1{u,+=
0 -1 1l0

RxL
PL

6

Rx3+&
3

= (—up) =Rx1> Rxl==(-

EA PL EA pPL? PL
T(—uz) = Rx3 +?9 Rx3 = T(_@) —?9 Rx3 =

_ —5PL

12

Rx3

L’équilibre de la poutre est vérifie :

PL
Rx1 + Fx2 + Rx3 +7

PL

12

——+

PL?
o) 2 Rxl=-—

0 5PL+PL_O
12 2

PL

12

PL PL

—~Z 2> Rx3=
12 3

—PL—4PL
12

9



Solution d’exercice 05 :

X
L{1—-
)= Wrgyav=s[ wegyar=s| 4 Fhpgdr= pgst

0 -
L

N R N]| -

Résolution avec 1 seul élément :

Danscecas, L =letu; =0 le systéme d’équilibre s’écrit :
EAr1 01w _ (1)
T lo 1] {uz} ~Ys

Dont la solution est :

_ wl
Y2 = 2Es
£ B -1 1 B wl
G = () + (7) 2 = 55
w
O'(X)— E

Résolution avec 2 éléments :

Dans ce cas, L = 1/2 etu; = 0, I’assemblage de deux élément conduit au systeme :

—_ — u =
12 0 2 1 2 wi1
0 —1 11\u3 =
2
Dont la solution est ;
2( = =0oa
us) BES|,
<l €1—<_1) +(1) _3w _3w
X =73 “\12)" T \12) "2 T 4Es T 45
>l gz_(_l) +(1) W W
X =3 —\12)*2 " \12)" = 4Es °T 45

N R N]| -



Résolution avec 3 éléments :

Dans cecas, L =1/3 etu; = 0, le systeme devient :

La solution donne :

3 3
21< <l
7S

1 0 0 0 Uy (1)
ESto 2 -1 0f)wl(_ ]
/310 -1 2 —1)us 1
0 0 —1 1]\uy \EJ
U 0
u(_ wl s
uz(  18ES )8
Uy 9
gl—<_1) +<1) _5w _
—\173)" " \1/3)"2 T 6Es 7=
-1 w
e=(p) et ()= o

Solution d’exercice 06 :

u(—L/Z) = a —a2§+a3

LZ

— =Uu
4 1

u(0) = a1+ a0+ a30 =|a; = uy

u(+L/2) = a1+a2§+a3% = uj

(1)+(2) donne : 2(11 + (X3L7 = U +u3 = 2'U,2 +a’3% = U +u3 ==

2

On remplace (3) dans (1) on trouve :

a, =

(uz—uq)

L

On remplace a4, a; et a3 dans I’approximation du champ de déplacement pour un élément de barre a

trois nceuds on trouve :

u(x)= oy +tayx+azx?=>u(x) = u, +

(uz—uq)

2

L

2x2 x x 4x2 2x2
:>u(x) = (L—Z—Z).ul + (1 +Z——).u2+(L—2).u3

2 2
N () = (-7

L2

M) = (1+2-2

L2

2
as = L_Z (u1 +U,3—2uZ

2
X+ (w+uz— 2u,)x?

. ()



