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• Les files d’attentes sont des systèmes où des clients se présentent à un dispositif de service, 
appelé serveur.

• Un client occupe le serveur pendant un certain temps, les autres clients doivent attendre 
avant d’être servis, formant ainsi une file d’attente.

1. Introduction

Arrivée 
des clients

File d'attente Serveur(s)

Départ des clients
Population
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• Exemples de files d’attentes et des objectifs de modélisations

1. Introduction
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Système / Client / Serveur Objectifs

Système : Bureaux de services (banque, poste, etc.) • Minimiser les temps d'attente des clients.

• Optimiser l'utilisation des ressources, notamment les guichets et le personnel.Client : client de la banque

Serveur : Guichet

Système : Centre d’appel • Réduire le temps d'attente des appelants.

• Optimiser le nombre d'agents pour répondre aux appels.Client : Téléphoniste

Serveur : Appelant

Système : Hôpital • Minimiser les temps d'attente pour les patients.

• Optimiser l'utilisation des lits, des salles d'opération et du personnel médical.
Client : Les patients

Serveur : Médecin, lit, salle d’opération

Système : Trafic aérien • Optimiser l'utilisation des pistes d’atterissage et des portes d'embarquement.
Client : Avions

Serveur : Piste d'atterrissage

Système : de production (Industrie) • Minimiser les temps d'attente des produits sur les lignes de production.

• Optimiser l'utilisation des machines et des ressources.
Client : Tâche

Serveur : Machine

Système : Trafic Routier • Réduire les embouteillages et les temps d'attente aux intersections.

• Optimiser la gestion des feux de circulation.Client : Voitures

Serveur : Feu de circulation

Système : supermarché • Minimiser les temps d'attente aux caisses.

• Optimiser le nombre de caisses ouvertes en fonction de la charge.Client : Acheteur

Serveur : Poste de caisse

Système : Ordinateur • Optimiser l'utilisation du processeur et des ressources système.

• Réduire les temps d'attente pour l'exécution de tâches.Client : processus

Serveur : CPU

Système : Réseau informatique • Optimiser la gestion du trafic sur le réseau.

• Minimiser les temps d'attente pour la transmission de données.Client : Paquets de données

Serveur : Routeur



• La théorie des files d'attente (Queueing theory) consiste en la modélisation et  l'étude des 
files d'attente

• Un modèle de file d'attente est construit de sorte à donner des réponses à des questions 
sur des caractéristiques des file d’attente telles que :
• La longueur moyenne de la file d'attente,

• Le temps d'attente d’un client,

• Le taux d’utilisation du serveur,

• …

• Les modèles de files d'attente fournissent des outils pour évaluer les performances des 
systèmes de files d'attente, et la prise de décisions concernant les ressources nécessaires 
pour fournir un service.

1. Introduction
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• La notation de Kendall est le système standard utilisé pour décrire les modèles de file 
d'attente:

A/B/C/K/D

• A : La loi d’arrivée  des clients. Il peut être:
• M (memoryless): Processus de Poisson (ou processus d'arrivée aléatoire) (c'est-à-dire, temps 

exponentiels entre les arrivées).
• G (général) si le processus d’arrivé est général.
• D (déterministe) si le processus d’arrivé et déterministe et déterministe constante.
• etc.

• B : La loi de la durée de service. Il peur être: M,G, D, etc.

• C : Nombre de serveurs travaillant en parallèle (1 ou plus)

• K : Capacite du système, c.à.d, le nombre maximum de places (clients) autorisés dans le système 
(file + serveurs). Lorsque le nombre est à ce maximum, d'autres arrivées sont refusées. Par défaut, 
la capacité est supposée illimitée.

• D : discipline de service. Par défaut FIFO/FCFP (First In First Out/First Come First Served). Mais
aussi: SIRO: Service In Random Order, PQ: Priority Queuing, etc.

2. Modélisation des files d’attente 2.1. Notation de Kendell
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• Le modèle M/M/1 est l’équivalent de 𝑀/𝑀/1/∞ /𝐹𝐼𝐹𝑂:

• Le processus des arrivées suit une loi de poisson de paramètre 𝜆. (
1

𝜆
est le temps 

moyen pour qu’une nouvelle arrivée se produise)

• La durée de service suit une loi exponentielle de paramètre µ. (
1

µ
est la durée 

moyenne de service)

• La capacité de la file est illimitée, 

• Un seul serveur. 

𝜆 𝜇

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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• Une file d'attente M/M/1 est un processus de naissance-mort à espace d’états 𝐸 =
{0,1,2,3, … } , où les valeur correspondent aux nombre de clients dans le système,

• Le processus naissance-mort modélisant un système M/M/1 peut être représenté par le 
graphe de transition suivant, donc:

Donc:
𝜆𝑖 = 𝜆, 𝑖 = 0,2,3, …
𝜇𝑖 = 𝜇, 𝑖 = 1,2,3, …

• La matrice de taux de transition :

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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Arrivée avant un départ et départ avant une arrivée

• Temps pour qu’une nouvelle arrivée se produise :

𝐴~𝐸𝑥𝑝(𝜆)

• Temps pour qu’une nouvelle départ se produise :

𝐷~𝐸𝑥𝑝(µ)

• Probabilité qu’une arrivée se produise avant un départ :

𝑃 𝐴 < 𝐷 =
𝜆

𝜆+µ

• Probabilité qu’ un départ  se produise avant une arrivée :

𝑃 𝐷 < 𝐴 =
µ

𝜆+µ

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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• La processus de Markov est ergodique si : 𝜆 < µ

• Un processus M/M/1 est un processus de naissance-mort, donc:

𝑃 𝑁 = 0 = 𝑃0 = 1 + 

𝑛=1

∞

ෑ

𝑖=1

𝑛
𝜆

𝜇

−1

= 1 + 

𝑛=1

∞
𝜆

𝜇

𝑛 −1

N: Le nombre de clients au temps t dans le système

Par application de la somme géométrique: σ𝑛=1
∞ 𝑎𝑟𝑛 =

𝑎

1−𝑟
(ssi 𝑟 < 1).

𝜆

𝜇
< 1, donc:

𝑷𝟎 = 𝟏 −
𝝀

𝝁

𝑷 𝑵 = 𝒏 = 𝑃𝑛 = 𝑃0 ς𝑖=1
𝑛 𝜆

𝜇
= 𝑃0

𝜆

𝜇

𝑛
, pour 𝑛 = 0, 1, 2, 3, . . .

𝝆 =
𝝀

µ
est appelé le coefficient d’utilisation du système ou l’intensité du trafic.

𝑷 𝑵 = 𝒏 = 𝑷𝒏 = (𝟏 − 𝝆)𝝆𝒏

𝑷 𝑵 = 𝟎 = 𝑷𝟎 = 𝟏 − 𝝆

Les probabilités stationnaires:

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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• ഥ𝑁𝑄: Le nombre moyen de clients dans la file d’attente

• ഥ𝑁𝑆: Le nombre moyen de clients en train d’être servis.

• ഥ𝑁 = 𝐸 𝑁 = ഥ𝑁𝑄 + ഥ𝑁𝑆: Le nombre moyen de clients dans le système (attente 
+ service)

• ത𝑇𝑄: Le temps moyen d’attente dans la file.

• ത𝑇𝑆 : Le temps moyen de service.

• ത𝑇 = ത𝑇𝑄 + ത𝑇𝑆: temps moyen qu’un client passe dans le système (attente + 
service). (temps moyen de séjour d’un client dans le système)

Caractéristiques du système M/M/1

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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ഥ𝑵: Le nombre moyen de clients dans le système (attente + service)
ഥ𝑁 = 𝐸 𝑁 = σ𝑖=1

∞ 𝑖 × 𝑃 𝑁 = 𝑖 = σ𝑖=1
∞ 𝑖𝑃𝑖

= σ𝑖=1
∞ 𝑖(1 − 𝜌)𝜌𝑖 = 1 − 𝜌 σ𝑖=1

∞ 𝑖𝜌𝑖 = 1 − 𝜌
𝜌

1−𝜌 2 =
𝜌

1−𝜌

• ഥ𝑵𝑺: Le nombre moyen de clients en train d’être servis: ഥ𝑵𝑺 =
𝝀

µ
= 𝝆 = 𝟏 − 𝑷𝟎

• ഥ𝑵𝑸: Le nombre moyen de clients dans la file d’attente :

Soit 𝑁𝑄 la variable aléatoire qui donne le nombre de clients se trouvant dans la file d’attente

ഥ𝑵𝑸 = 𝐸 𝑁𝑄 = 

𝑖=1

∞

(𝑖 − 1)𝑃𝑖 = 

𝑖=1

∞

𝑖𝑃𝑖 − 

𝑖=1

∞

𝑃𝑖 = ഥ𝑵 − 1 − 𝑷𝟎 = ഥ𝑵 − 𝝆 = ഥ𝑁 − ഥ𝑵𝑺

=
𝝆

𝟏 − 𝝆
− 𝝆 =

𝝆𝟐

𝟏 − 𝝆

Caractéristiques du système M/M/1

ഥ𝑵 =
𝝆

𝟏 − 𝝆

ഥ𝑵𝑸 =
𝝆𝟐

𝟏 − 𝝆

ഥ𝑵𝑺 = 𝝆 = 𝟏 − 𝑷𝟎

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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• ഥ𝑻 : Temps moyen d’attente dans le système (attente + service)

Loi de Little: 
ഥ𝑁 = 𝜆 ത𝑇

Donc:

ത𝑇𝑆: Le temps moyen de service: 
𝟏

𝝁

ത𝑇𝑄: Le temps moyen d’attente dans la file:

ത𝑇𝑄 = ത𝑇 − ത𝑇𝑆 =
𝟏

𝝁 − 𝝀
−

𝟏

𝝁
=

𝜆

𝝁 𝝁 − 𝜆

ഥ𝑻 =
ഥ𝑵

𝝀
=

𝟏

𝝁 − 𝝀

ഥ𝑻𝑺 =
𝟏

𝝁

ഥ𝑻𝑸 =
𝝀

𝝁 𝝁 − 𝝀

Caractéristiques du système M/M/1

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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M/M/1

Condition de stationnarité 𝝆 =
𝝀

µ
< 𝟏

𝑷𝟎: Probabilité que le système est vide (Aucun client dans le système) 𝑷𝟎 = 𝟏 − 𝝆

𝑷𝒘: Probabilité d'attente (la probabilité qu'un client doive faire la queue (au 
lieu d'être immédiatement servi)

𝑷𝒘 = 𝝆

ഥ𝑵: Nombre moyen de clients dans le système ഥ𝑵 =
𝝆

𝟏 − 𝝆
=

𝝀

µ − 𝝀
= ഥ𝑵𝒒 + ഥ𝑵𝑺

ഥ𝑵𝑸: Nombre moyen de clients dans la file d’attente ഥ𝑵𝑸 =
𝝆𝟐

𝟏 − 𝝆
=

𝝀𝟐

µ µ − 𝝀
= ഥ𝑵 − ഥ𝑵𝒔

ഥ𝑵𝑺: Nombre moyen de clients en service (au guichet) ഥ𝑵𝑺 = 𝝆 = 𝟏 − 𝑷𝟎 = ഥ𝑵 − ഥ𝑵𝑸

ത𝑇: Temps moyen qu’un client passe dans le système (attente + service). (temps 
moyen de séjour d’un client dans le système)

ഥ𝑻 =
ഥ𝑵

𝝀
=

𝝆

𝝀(𝟏 − 𝝆)
=

𝟏

µ − 𝝀

ഥ𝑻𝑸: Temps moyen d'attente dans la file ഥ𝑻𝑸 =
𝝆

µ(𝟏 − 𝝆)
=

𝝀

µ µ − 𝝀
= ഥ𝑻 − ഥ𝑻𝑺

ഥ𝑻𝑺: Temps moyen de service ഥ𝑻𝑺 =
𝟏

µ

Caractéristiques du système M/M/1

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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Caractéristiques du système M/M/1

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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Exemple

On considère une file d’attente M/M/1 de taux λ = 3/2 et µ = 2. Calculer :

1. Le nombre moyen de clients dans le système, ഥ𝑁.

2. Le nombre moyen de clients en service, ഥ𝑁𝑆.

3. Le nombre moyen de clients dans la file d’attente, ഥ𝑁𝑄.

Solution:

ഥ𝑵𝑺 = 𝝆 =
𝝀

µ
=

𝟑

𝟒

ഥ𝑵 =
𝝆

𝟏 − 𝝆
=

𝟑
𝟒

𝟏 −
𝟑
𝟒

= 𝟑

ഥ𝑵𝑸 = ഥ𝑵 − ഥ𝑵𝑺 = 𝟑 −
𝟑

𝟒
=

𝟗

𝟒

ഥ𝑵𝑸 =
𝝆𝟐

𝟏 − 𝝆
=

𝟑
𝟒

𝟐

𝟏 −
𝟑
𝟒

=
𝟗

𝟒

ഥ𝑻 =
ഥ𝑵

𝝀
=

𝟑

3/2
= 𝟐

ഥ𝑻𝑺 =
𝟏

µ
=

𝟏

𝟐

ഥ𝑻𝑸 =
𝝀

µ µ − 𝝀
= ഥ𝑻 − ഥ𝑻𝑺 =

𝟑

𝟐

4. Le temps moyen de séjour d’un client dans le système, ഥ𝑻.

5. Le temps moyen d’attente d’un client dans la file, ത𝑇𝑄.

6. Le temps moyen de service d’un client, ത𝑇𝑆.

Caractéristiques du système M/M/1

2. Modélisation des files d’attente 2.2. Modèle M/M/1
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• Si dans un file d’attente M/M/1 le taux d'arrivée moyen 𝜆 est supérieur au taux de service 
µ le système ne sera pas stable, c'est pourquoi il faut augmenter le nombre de serveurs. 

• Le modèle M/M/S est l’équivalent de 𝑴/𝑴/𝑺/∞ /𝑭𝑰𝑭𝑶:

• Le processus des arrivées suit une loi de poisson de paramètre 𝜆. 

• La durée de service suit une loi exponentielle de paramètre µ. 

• la capacité de la file est illimitée, 

• Le service est fourni par S serveurs (plusieurs serveurs)

𝜆

𝜇

𝜇

𝜇

…

S serveurs

File d’attente

Caractéristiques du système M/M/1

2. Modélisation des files d’attente 2.3. Modèle M/M/S
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• Une file d'attente M/M/S est un processus naissance-mort

• Le processus naissance-mort modélisant un système M/M/S peut être représenté par le graphe de transitions 
suivant:

Donc:
𝜆𝑘 = 𝜆, 𝑘 = 0,2,3, …

𝜇𝑘 = 𝑚𝑖𝑛 𝑘, 𝑆 𝜇 = ቐ

𝑘𝜇 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑘 < 𝑆

𝑆𝜇 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑘 ≥ 𝑆
𝑘 = 1,2,3, …

2𝜇 3𝜇 4𝜇 𝑆𝜇𝑆𝜇𝑆 − 1 𝜇

𝑆 − 1 𝑆 𝑆 + 1

𝑆𝜇

2. Modélisation des files d’attente 2.3. Modèle M/M/S
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Le processus est ergodique et admet un distribution stationnaire si: 
𝜆

𝑆µ
< 1 , (ou bien 𝜆 < Sµ)

Supposons que cette condition est vérifiée, donc, les probabilités stationnaires du système:

où 𝒂 =
𝝀

𝐒µ
=

𝝆

𝑺
(𝑎 est le taux d’utilisation du système)

𝑵 : Le nombre de clients au temps t dans le système

𝑷 𝑵 = 𝑛 = P𝑛: La probabilité d’avoir 𝒏 clients dans le système

4. Modèle M/M/S

𝑷 𝑵 = 𝒏 = 𝑷𝒏 =

𝑷𝟎

𝝆𝒏

𝒏!
𝒑𝒐𝒖𝒓 𝒏 < 𝑺

𝑷𝟎

𝒂𝒏𝑺𝑺

𝑺!
𝒑𝒐𝒖𝒓 𝒏 ≥ 𝑺

𝑷 𝑵 = 𝟎 = 𝑷𝟎 = 

𝒏=𝟎

𝑺−𝟏
𝝆𝒏

𝒏!
+

𝝆𝑺

𝑺!

𝟏

𝟏 − 𝒂

−𝟏

Les probabilités stationnaires:

2. Modélisation des files d’attente 2.3. Modèle M/M/S
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La probabilité qu'un client qui arrive doive attendre est:

𝑃𝑤𝑎𝑖𝑡𝑖𝑛𝑔 = 𝑃 𝑛 ≥ 𝑆 = 

𝑛=𝑆

∞

𝑃𝑛

= 1 − 𝑃(𝑛 < 𝑆) = 

𝑛=0

𝑆−1

𝑃𝑛 =

𝑆
𝑆 − 𝜌

σ𝑛=0
𝑆−1 𝜌𝑛

𝑛!
+

𝜌𝑆

𝑆!
1

1 − 𝑎

= 𝑃0.
𝜌𝑆

𝑆!

𝑆

𝑆 − 𝜌

𝐂 𝐒, 𝛒 est appelée La formule Erlang C, et exprime la probabilité qu'un client 
arrivant doive faire la queue (au lieu d'être immédiatement servi).

Formule Erlang C

𝑷𝒘𝒂𝒊𝒕𝒊𝒏𝒈 = 𝑪 𝑺, 𝝆 = 𝑷𝟎

𝝆𝑺

𝑺 − 𝟏 ! (𝑺 − 𝝆)

4. Modèle M/M/S2. Modélisation des files d’attente 2.3. Modèle M/M/S
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ഥ𝑵: Le nombre moyen de clients dans le système (attente + service)

ഥ𝑁 = 𝐸 𝑁 = 

𝒌=1

∞

𝒌 × 𝑃 𝑁 = 𝒌 = 

𝒌=1

∞

𝒌𝑃𝒌

ഥ𝑵𝑸: Le nombre moyen de clients dans la file d’attente 

Soit 𝑁𝑄 la variable aléatoire qui donne le nombre de clients se trouvant dans la file d’attente

ഥ𝑵𝑸 = 𝐸 𝑁𝑄 = 

𝒌=𝑺+𝟏

∞

(𝒌 − 𝑺) × 𝑃𝒌

ഥ𝑵𝑺: Le nombre moyen de clients en train d’être servis: ഥ𝑵𝑺 = ഥ𝑁 − ഥ𝑵𝑸 = 𝜌

Caractéristiques du système M/M/S

ഥ𝑁 = 𝜌 +
𝜌

𝑆−𝜌
𝐶 𝑆, 𝜌 = 𝜌 1 +

𝐶 𝑆,𝜌

𝑆−𝜌

ഥ𝑵𝑸 = 𝜌
𝐶 𝑆, 𝜌

𝑆 − 𝜌

ഥ𝑵𝑺 = 𝜌 =
𝝀

µ

4. Modèle M/M/S2. Modélisation des files d’attente 2.3. Modèle M/M/S
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• ഥ𝑻 : Temps moyen d’attente dans le système (attente + service)

Loi de Little: ഥ𝑁 = 𝜆 ത𝑇

Donc:

ഥ𝑻 =
ഥ𝑵

𝝀
=

𝟏

𝝀
𝜌 1 +

𝐶 𝑆,𝜌

𝑆−𝜌
=

𝟏

𝝀
×

𝝀

𝝁
1 +

𝐶 𝑆,𝜌

𝑆−𝜌

ത𝑇𝑆: Le temps moyen de service: 
𝟏

𝝁

ത𝑇𝑄: Le temps moyen d’attente dans la file:

ത𝑇𝑄 = ത𝑇 − ത𝑇𝑆 =
𝟏

𝝁
𝟏 +

𝑪 𝑺, 𝝆

𝑺 − 𝝆
−

𝟏

𝝁

ഥ𝑻 =
𝟏

𝝁
𝟏 +

𝑪 𝑺, 𝝆

𝑺 − 𝝆

ഥ𝑻𝑺 =
𝟏

𝝁

ഥ𝑻𝑸 =
𝑪 𝑺, 𝝆

𝝁 𝑺 − 𝝆

Caractéristiques du système M/M/S

2. Modélisation des files d’attente 2.3. Modèle M/M/S
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M/M/1 M/M/S

Condition de stationnarité 𝜌 =
𝜆

µ
< 1

𝑎 =
𝜆

Sµ
< 1

(𝑎: le taux d’utilisation du système)

𝑷𝟎: Probabilité que le système est vide (Aucun client dans le 
système) 

𝑃0 = 1 − 𝜌 𝑃0 = 

𝑘=0

𝑆−1
𝜌𝑘

𝑘!
+

𝜌𝑆

𝑆!

1

1 − 𝑎

−1

𝑷𝒘: Probabilité d'attente (la probabilité qu'un client doive faire 
la queue (au lieu d'être immédiatement servi)

𝑃𝑤 = 𝜌 𝐶 𝑆, 𝜌 = 𝑃0 ×
𝜌𝑆

𝑆 − 1 ! (𝑆 − 𝜌)

ഥ𝑵: Nombre moyen de clients dans le système ഥ𝑁 =
𝜌

1 − 𝜌
ഥ𝑁 = 𝜌 1 +

𝐶 𝑆, 𝜌

𝑆 − 𝜌

ഥ𝑵𝑸: Nombre moyen de clients dans la file d’attente ഥ𝑁𝑄 =
𝜌2

1 − 𝜌
ഥ𝑁𝑄 = 𝜌

𝐶 𝑆, 𝜌

𝑆 − 𝜌

ഥ𝑵𝑺: Nombre moyen de clients en service (au guichet)
ഥ𝑁𝑆 = 𝜌 ഥ𝑁𝑆 = 𝜌

ത𝑇: Temps moyen qu’un client passe dans le système (attente + 
service). (temps moyen de séjour d’un client dans le système)

ത𝑇 =
𝜌

𝜆(1 − 𝜌)
ത𝑇 =

1

𝜇
1 +

𝐶 𝑆, 𝜌

𝑆 − 𝜌

ഥ𝑻𝑸: Temps moyen d'attente dans la file ത𝑇𝑄 =
𝜌

µ(1 − 𝜌)
ഥ𝑻𝑸 =

𝑪 𝑺, 𝝆

𝝁 𝑺 − 𝝆

ഥ𝑻𝑺: Temps moyen de service ത𝑇𝑆 =
1

µ
ഥ𝑻𝑺 =

𝟏

µ

2. Modélisation des files d’attente 2.3. Modèle M/M/S
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• Le système M/M/1/K est identique au système M/M/1 exceptée que sa capacité est finie 
(le nombre maximum de clients).

• Le processus des arrivées suit une loi de poisson de paramètre 𝜆. 

• La durée de service suit une loi exponentielle de paramètre µ. 

• La capacité de du système est limitée à nombre maximum de clients 𝑲 (y compris 
celui en service).

• Le service est assuré par 1 seul serveur

𝜆 𝜇

𝐾

2. Modélisation des files d’attente 2.4. Modèle M/M/1/K
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• Le système M/M/1/K est un processus de naissance-mort à espace d’états fini 𝐸 = {0,1, … , 𝐾 −
1, 𝐾} , avec les taux de transitions 𝜆𝑖 = 𝜆, 𝑖 = 0, . . . , 𝐾 − 1 𝑒𝑡 µ𝑖 = µ, i = 1, . . . , 𝐾.

• Le processus est fini et irréductible, donc, il est ergodique. 

• Les probabilités stationnaires du système (𝜌 =
𝜆

µ
):

Remarques. 

• Si 𝜌 = 1 𝜆 = µ , alors: 𝑃𝑛=
1

𝐾+1
, 𝑛 = 0,1, … , 𝐾

• La probabilité de rejet d’un client est la probabilité que le nombre maximum de clients K est atteint:

𝐾𝐾 − 1

𝑷𝟎 =

𝟏

𝑲 + 𝟏
𝝆 = 𝟏

𝟏 − 𝝆

𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏
𝝆 ≠ 𝟏

𝑷𝑲 =
(𝟏 − 𝝆)𝝆𝑲

𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏

𝑷𝒏 = ቊ
𝑷𝟎. 𝝆𝒏 𝒏 ≤ 𝑲
𝟎 𝒔𝒊𝒏𝒐𝒏

Probabilités stationnaires M/M/1/K
2. Modélisation des files d’attente 2.4. Modèle M/M/1/K
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ഥ𝑵: Le nombre moyen de clients dans le système (attente + service)

ഥ𝑁 = 𝐸 𝑁 = 

𝑛=1

𝐾

𝑛𝑃𝑛

ഥ𝑵𝑺 :Nombre moyen de clients en service (au guichet)

ഥ𝑵𝑸: Le nombre moyen de clients dans la file d’attente 

Soit 𝑁𝑄 la variable aléatoire qui donne le nombre de clients se trouvant dans la file 
d’attente

ഥ𝑁 =
𝝆 𝟏 − 𝑲 + 𝟏 𝝆𝑲 + 𝑲𝝆𝑲+𝟏

(𝟏 − 𝝆)(𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏)

ഥ𝑵𝑺 = 𝟏 − 𝑷𝟎

ഥ𝑵𝑸 = 𝑬 𝑵𝑸 = σ𝒏=𝟏
𝑲 𝒏 − 𝟏 𝑷𝒏 = ഥ𝑵 −ഥ𝑵𝑺

Caractéristiques du système M/M/1/K

2. Modélisation des files d’attente 2.4. Modèle M/M/1/K
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ഥ𝑻 : Temps moyen d’attente dans le système (attente + service)

Loi de Little: 
ഥ𝑁 = 𝜆𝑒

ത𝑇

𝜆𝑒 : taux d’entrée dans le système

Dans le système M/M/1/K, le taux d’entrée dans le système (𝜆𝑒) et le taux d’arrivée des clients 

(𝜆) sont différents: Un client qui arrive peut entrer dans le système ou peut être perdu parce que 
le système est plein (le nombre maximum de clients 𝐾 est atteint).

𝜆𝑒 = 𝜆 × 𝑃 𝑁 < 𝐾 = 𝜆 × 1 − 𝑃 𝑁 = 𝐾 = 𝜆 1 − 𝑃𝑲

Donc:

ഥ𝑻𝑺: Le temps moyen de service:

ഥ𝑻𝑸: Le temps moyen d’attente dans la file:

ത𝑇𝑄 = ത𝑇 − ത𝑇𝑆 =
ഥ𝑵

𝝀 𝟏 − 𝑷𝑲
−

𝟏

𝝁

ഥ𝑻 =
ഥ𝑵

𝝀 𝟏 − 𝑷𝑲

ഥ𝑻𝑺 =
𝟏

𝝁

ഥ𝑻𝑸 =
ഥ𝑵

𝝀 𝟏 − 𝑷𝑲
−

𝟏

𝝁

Caractéristiques du système M/M/1/K

2. Modélisation des files d’attente 2.4. Modèle M/M/1/K
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M/M/1 M/M/1/K

Condition de stationnarité
𝜆

µ
< 1 Le système est stationnaire

𝑷𝟎: Probabilité que le système est vide 
(Aucun client dans le système) 

𝑃0 = 1 − 𝜌 𝑃0 =

1

𝐾 + 1
𝜌 = 1

1 − 𝜌

1 − 𝜌𝐾+1
𝜌 ≠ 1

𝑃𝐾: Probabilité de rejet d’un client / 𝑃𝐾 =
(1 − 𝜌)𝜌𝐾

1 − 𝜌𝐾+1

Caractéristiques du système M/M/1/K

2. Modélisation des files d’attente 2.4. Modèle M/M/1/K
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M/M/1 M/M/1/K

ഥ𝑵: Nombre moyen de clients dans le système ഥ𝑁 =
𝜌

1 − 𝜌
ഥ𝑁 =

𝜌 1 − 𝐾 + 1 𝜌𝐾 + 𝐾𝜌𝐾+1

(1 − 𝜌)(1 − 𝜌𝐾+1)

ഥ𝑵𝑸: Nombre moyen de clients dans la file d’attente ഥ𝑁𝑄 =
𝜌2

1 − 𝜌
ഥ𝑁𝑄 = 

𝑛=1

𝐾

𝑛 − 1 𝑃𝑛 = ഥ𝑁 − ഥ𝑁𝑆

ഥ𝑵𝑺: Nombre moyen de clients en service (au guichet)
ഥ𝑁𝑆 = 𝜌 ഥ𝑁𝑆 = 1 − 𝑃0

ത𝑇: Temps moyen qu’un client passe dans le système 
(attente + service). (temps moyen de séjour d’un client 
dans le système)

ത𝑇 =
ഥ𝑁

𝜆
ത𝑇 =

ഥ𝑁

𝜆 1 − 𝑃𝐾

ഥ𝑻𝑸: Temps moyen d'attente dans la file ത𝑇𝑄 =
ഥ𝑁𝑄

𝜆
ത𝑇𝑄 =

ഥ𝑁𝑄

𝜆 1 − 𝑃𝐾
=

ഥ𝑁

𝜆 1 − 𝑃𝐾
−

1

𝜇

ഥ𝑻𝑺: Temps moyen de service ത𝑇𝑆 =
1

µ
ത𝑇𝑆 =

1

𝜇
28
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• Le modèle M/M/S est l’équivalent de 𝑴/𝑴/𝑺/𝑲 /𝑭𝑰𝑭𝑶:

• Le processus des arrivées suit une loi de poisson de paramètre 𝜆. 

• La durée de service suit une loi exponentielle de paramètre µ. 

• La capacité du système est limitée à un nombre maximum de clients 𝑲.

• Le service est fourni par S serveurs (plusieurs serveurs)

𝜆

𝐾

𝜇

𝜇

𝜇

…

S serveurs

File d’attente

2. Modélisation des files d’attente 2.5. Modèle M/M/S/K
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• Le système M/M/S/K est un processus de naissance-mort à espace d’états fini 𝐸 =
{0,1, … , 𝐾 − 1, 𝐾} , avec les taux de transitions:

𝜆𝑛 = 𝜆, 𝑛 = 0, . . . , 𝐾 − 1

µ𝑛 = ቊ
𝑛µ 1 ≤ 𝑛 < 𝑆
𝑆𝑢 𝑆 ≤ 𝑛 ≤ 𝐾

• Le processus est fini et irréductible, donc, il est ergodique. 

2. Modélisation des files d’attente 2.5. Modèle M/M/S/K

30



• Les probabilités stationnaires du système M/M/S/K:

• Soit 𝜌 =
𝜆

µ
et 𝑎 =

𝜌

𝑆

• 𝑃𝐾: Probabilité de rejet d’un client

La probabilité qu'un client qui arrive doive attendre est:

𝑃𝑤𝑎𝑖𝑡𝑖𝑛𝑔 = 𝑃(𝑆 ≤ 𝑛 ≤ 𝐾) = 

𝑛=𝑆

𝐾

𝑃𝑛 = 𝑃0

𝜌𝑺

𝑆!

1 −
𝜌
𝑆

𝐾−𝑆

1 −
𝜌
𝑆

𝑷𝑲 =
𝝆𝑲

S𝑲−𝑺𝑺!
𝑷𝟎

𝑷𝒏 =

𝜌𝒏

𝒏!
𝑷𝟎 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑺

𝜌𝒏

S𝒏−𝑺𝑺!
𝑷𝟎 𝑆 ≤ 𝑛 ≤ 𝑲

𝑷𝟎 = 

𝒏=𝟎

𝑺−𝟏
𝜆𝒏

𝒏! µ𝒏
+ 

𝒏=𝑺

𝑲
𝜆𝒏

S𝒏−𝑺𝑺! µ𝒏

−𝟏

2. Modélisation des files d’attente 2.5. Modèle M/M/S/K
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• Le taux d’entrée dans le système 𝜆𝑒 = 𝜆 1 − 𝑃𝑲

ഥ𝑁 = 

𝒏=𝟎

𝑲

𝒏𝑷𝒏

ഥ𝑁𝑄 = 

𝒏=𝑺+𝟏

𝑲

𝒏 − 𝒔 𝑷𝒏

ഥ𝑁𝑠 = 𝜌 𝟏 − 𝑷𝑲

ത𝑇 =
ഥ𝑁

𝜆𝑒
=

ഥ𝑁

𝜆 1 − 𝑃𝑲

ത𝑇𝑄 =
ഥ𝑁𝑄

𝜆𝑒
=

ഥ𝑁𝑄

𝜆 1 − 𝑃𝑲

2. Modélisation des files d’attente 2.5. Modèle M/M/S/K
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M/M/S/K M/M/S

Condition de stationnarité
Le système est irréductible à espace d’états
fini, donc, il est stationnaire.

𝑎 =
𝜆

Sµ
< 1

(𝑎: le taux d’utilisation du système)

𝑃0: Probabilité que le système est vide (Aucun client 
dans le système) 𝑃0 = 

𝑛=0

𝑆−1
𝜆𝑛

𝑛! µ𝑛
+ 

𝑛=𝑆

𝐾
𝜆𝑛

S𝑛−𝑆𝑆! µ𝑛

−1

𝑃0 = 

𝑘=0

𝑆−1
𝜌𝑘

𝑘!
+

𝜌𝑆

𝑆!

1

1 − 𝜌 /𝑆

−1

𝑃𝑤: Probabilité d'attente (la probabilité qu'un client 
doive faire la queue (au lieu d'être immédiatement 
servi)

𝑃𝑤 = 𝑃0

𝜌𝑆

𝑆!

1 −
𝜌
𝑆

𝐾−𝑆

1 −
𝜌
𝑆

𝐶 𝑆, 𝜌 = 𝑃0 ×
𝜌𝑆

𝑆 − 1 ! (𝑆 − 𝜌)

ഥ𝑁: Nombre moyen de clients dans le système ഥ𝑁 = 

𝑛=0

𝐾

𝑛𝑃𝑛
ഥ𝑁 = 𝜌 1 +

𝐶 𝑆, 𝜌

𝑆 − 𝜌

ഥ𝑁𝑄: Nombre moyen de clients dans la file d’attente ഥ𝑁𝑄 = 

𝑛=𝑆+1

𝐾

𝑛 − 𝑠 𝑃𝑛
ഥ𝑁𝑄 = 𝜌

𝐶 𝑆, 𝜌

𝑆 − 𝜌

ഥ𝑁𝑆: Nombre moyen de clients en service (au guichet) ഥ𝑁𝑠 = 𝜌 1 − 𝑃𝐾

ഥ𝑁𝑆 = 𝜌

ത𝑇: Temps moyen qu’un client passe dans le système 
(attente + service). (temps moyen de séjour d’un 
client dans le système)

ത𝑇 =
ഥ𝑁

𝜆𝑒
=

ഥ𝑁

𝜆 1 − 𝑃𝐾

ത𝑇 =
1

𝜇
1 +

𝐶 𝑆, 𝜌

𝑆 − 𝜌

ത𝑇𝑄: Temps moyen d'attente dans la file
ത𝑇𝑄 =

ഥ𝑁𝑄

𝜆𝑒
=

ഥ𝑁𝑄

𝜆 1 − 𝑃𝐾
ത𝑇𝑄 =

𝐶 𝑆, 𝜌

𝜇 𝑆 − 𝜌

ത𝑇𝑆: Temps moyen de service ത𝑇𝑆 =
1

µ
ത𝑇𝑆 =

1

µ
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