ANALYSE NUMERIQUE

Prof. HAMRI Nasr-eddine
Département de Mathématiques
Université Abdelhafid Boussouf - Mila






TABLE DES MATIERES

1 NOTIONS D’ERREURS

3

1 PRELIMINAIRES . .. ...... ... ...
1.1 Exemples . . . . . . . e
2 Erreurs absolues et Erreurs relatives . . . . .. ... ... ... . oL,
2.1 Exemple . . . . . . .
22 Exemples . . .. ... ... e
3 PRINCIPALES SOURCESD’ERREURS . . . .. ... .. ... ... ........
4 PRECISION, CHIFFRES SIGNIFICATIFS . . . . . . .. ... ... . ...
4.1 Chiffres significatifs . . . . . . ... . ... .. L
5  Cumulation des erreursd’arrondi . . . . ... ... ... o oL,
5.1 Erreurs d’arrondi sur unesomme . . . . .. ... ... L.
5.2 Erreurs d’arrondisur un produit . . .. ... ... .. .. 0oL
6  Représentation approchée desnombresréels. . . . . . ... ... .. ... ... ..
6.1 Nombres en virgule flottante . . . . ... ....... ... ... .. ... ..
6.2  Non-associativité des opérations arithmétiques. . . . . . . . ... .. ... ..
6.3 Phénomeénes de compensation. . . . .. .. ... . ... . 0oL
7 SERIED’EXERCICES . . . . .. ... .. e
8 EXERCICES . . . .
APPROXIMATION
1 GENERALITES . ... ... .. ... ... ... ...,
2 APPROXIMATION . . . . . e e e e
2.1 Meilleure approximation . . . . . . . ... .. L Lo
3 APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES . . . . ... .........
4 CARACTERISATION . . . . oottt e e
4.1 Norme . . . . . . o e
5 SERIE D’EXERCICES . . . . . . . . e e e
APPROXIMATION
1 GENERALITES . ... ... .. ... ... .. ...,
2 APPROXIMATION . . . . . e
2.1 Meilleure approximation . . . . . . .. ... ... .. L L L
3 APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES . . . . .. ..........
4 CARACTERISATION . . ... ...t
4.1 Norme . . . .. . ..
5 SERIED’EXERCICES . . . . . . . . ... i

19
19
19
19
21
22
22

24



4 TABLE DES MATIERES
4 INTERPOLATION POLYNOMIALE 33
1 GENERALITES . ... .. ... ... ... ... .. ... 34
2 POLYNOMEDELAGRANGE . . ... ... ... ... .. 35
2.1 Cas ou les points sont equidistants . . . . . ... ... ... L. 37

3 Estimation de 'erreur dans l'interpolation de Lagrange . . . .. ... ... ... .. 38
4  POLYNOMEDENEWTON . . . . . ... e 40
4.1 Différences finies . . . . ... ... .. L 40

4.2 Différences divisées . . . . . . . . .. .. o 41

5  Polyndme d’interpolation de Newton: . . . .. ... ... ... ... ......... 43
5.1 Erreur d’interpolation . . . . . ... ... ... L o 44

5.2 Autre écriture du polynéme d’interpolation de Newton . ... ... .. ... 44

6  INTERPOLATION CUBIQUEDEHERMITE . . . . ... ... ... ... ...... 45
7  SERIED’EXERCICES . . . . . .. . et 45
5 INTEGRATION ET DERIVATION NUMERIQUE 47
1 INTEGRATIONNUMERIQUE . . . . . . oo ti i 48
1.1 Méthode Générale . . . . . . . ... ... 48

1.2 Approximation d’'uneintégrale . . .. ... ... .. ... .. ... 0 .. 48

1.3 Utilisation de l'interpolation polynomiale . . . . . ... .. ... ... ... .. 49

1.4  Etude delerreur d’intégration . . ... ... .. ... ... .......... 50

1.5 Convergence des méthodes d’intégration . . . . . . ... ... .. ... ... .. 50

1.6 Formulesde NewtonCotes. . . . . . ... ... ... .............. 52

1.7 Formule de type fermé : des trapézes et de Simpson . . . . . ... ... ... 52

1.8 Formuledetypeouvert: . . .. .. ... ... .. .. ... .. ... .. .. .. 53

1.9  Intégration par la méthodede Gauss . . . . ... ... ............. 53

1.10 Calcul de Lbf(x)dx ................................. 55

1.11  Erreur de l'intégration par la méthodede Gauss . . . . ... ... ...... 55

2 SERIED’EXERCICES . . . . . . . e e et 56
3 DERIVATIONNUMERIQUE . . . ... .......................... 58
3.1 Généralités: . . . . . .. .. 58

3.2 Utilisation de l'interpolation polynomiale . . . .. ... ... ......... 59

3.3 Erreur de dérivation . . .. . ... .. ... .. L Lo 60

3.4  Algorithmes de dérivation . . . . .. .. ..... ... ... .. .. ... ... 63

3.5 Formules centrales de dérivation . . . ... ... ... ... .. ........ 65

3.6 Formules non centrales de dérivation . . . . . ... ... ... .. ....... 65

4 SERIED’EXERCICES . . . . . . . ...ttt 66
5 RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE 57
1 METHODESDIRECTES . ... ... ... .. i 57
1.1 Rappel . . . . e 57

1.2 Systemes linéaires . . . . . . . . . ... L 57

1.3 Résolution d’un systéme triangulaire supérieur . . . . . . .. ... ... ... 58

2 MéthodedeGauss . . . . . . . . . . L e 59
2.1 Interprétation matricielle de la méthodede Gauss . . . . . ... ... .... 60

3 Méthodes LU . . . . . . .. L 61
3.1 Décomposition LU . . . .. ... . 61

4  Méthodede Cholesky . . . . . . . . . . 62

4.1 Factorisation de Cholesky . . . . . ... ... ... ... ... . . ... ... 63



TABLE DES MATIERES 5

4.2 Algorithme de décomposition de Cholesky . . . ... ... ... ... .... 64

5 METHODESINDIRECTES . . . .. . ... ... .. . 66

5.1 Les méthodes itératives . . . . . . .. .. ... ... .. L 66

5.2  Différentes décompositionde A . . . . . . ... oo 67

5.3 Méthode deJacobi. . . . . . . . . . . . e 67

54  Méthodede Gauss-Seidel . . . . . . ... ... ... ... Lo o L. 67

5.5 Méthode de relaxation . . . . . ... .. ... ... ... . oL 68

6  Convergence des méthodes itératives . . . . . . ... ... ... ... ..., 68

6.1 Casgénéral . . . . . . . .. e 68

6 CALCUL DES VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 71

1 Introduction . . . ... . . ... 72

2 RAPPELS . . . . . e 72

3 Calcul directdedet(A—AI) . . . . . . . . . e 72

4  MéthodedeKrylov . . . . ... . . . 72

5 METHODEDELEVERRIER . . ... .. ...ttt 74

6  Valeurs et Vecteurs Propres . . . . . ... ... . ... .. 75

7  Lacondition du calcul des valeurs propres . . ... .. ... ... ... ....... 75

7.1  Condition du calcul des vecteurs propres . . .. ... ... ... ....... 77

8 Laméthodedelapuissance . . .. ... ... .. ... ... ... .. 78

9  Méthode de la puissance inverse de Wielandt . . . ... ... ... ... ...... 79

10 VALEURS PROPRES ET VECTEURSPROPRES . . . ... ... .. .. ........ 80

11 LA CONDITION DU CALCUL DES VALEURS PROPRES . . . .. ... ....... 81

11.1 Condition du calcul des vecteurs propres . . . .. ... ............ 83

12 LAMETHODEDELAPUISSANCE . . . .. .. ... ... . ... ... ... ..., 84

13 METHODE DE LA PUISSANCE INVERSE DE WIELANDT . . .. ... ....... 85

14 Transformation sous forme tridiagonale (ou de Hessenberg) . . . . .. ... .. ... 87

14.1 a) A l'aide des transformations élémentaires . . . . . . . . . . ... ... ... 87

14.2 b) A l'aide des transformations orthogonales . . . . . ... ... .. ... ... 88

14.3 Méthode de bissection pour des matrices tridiagonales . . . . . ... ... .. 88

14.4 Méthodedebissection. . . . .. ... ... ... L L oo 90

15 DLitération orthogonale . . . . ... .. ... ... 90
15.1 Généralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux va-

leurs propres dominantes). . . . . . .. ... Lo o 91

15.2 Méthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres) . . . . 92

15.3 L algorithme QR . . . . . . . .. . . 93

15.4 Accélérationdelaconvergence . . . .. ... .. ..o 94

15.5 Critére pour arréter I'itération. . . . . . ... .. ... ... ... ... ... 94

15.6 Le ”double shift”de Francis . . . . ... ... .. ... ... ... . ... .. 95

15.7 Etudedelaconvergence . . .. ... ....... ... .. ... ... ... 96

16 Exercices . . . . .. . . . .. e 96

17 TRANSFORMATION SOUS FORME TRIDIAGONALE (ou de HESSENBERG) . .. 99

17.1 a) A l'aide des transformations élémentaires . . . . . . . ... ... ... ... 100

17.2  b) A l'aide des transformations orthogonales . . . . . ... ... ... ..... 100

17.3 Méthode de bissection pour des matrices tridiagonales . . . . . .. ... ... 101

17.4 Meéthode de bissection. . . . . . ... ... ... L Lo oo 102

18 LITERATION ORTHOGONALE . .. ... .. ... ... ... ... . ... ... 103
18.1 Généralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux va-

leurs propres dominantes). . . . . . .. ... Lo e 103

18.2  Méthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres) . . . . 105

18.3 DLalgorithme QR . . . . . . . .. .. . L 105

18.4 Accélérationdelaconvergence . . . ... ... ... .. L L. 106

18.5 Critére pour arréter I'itération. . . . . .. ... ... ... ... ... ... .. 107



TABLE DES MATIERES

18.6 Le ”double shift” de Francis . . . . . . . . . . ... ... .. .. ... .... 108
18.7 Etudedelaconvergence . .. .. ............. ... .. .. ... .. 109
19 EXerciCces . . . . . v v i i e e e e e e 109



INTEGRATIONET
DERIVATION
NUMERIQUE

47



48 CHAPITRE 5. INTEGRATION ET DERIVATION NUMERIQUE

1 INTEGRATION NUMERIQUE

1.1 Méthode Générale

Lorsque I'intégrale définie d’une fonction continue sur un intervalle [4,b] ne peut pas étre
évaluée analytiquement ou lorsque I'intégrale n’est pas donnée sous forme analytique mais numériquement
en un certain nombre de valeurs discrétes, I'intégration numérique peut étre utilisée.

I1 existe plusieurs méthodes permettant d’évaluer les intégrales de fonctions bornées sur un
intervalle [a,b]. La présence de singularité dans les fonctions (ou dans certaines fonctions) rend
les calculs parfois difficiles.

Le probléme de I'intégration numériqued’une fonction consiste a chercher la valeur de I'intégrale
définie a partir de plusieurs valeurs de la fonction sous le signe somme. L'intégrale a évaluer
étant :

b
I :j f(x)dx. (1.1)

L’intégration numérique consiste a remplacer 'intégrale (1.1) par une somme discréte sur un
nombre fini de points :

ol a; et x; sont des variables a préciser.
Pour que l’avaluation numérique soit correcte, il est nécessaire d’'imposer que toute méthode
d’intégration vérifie :
lim Iy =1 (1.2)
N—-o

Au dela de la vérification de ce criteére, la qualité d’une méthode sera évaluée par la maniére dont
la convergence vers le résultat exact s’effectue.

Nous supposerons dorénavant que les fonctions sont de classe C!(continues et a dérivées
continues) sur [4,b], mais aussi pour toute fonction f :

f'(x)<K Vxe€lab],
ou K est une constante finie. Ce qui veut dire que la dérivée de f n’est pas singuliére.sur (4, b].

On se propose alors de chercher une approximation de I. On remplace f sur [a,b] par une
fonction d’interpolation ¢ (un polyndéme par exemple) pour considérer :

bf(x)dx: b (x)dx
J serte= o

1.2 Approximation d’une intégrale
Soit w une fonction positive définie sur [¢,d], on veut approcher

d
I :J w(x)f (x)dx.

on suppose que f est connue en (1 + 1) points xy,xy,...., X,41. On écrit

n+1

I= Zaif(xi)+R
io1

ou a; seront choisi de telle sorte que R soit nul lorsque f est d’un type déterminé.
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Lorsque f est quelconque, on suppose que

A= Zaif(xi)
i1

est une valeur approchée de I et R est suffisamment petit.
Soient v, vy,...,v,41 (n+1) fonctions linéairement indépendantes continues sur [4, b]. On note
F, le sous espace engendré par ces fonctions. Pour que R soit nul, si f € F, on obtient :

n+1

d
I = f w(x)vE(x)dx = Zaivk(xi); k=1,.,n+1.
¢ i=1

On suppose que les fonctions! vy,v,,...,v,,1 sont telles que le systéme admette une soultion
unique.
Soit A,, la fonction d’interpolation de f dans F, vérifiant :

n+1

Anx) =) axve(x)

k=1
et
Au(x;)=f(x;) pour i=1,.,n+1.

nous avons
n+1

Jd WAy (X)dx =) @A, (x;)
c i=1

si

nous obtenons :
d n+l d
j wX)f(X)dx=) " aif(xi) +J w(x)e(x)dx
c i=1 c
Si la fonction d’interpolation A, (x) est le polyndme d’interpolation de f, c’est-a-dire que :

{v1(x),v2(%), o0y Vi1 (%)} = {1, %, x7)

On choisira {ay, ay, ..., a,,1} de telle sorte que R soit nul quand f est un polynéme quelconque de
degré inférieur ou égal a n.

1.3 Utilisation de l’interpolation polynomiale

Soit
n+1
An(x) = P(x) = ) Li(x)f (xi)
i=1
avec )
n+ X —x
_ ]
Lw=| =
j=1 !
j#i
d’ou

n+1

d d
p= j w(x)P,(x)dx = ZU w(x)Li(x)dx) Fx;)

i=1
Remarque 109. Sous certaines conditions sur w, {«a;} et {x;} P est une approximation de I.
Remarque 110. Les a; sont indépendants de f, ils peuvent étre calculés une bonne fois pour toute.

1. vérifient les conditions de Haar.
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1.4 Etude de l’erreur d’intégration

Si f est (n+ 1) fois continument dérivable sur [a, D], on sait qu’il existe &, € [a,b] tel que :

()= £~y = Lo L)
avec
L(x) = ﬁ(x - Xj)
en intégrant on obtient : :
R=1-P= f w1

si w(x)L(x) est de signe constant dans [c,d] (en particulier si [¢,d] ne contient aucun des points
d’interpolation, avec w de signe constant sur [c,d]) le théoréme de la moyenne donne :

f(n+1)(77)

R=T)

d
J w(x)L(x)dx, ne€lcd]

si on connait une borne supérieure de f("+1)

M1 = sup |f(n+1)(x)|

xe[a,b]

on a

|R| < M71+1

d
< (n+1)!£ |w(x)L(x)|dx

1.5 Convergence des méthodes d’intégration

Soit f une fonction continue sur [4,b] et w une fonction (poids) définie sur [a, b] telle que

d
f lo(x)|dx <M

on approche
d
= f w(x)f(x)dx

par

n+1

A= Zﬁfz‘f(xi)
in1

ou a; et x; sont a déterminer.

Probleme 111. Savoir si en augmentant le nombre de points x;, on obtiendrait une valeur de A de
plus en plus proche de I. Plus précisemment a-t-on :

n+1

d
lim Y af(x) = f w()f ()dx?
i=1 ¢

La réponse n’est positive que sous certaines conditions sur {a;} et {x;}.
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Théoréme 112. Lorsque f est une fonction continue sur [, b] nous avons

lim ia f(x; J (x)f (x)dx (1.3)

n—o0

si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. I’équation (1.3) est vrai pour un polynéme P quelconque

2. Y "*la;| est borné pour tout .

Démonstration. Soit P un polynéme quelconque. Posons

n+1
ef(x) = J x)dx — Zaf

t
) d n+1l
ep(x) = f w(x)P(x)dx — ZaiP(x,)
¢ i=1
on donc
d d n+1 +1
)= [ wPtdx+ [ wor00-Prjdx - ) airte) Z ()~ P(x,)
Cc c =1
ou
d n+1
e () =epl)+ [ @0 - Px= ) a5 - i)
¢ i=1

soit £ > 0 un nombre déstiné a tendre vers 0. D’apres le théoréme de Weirstrass 2

prendre un polynéme P tel que

nous pouvons

nax, If (x)-P(x)| <€

nous avons alors
n+1

)ef <|Ep |+€j |w(x)|dx — €Z|a|

c’est-a-dire
n+1

lef (0] < lep(x)]+ (M Z'“'

silim,_, . |ep(x)| = 0 pour tout polynéme P et si Z?:ll |a;] < N pour tout n on a

lim |£f |<E(M+N)

n—oo

cqfd

2. Sif est continue sur [a,b], il existe un polynéme de degré inférieur ou égal & n qui approche f.



52 CHAPITRE 5. INTEGRATION ET DERIVATION NUMERIQUE

1.6 Formules de Newton Cotes

On suppose que f est connue en (1 + 1) points xq,xy, ..., X,,11 équidistants, et tels que :

X1 = a4, x=x1+h
Xji = xjq1+h=a+(i-1)h
Xyp1 = Xp+h=a+nh
on prend w(x) =1, Vx € [a,b].
On pose
Xn+1+k n+l
J f)dx=) aif(x;)+R (1.4)
*1-k i=1

— Si k=0, on dit que la formule (1.4) est de type fermé.
— Sik =1, on dit que la formule (1.4) est de type ouvert.
Les coefficients ; sont donnés par

Xn+1+k
a; = f Li(X)dX
X1-k

comme les x; sont équidistants on peut poser x =a+thetona:

Xn+1+k
a; = J L(t)dt
X1k

avec

Remarque 113.

n+1
A = Apy1;X) = QX3 = Qyy_p;ennennt E a;=b-—a+2kn (1.5)
i=1

Remarque 114. Les méthodes de Newton Cotes sont convergentes pour les polyndmes mais ne le

sont pas pour une fonction continue quelconque.

En effet si d’apreés I’équation (1.5) ?:11 a; est bien bornée, il n’en est pas de méme de ;’;11 ||

car les a; ne sont pas toujours de méme.

En intégrant les formules d’interpolation on a :

1.7 Formule de type fermé : des trapezes et de Simpson

(f(x1) + f(x2)) - % (&), & €[x1,x3] (formule des trapezes)

ST

1. j;‘f fx)dx =

2. ;3f(x)dx =3 (f(x1)+4f(x2)+ f(x3)) — é‘—; (&), & €[x1,x3] (formule de Simpson)

[SUI

3. [oF Fl0dx = 3 (f (1) +3f (x2) + 3f (x3) + £ (xa) = H (), & € [x1,x4] (formule de Newton)
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1.8 Formule de type ouvert :
1[5 fodx=2hf(x) + 5 £7(E), & € [xy,x3] (formule de Poncelet)
2. ;14f(x)dx (F(xa) + f(x3)) + L2 F7(E), & € [xy,x4]
3. ff’f(X)dx b (2f (xy) - f(x3) + 2f (x4)) + B FD (&), & € [xy,x5]

4. Lfff(x)dx— (11£(xp) + f(x3)+ f(xg)+ 11 f(x5)) + 9154}51 @(&), &elxg,x6]
Remarque 115. Les formules d’intégration données entre x; et x, x3 ....peuvent étre modifiées
pour d’autres points d’interpolation.Exemple : fxxj f(x)dx = %(f(x2)+f(x3))— B (&), & €[xp,x3]

12
[ Fedx = 2hf (x3) + B £7(8), € € [x,x4])

|r "’l"; NEd

1.9 Intégration par la méthode de Gauss
1.9.1 Polynéme de Legendre

Définition 116. On appelle polynémes de Legendre, les polynémes qui s’écrivent sous la forme :

"
Y
Propriétés : Les polynomes de Legendre vérifient les propriétés suivantes :

1. P(1)=1 et P(-1)=(-1)" (n=0,1,2,....).

2. J P,( x)dx =0, (k<mn),ou Q(x)est un polynéme de degré k < n.

3. Le polynome de Legendre P,(x) posséde n racines réelles distinctes dans [-1,1].

Exemple 117.

Py(x) = 1

Pi(x) = «x

B = (31

Py(x) = %(SX3 - 3x)

Py(x) = %(35x4—30x2+3)

1.9.2 Formule de quadrature de Gauss

Soit y = f(t) une fonction définie sur [-1,1].

Probleme 118. Comment choisir ty,f,...,t, et Ay, A,,...A,, pour que la formule de quadrature

1 n
[ swae=) arw (16)
- i=1

soit exacte pour tout polyndme f(t) de degré N le plus grand.

Solution 119. Comme on a 2n constantes t; et A; (i = 1,2,...,n) alors que le polynéme de degré
2n—1 est défini par 2n coefficients, ce degré maximal dans le cas général est N = 2n—1.

Posant Lll thdt = ZleAitzk (k=0,1,....2n-1)et f(t)= 2" ! thk alors

2n-1 2n-1 n

J- f(t dt_ZCkJ. tdt—ZCkZA iAif(ti)
i=1
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comme

1 tkde = ﬂ _ % .Si k est pair_
-1 k+1 0 si k est impair

pour résoudre le probléme il suffit de déterminer #; et A; a partir du systéme non linéaire de 2n
équations

n?:l Aj = 2
i=1 Aiti = 0
-1 Ai’fizn_2 = 2n271
At = 0
Pour résoudre le systéeme (1.7), on consideére
ft)y=tpe,(t) (k=0,1,..n—1)
ou P,(t) est le polynéme de Legendre.
Les degrés de ce polynéme ne dépassant pas 2n — 1, ces polyndmes doivent vérifier :
1 n
[ =y aise
-1 i=1
et
1 n
f 5D, (t)dt = ZAitfpn(ti) (k=0,1,..n—1)
-1 i=1
comme )
| Pixiutx =0, pour (k<
-1
on
1
J tkPn(x)dx =0, pour (k<n)
-1
et donc
n
ZAitZ’an(ti):O (k=0,1,..n—1) (1.8)

sil’on pose P,(t;) =0 pour (i =1,2,...,n) les égalités (1.8) sont vérifiées pour tout A;.Si on connait
t;, on trouve a partir du systeme linéaire des n premieres équations du systéme, les constantes A;
pour (i =1,2,...,n).

Remarque 120. La formule (1.8) ou les ¢; sont les racines du polynéme de Legendre P, (t) et ou les
A; pour (i =1,2,..,n) sont définis a partir du systéme, s’appelle formule de quadrature de Gauss.

Exemple 121. Trouver la formule de quadrature de Gauss, dans le cas de trois ordonnées (1 = 3).

Solution 122. Comme le polynéme de Legendre de degré 3 est le polynome :
1
Py(t) = 5(51«3 -3t)

en 'annulant on obtient ses racines qui sont données par :

3
f = —|>=~-0,7745
5

t, = 0
3

ty = \/jzo,7745
5
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pour la détermination des coefficients A; pour (i = 1,2, 3), on obtient le systeme :

3
i1 Aj
Zézl Ajt;

2
=1 Ait]

[l
W O N

c’est-a-dire
Al + A2 + A3 =

—\@Al +\/§A3 =

3 3 _
§Al + §A3 =

wN O N

dont la solution est : A} = A3 = g, Ay = %.D’oﬁ :

flf(t)df—if"f(t')—l 5f(—\/§)+8f(0)+5f(\/§)

4 _i:1 YT 5 5
b

1.10 Calcul de L f(x)dx

Pour calculer Lbf(x)dx, on fait le changement de variable suivant :

x_b+a+b—at
) 2

on obtient :

b 1
b-a b+a b-a
L f(x)dx = T » f(T + Tt)dt

en appliquant la formule de quadrature de Gauss on a :

[ ronnae= 25 ZAif(x»

ou
. b+a+b—at'
1 2 2 1

et ou t; sont les racines du polynéme de Legendre P,(t), c’est-a-dire P,(¢;) = 0.

1.11 Erreur de I’intégration par la méthode de Gauss

Le reste de la formule de Lagrange a n points est donné par

(b—a)® " (n)* W (&)

R = mpdn+ 1)

d’ou 'on tire

55
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Exemple 123. Calculer par la méthode de quadrature de Gauss a trois ordonnées, I'intégrale sui-
vante :

1
f V1 +2xdx
0

Solution 124. Comme a =0 et b =1, d’apres le changement de variable :

b b-
x; = ;”+Tati (i=1,2,3)
on obtient :
1 1 1 1 3
X = —+—t1——+—.(—\/j):0,112
2 2 2 2 5
1 1 1 1
Xy = —+—t2:—+—.020,500
2 2 2 2
1 1 1 1 3
= —t-t3==+-.(4/2)~0,887
3 2725 2+2(\/;
donc les coefficients C; sont :
b- 15
C = 2”A1:5.§:o,277
b- 18
C, = 2“A2=§.§:o,444
b- 15
C3 = 2aA3:5.§20,277

donc ,
1 1
L f(x)dx = L VI + 2xdx = ;Cif(xi) = 1,398

l'erreur commise dans le calcul de cette intégrale s’évalue de la maniére suivante :
7
1 b—a
= (6) \
Rs 15750( . ) 7€) ou & e[0,1]

comme f(%)(x) = —945(1 + 2x)# alors max,e[o,1) |f(6)(x)| =945 donc

<—(=)" =0,5.1
3S T5750(3) = 0510
2 SERIE D’EXERCICES
Exercice 125. 1. Soit f une fonction possédant 4 dérivées continues dans l'intervalle [0, 5],
5
donner une évaluation de Jf(x)dx sachant que x; = 1; x, =2 et x3 = 4.
0

2. Soit g une fonction possédant 2 dérivées continues dans l'intervalle [0,2], donner une
2

évaluation de J(x —1)g(x)dx sachant que x; = 0; x, = 2.
0
Exercice 126. 1. Dans l'intervalle [a,b] on prend x; =a,x, =a+h=0, f ¢ C?[a,b], évaluer la
b
formule des trapézes Jf(x)dx.

a
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2. Onprend x; =a, x, =a+h, x3 =a+2h,...x,,1 =a+nh =D, retrouver la formule des trapezes
généralisée.

3. Déduire la valeur approximative de l'intégrale

1
f dx
1+x
0

pour n = 6.
4. Calculer la valeur exacte de cette intégrale et déterminer les erreurs absolues et relatives.

Exercice 127. On suppose que f est une fonction 3 fois continument dérivable dans [-h, h] et
f(4)(x) continue dans cet intervalle, f est donnée aux points: x; =—h, x, =0, x3 = h.

1. Etablir la formule suivante :

X
2x3 = 3hx? + 5h3 x3 = 3h%x - 2K3
[rwae = BT pe - 2 o)+
—h
2x3 +3hx?2 - k3
—5 () +e(x)

12h2

On donnera une expression de &(x).

2. On suppose que x € [-h,x] :

a) Montrer que &(x) peut s’écrire sous la forme :

e(x) = 55 (2~ IV FOC),

avec C € [-h, h].

b) Utiliser le résultat précédent pour donner une valeur approchée de :

dt
1+t

|
e

Quelle est la précision obtenue?

Comparer ce résultat & celui que donnerait la formule des trapézes utilisant les points x; = —%
etx, =0.

Exercice 128. Déduire la formule de Gauss de la fonction f sur l'intervalle [-1,1] pour le cas de
trois ordonnées, on prendra pour la fonction poids w(x) = 1.

Exercice 129. 1. En utilisant la formule de Gauss a trois ordonnées, calculer I'intégrale :

Jf(x)dx

a

1
2. En déduire f\/l +2x dx.
0
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3 DERIVATION NUMERIQUE

3.1 Généralités:

Pour résoudre un certain nombre de problemes pratiques (étudier la vitesse d’'un changement
a l'intérieur d’un systéme par exemple), il est nécessaire parfois de calculer les dérivées d’une
fonction y = f(x) supposée dérivable mais connue de fagon discréte sur un intervalle [4,b], ou que
I’expression analytique compliquée de cette fonction rende difficile sa dérivation.

Comment fournir une valeur approchée de la dérivée, d’ordre un ou supérieur, de f(x) en un
point de [a, b].

Le principe est d’approcher la fonction a dériver par un polyndéme d’interpolation P,(x) dont
on calcule la dérivée ensuite, c’est-a-dire en posant :

f'(x) = Py(x)

Les dérivées d’ordre supérieur de f(x) s’obtiennent de la méme facon.
Sil'on connait l'erreur d’interpolation :

Soit f une fonction numérique y = f(x) dérivable (respectivement p fois dérivable), donnée
aux points équidistants {x1,x,,....,X,,1} C [a,b] par

vi = f(x;)

Pour chercher sur [a,b] la dérivée v’ = f’(x), (respectivement la dérivée d’ordre p c’est-a-dire

y(p) =f(P)(x))

Nous allons chercher la valeur de la dérivée sous la forme :

n+1

P = FPx) = ) ai(x)f () + (%)
i=1

les a;(x) seront choisis de telle sorte que la fonction reste r(x) soit nulle si f est d'un type
déterminé ( un polymome).
Si f est quelconque et r(x) suffisamment petit nous considérons que :

D(x)=) ai(x)f(x)
i=1

est une approximation de fP)(x).

Soient vy, vy,...,v,41 (n+1) fonctions linéairement indépendantes p fois continument dérivables
sur [4,b]. On note F, le sous espace engendré par ces fonctions. Pour que r(x) soit nul, il faut que
les fonctions v(x) vérifient

n+1

vP)(x) = Zai(x)vk(x,-); k=1,.,n+1.
i=1

On suppose que les fonctions® vy,v,,...,v,,1 sont telles que le systéme admette une soultion
unique.

3. vérifient les conditions de Haar.
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Soit P, la fonction d’interpolation de f dans F, vérifiant :

n+1

Po(x)= ) agve(x)

k=1

et
P,(x;)=f(x;) pour i=1,..,n+1.

nous avons
n+1

PP =) ai(x)Py(x)
i=1

si

nous obtenons :
n+1

£ =) @i falx) +eP ()
i=1

Remargque 130. Si la fonction d’interpolation P,(x) est le polynéme d’interpolation de f, c’est-a-
dire que :
{v1(x), v2(x), ..., v (X)) = {1, x,..., x™)

On choisira {a; (x), @p(x), ..., @41 (x)} de telle sorte que r(x) soit nul quand f est un polynéme quel-
conque de degré inférieur ou égal a n.

3.2 Utilisation de I'interpolation polynomiale

Nous pouvons remplacer la fonction f par son polynéme d’interpolation de Newton (par
exemple)

k(k—1)(k-2)

k(k—1
y = fx)=pi+kAy; + (2, Iy, + T AR
2 3 _ 2
= y1+kAy1+kzkAzyl.}_#A?’yl_{_...
Ou s
k= hl et h=xi-x (i=1,2,..)
Comme dy dydk 1d
iy 4Y _ayak 14y
Y=g T dkdx - hdk
On obtient

Azyl +

3k?2—6k+2
TA3})1+...:|

, 1
y (x)zﬁ[Aw

D’une fagon analogue, comme
dy’) _ d@’) dk
dx dk dx

y"(x) =
ona
v (x) = % [A291 + (k= 1)A%p; + -]
Remarque 131. On procéde de la méme maniére pour chercher les dérivées d’un ordre quel-
conque.

Remarque 132. Pour chercher les dérivées p’(x),y”(x) en un point fixé x, il faut prendre comme x;
la valeur tabulée de I'argument la plus proche de ce point x.
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Remarque 133. Lorsqu’on cherche la valeur de la dérivée ou des dérivées de y aux points d’inter-
polation x;, on peut considérer toute valeur tabulée comme étant une valeur initiale; on a alors

, 1 A%y Ny Aty Ady
y(xl)—ﬁ[Ayl_ > Y3 T tYy

et

1 [A2y1 Ny

, 11 5
yx) =17 3 +EA4}’1—8A5V1+"'

3.3 Erreur de dérivation

3.3.1 casdee’=f"-P,
Soit P, (x) le polynéme d’interpolation de f. Nous avons

n+ n+1

1
P(x)= ) awi(x) = ) Li(x)f(x;)
i=1

i=1
On sait que pour tout x € [a,b], il existe &, € [a,b] tel que

n+1

(x) = f(x) = Py(x) = #[]_[u—xi)]ﬂ"*”(éx).

(n+1)!

=1

n+1
Par ailleurs €(x) = L(x)g(x) avec L(x) = [](x —x;) et g(x) = ﬁf(”“)(éx), en dérivant nous
i=1 ’

¢'(x) = f/(x) ~ Py(x) = L'(x)g(x) + L(x)g (x). (3.1)

Le point x pour lequel nous cherchons une approximation peut étre :
- soit I'un des points d’interpolation x;.
- soit un point de [4, b] différent de x; pour tout i.
Lerreur commise ne sera pas la méme dans les deux cas.

obtenons

a) six =x; dans ce cas L(x;) =0 et

n+1

jljl(x_xj) n+1 n+1
L(Xi):’}gl’}ix——xi:)}gly}i | (X—Xj):rl(xi—Xj)
j=1 j=1
j#i J#i
d’ou
1 n+1
(x)= —— ) ) +1)

“0= G ]E[m_x]) e

j=i

b) si x # x; pour tout i, dans ce cas nous devons connaitre une estimation de g/(x). Si f est
(n + 2) fois continument dérivable, pour tout x € [a, b], il existe un élément 7, tel que

0 = T 2 )

danscecasona:

1
€)= Gl W) 4

g L)
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Si on connait des bornes de f("*1) et f("+2), c’est-a-dire si on note

- )
M= eyl

nous avons alors
n+l

/ My
€ (xi)| = (nTll)!I_[(xi - Xj)

j#i
et M M
ﬁ (L’(x)l + 2 L(x))| pour x € [a,b];x 2 x;;i=1,2,..,n

') < 1+ 2)!

Si P,,(x) est un polynéme de Newton contenant les différences Ay;,A%y,..., A"y et si l'erreur
correspondante est donnée par :

l’erreur de la dérivée s’écrit :

comme

() = X X2) X2 2 ey gy gt KEZ D)o (K2 ) ey

(m+1)! (m+1)!
ot & € [x,x,,]. En supposant que f € C"*2) on obtient :
iy = S 2 1A T k(= 1) (k= m)] k(= 1)k =) S £ ()

dk dx  (m+1) dk dk
en supposant j—kf(m“)(é) bornée et tenant compte du fait que dd—k [k(k=1)--(k—=m)]_o = (-1)"ml,

on en tire avec x = x; et par suite avec k =0,

hm
(m+1)

r(x) :(_1)111 f(m+1)(£) (3'3)

Exemple 134. Calculer y/(50) pour la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

X 50 55 60 65
vy | 1,6990 | 1,7404 | 1,7782 | 1,8129
Solution 135. Formons le tableau des différences finies comme suit :
X 47 A%y A3y A%y
50 | 1,6990
0,0414
55| 1,7404 -0,0036
0,0378 0,0005
60 | 1,7782 -0,0031
0,0347
65 | 1,8129

3.3.2 casdeel) = f(P) —P,Sp)

En généralisant I’équation (3.1) on obtient :

e®(x) = Z[}{)L(P—j)(x)g(j)(x) (3.4)
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en supposant que f soit (n+ 1 + p) continument dérivable, cette equation (3.4) s’écrit

P (n+1+7j) £
p — E C ) J
8( )(x)_j _ ][(p ] (x)m

» 5] S [al b]
en réecrivant autrement 1’équation (3.2) on obtient :

op

ﬂf [, X1, e Xpp1 ] = F 12X, 0%, X7, 00 X1
~——
p+1 fois
ona:
p : .
elP)(x) = ZUZ,L(p*])(x)f X, Xy Xy X1 5 ey Xyl
jZO ~—_—
j+1 fois

lorsque les points sont équidisants c’est-a-dire si
posons : x = xq + th, nous avons :

ix; =x;_1+h=x1+(({—-1)h, i > 1 et si nous

Lix) = Li(1) = ]Hll@
et ]n+1

P,(x) = pu(t) = Zli(t)f(x,)
d’ou :11

Bi(0) = pi() = ) L(0f (x)
et -

’

i(t), lfp)(t) ne dépendant ni de / ni de x;, peuvent étre tabulés.

Remarque 136. Les coefficients [;(t), |

Exemple 137. Trouver l'extremum de la fonction donnée par le tableau suivant :

x 1,80 1,82 1,84 1,86 1,88 1,90
v | 0,5815170 | 0,5817731 | 0,5818649 | 0,5817926 | 0,5815566 | 0,5811571
Solution 138. Le tableau des différences est donnée par le tableau suivant :
x 47 Ay A%y A3y
1,80 | 0,5815170
0,002561
1,82 | 0,5817731 —-0,001643
0,000918 0,000002
1,84 | 0,5818649 -0,001641
-0,000723 0,000004
1,86 | 0,5817926 -0,001637
-0,002360 0,000002
1,88 | 0,5815566 -0,001635
-0,003995
1,90 | 0,5811571
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I'extremum est atteint pour f/(x) = 0 c’est-a-dire :

, 18-0,00072 k2-10, 2+0, 4
0:00009 820 000 3+k(_0’001641)+3 : 0,00000 ;0 00000

ou 3
0= §k2—1641k+97
ou aussi 97 |
k=——+—k?
1641 ' 1094
ce qui donne k =0,05911 d'ott x =x; +kh=1,84+0,05911.0,02=1,8411822.

3.4 Algorithmes de dérivation

Les formules de dérivation numériques déduites au paragraphe précédent pour la fonction
v = f(x) au point x = x; ont I'inconvenient de n’utiliser que des valeurs de la fonction pour x > x;.

Les formules de dérivation qui tiennent compte des valeurs de y = f(x) aussi bien pour x > x;
que pour x < x; sont relativement plus exactes. Ces formules s’appellent formules de dérivation par
différences centrales.

Soient ..., x_3,Xx_5,X_1,Xq, X1, X2, X3,...un systéme de points équidistants et numérotés symétriquement
par rapport a xg, & pas x;,1 —x; = het y; = f(x;) les valeurs correspondantes de y = f(x). Si on pose

_ X —X1
k= h
alors si le le polynéme d’interpolation est le polynéme de Stirling, on aura :
2 2(12 _ 1 2(1.2 _ 1
y = f(X)=po+kAy 1+ %Azy_l + %A‘%y% + %A‘*;}_z + (3.5)
RE-1)(,2-2%) 5 KPR -1)(K-2%)
" 51 A3+ 6! AY3t-
ou Ay; =vi1 — Vs Ay_% = w, A3y_% = %’ AS}J_% = %, etc...
En tenant compte de :
dk 1
dx h
on obtient de la formule (3.5) :
1 3k? -1 2k? -
v = fl(x)= E(Ay_% +kA%y_ + A3y_% D Ay, +
5kt —15k% + 4 3k — 10k> + 4k
- N S o
120 Y37 T 360 Y3t
et
7 7 1 6k2 _1
y'o= )= ﬁ(Azy—l +kA%y 3+ B Aty ,+
2k3 -3k 5 15k*-30k?+4
o At T30 AVt
en particulier si k=0,on a:
R 1.3 1 .5
y(Xo)—E(A}/_%—gA y_%+%A yos+e) (3.6)

et
7 _ 1 2 1 4 1 6
v"(x0) = ﬁ(A V-1 ——12A ZJ—2+—9OA Y3+-) (3.7)
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Exemple 139. Calculer la dérivée p’(1) et la dérivée seconde p”’(1) de la fonction donnée par le

tableau suivant :
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x 0,96 0,98 1,00 1,02 1,04
v | 0,7825361 | 0,7739332 | 0,7651977 | 0,7563321 | 0,7473390
Solution 140. En composant les différences de la fonction y = f(x) on obtient :
X % Ay A%y A3y A%y
0,96 | 0,7825361
-0,086029
0,98 | 0,7739332 -0,001326
-0,87355 0,000025
1,00 | 0,7651977 -0,001301 0,000001
-0,88656 0,000026
1,02 | 0,7563321 —-0,001275
-0,89931
1,04 | 0,7473390
et en appliquant (3.6) on a:
1 7 1 25+2 1
y'(1) = 87355488656 (7 1 25+ 6.10—7+—.1.10—7):

0,02 2 6 2 30
—-50(88005,5+4,2+0).1077 = —0,4400485.

et

1
”(1 —(-1301.1077 = —.1.1077) =
vy 0,022 12 )

-2500.1301.10~7 = -0,325250.

Remarque 141. Quand les points d’interpolation sont équidistants, les différences divisées sont
remplacées par différences finies.
- On appelle différences finies d’ordre 1 progressives, notées Vj, f, la fonction définie par :

Vif ()= £ (f Gt )~ F(2)

-On appelle différences finies d’ordre 1 régressives, notées V},f, la fonction définie par :

Vuf () = 1 (F ()~ f (=)

-On appelle différences finies d’ordre 1 centrales, notées 9y, f, la fonction définie par :

1 h h

onf(x)= ﬁ(f(H 5)—f(X— E))

- On définit les différences finies d’ordre k progressives, notées V’ﬁf, la fonction définie par :

Vif(x) = Vi(V} ()

-On appelle différences finies d’ordre 1 régressives, notées Vﬁf, la fonction définie par :
Vif () = ViV ()

-On appelle différences finies d’ordre 1 centrales, notées 6’];/’, la fonction définie par :

SFf(x) = 0,(05 1 f(x))
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Remarque 142. On appelle différences non divisées le produit
k _ xgk,k
Vi =V, h
pour les différences non divisées progressives,
ok _ ki k
Vi =V, h
pour les différences non divisées régressives, et
k _ skik
o' =oyh

pour les différences non divisées centrales.

3.5 Formules centrales de dérivation

2
£ = 5 (1)~ f o) = o fOE), & €y ]

4

i f(s)(é): e [x721x2]

F/(30) = o (F0x-2) = 8f (v1) + 8 1) = Flx2)) + 55

h?
£ (o) = 3 (F 1) = 2 (ko) + Flx) + 15/ HE), €€ [y,

4

h
F700) = 5 (2 (v-2) + 32 (x01) = 60f (x0) + 32f (1) = 2f (12)) + g (), & € [x,30]

3.6 Formules non centrales de dérivation

hZ
F(e1) = (-3 () + 4 (o) = F)) = 5 fE), € €]

2

£ = 5 ()= 4 (o) + 3 () + 5 FOUE), & €y,

4

FGeo1) = o (<257 (xa) + 48 (1) = 36 (xg) + 16 (x1) = 3 (x2) + %f@((z), £ €lxp 1)

1 4

h
flxn) = o (<f (x2) + 6f (x1) = 18f (xo) + 10f (x1) + 3f (x2)) = 55 f (&), & €xp:2]

4
F(x2) = 37 (3 (x-2) = 16 (x1) + 36 (x0) =48 (x4) + 25 (x2)) = 5 fO(E), & €l )
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4 SERIE D’EXERCICES

Exercice 143. Soit f une fonction possédant (n + 2) dérivées continues dans l'intervalle [a,b],
lerreur d’interpolation polynomiale en (#+ 1) points est donnée par :

_ _ _ (n+1)
en(x) — f(X)—Pn(X) - (=21 )(x X2)~~(~'K1;n+1)f (&x)

1. Calculer €;,(x);

2. Donner une évaluation de €;,(x) en un point d’interpolation xy;
3. Pour n=1,x| = a,x, = a+h, calculer p{(a) et €](a);

4. Pour n=2,x; =a,x; =a+h,x3 =a+2h, calculer p}(a) et €)(a).

Exercice 144. Calculer y’(0,97) de la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

X 0,96

0,98

1,00

1,02

1,04

y

0,7825361

0,7739332

0,7651977

0,7563321

0,7473390

Exercice 145. Calculer y’(50) et ”’(50) de la fonction y = log(x) donnée par le tableau suivant :

X 50 55 60 65
y | 1,6990 | 1,7404 | 1,7782 | 1,8129
Exercice 146. 1. Soit f(x) = €%, on donne le tableau suivant :
X 0,4 0,6 0,7 1,0
y | 1,491825 | 1,822119 | 2,013753 | 2,718282

2. Calculer (0, 8) et donner une majoration de l’erreur.

3. Calculer (0, 8) et donner une majoration de l’erreur.



