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Chapitre 6

Résolution des systemes d’équations
linéaires par les méthodes indirectes.

6.1Introduction:

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les méthodes directes pour
résoudre les systemes d’équations linéaires sont efficaces pour obtenir une
solution exacte. Par contre, si le systeme est d'ordre plus élevé, I'obtention de
la solution par ces méthodes nécessite un grand nombre d’opérations.

Les méthodes indirectes (méthodes itératives) sont tres faciles pour résoudre
les systemes d'équations d'ordre plus éleve. Ce chapitre donne le principe de
ces méthodes et illustre I'utilisation de quelques méthodes itératives pour
résoudre les systémes d’équations linéaires.

6.2 Principe des méthodes itératives :

Le principe des methodes itératives est de construire une suite de vecteur

(")

(x);2, _, Quitend vers un vecteur x solution exacte de Ax = b

........

souvent, on part d’une approximation x(® de x.

x©@ = 9% Oy

6.2.1Procédure
Au départ, le systéme que 1’on cherche a résoudre est donné par ;

AX =D ..ccoiiiiii 6.1)
on décompose la matrice A en deux matrice comme suivant :
A=M-N

Par remplacement le systéme s'écrit
Mx = Nx+b ... ... e v e o ... (6.2)
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a partir du vecteur initial x©.
Ou obtient la solution :

x®D =M INx©@ M- 1p . (6.3)
Cette étape est dite la premiére itération.

On utilise le vecteur x™ comme une solution initiale pour trouver

x@ =M INxD 4 M~ 1p .. ... (64),
Donc, c’est la deuxiéme itération.

Et ainsi de suite jusqu’a I’étape £ ou la solution approximative est donnée
par :

xP+D = MIN x)  M~1p........(6.5)

6.2.2Décomposition de la matrice A :

d;=—a; i=1n D diagonal de la matrice
lij = —aij l>j'

L matrice triangulaire supérieure
lij=0 i<y
W = —a; U matrice triangulaire inférieure
u;j =0 J<i

6.3 Méthode de Jaccobi :
6.3.1Principe de la méthode de Jaccobi
Considérons le systeme

Ax=B

Suivons les etapes mentionnées dans le paragraphe précédent,

A=M-N

Dans ce cas
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M=D et N=L+U
x®*D = D=1, + )x + D 1p

Alors la relation itérative de Jacobi est la suivante

A+1 h h h
xl( ) = (b1 — a12x§ ) - a13x3(' e —QA1in x7(1 )/a11
A+l ) ) h
xé ) = (b — a21x£ ) - azsxsE b e —lon xr(l )/azz
A+l ) ) h
er(l ) = (bn — anlxi ) — anzxg i, ~Ann-1 xr(z—)l/ann
Avec a;; 0

6.2.2 Condition de la convergence

La condition suffisante pour la convergence de cette méthode est

ilaij| <lagl i=Tn (diagonale dominante)
i#4

Ou arrive a la solution lorsqu’on obtient :

|xi(n) — xl-(n_l)| <e&.  (Erreur obsolue)

Ou bien lorsque :

|x§n)_x§n__1)| < (Erreur relative précision)
T =© p

Exemple :
Résoudre le systeme suivant par la méthode de Jaccobi
le_x2+x3 = _1

3x1 - 3x2 +9x3 =0
3x1 - 2x2 + 5x3 =4
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( (/a) (& X xgk_l)
2
(£-1) (£-1)
) x(%) _ —Xl 3X3
2 3
£—1)3 £—1
K3 T 5

On propose la solution initiale
x(© = (0.0.0)¢

xM =05 ¥ =009
(1) —0 (z> —19
x§1> = 0.8 (2) =1.1

6.4 Méthode de Gauss-Seidel :

Dans ce cas

M=D-L

xPD = (D — D)WUx™ + (D - L)'
(D-L) x+D = yx™ 4+ p

(D-L) x**D = gx™ 4+ p
x™ = p7iLx+D 4 g-1yx® 4 p~1p

Alors la relation itérative de Gauss-Seidel est la suivante

A+l A A
( ) = (by — a12x§ ) a13x§ S e A1 x7(1 )/a11
h+1 A+l A A
( ) = (b — a21x£ = a23x§ b e —l2n x7(1 )/‘122
At+1 A+l A+l At+1
kx,(l ) = (b, an1x£ ) anzxg W ce—Qpn—1 x( M )/ann
Aveca; # 0
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Remarque :

Cette méthode a la méme condition de convergence que la méthode de
Jaccobi.

Exemple
La solution du systéme précédent par la méthode de Gauss-séidel est:
( LD _ =D _
LB X2 3
1 2
() (£-1)
) x(k) _ —Xq - 3x3
2 3
3
K3 = 5
xM =—1/2 P =—1/2
D =1/6 XD =0
xM =1/6 P =—-1/2
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