Chapitre 5 Résolution des systemes d’équations
linéaires par les méthodes directes.

Chapitre 5

Reésolution des systemes d’équations
linéaires par les méthodes directes

5.1Introduction :

La résolution des systemes d’€quations linéaires modélisent la majorité des
phénomenes physiques tels que :

- Tension dans une structure

- Flot dans un réseau hydraulique

- Mélange de produits chimiques

- Vibration d’un systéme mécanique

- Elasticité

- Potentiel dans un circuit électrique

- Transfert de chaleur

- Reduction d’équations différentielles.

5.2 Généralités sur les matrices :

5.2.1 Definition:
Une matrice d’éléments de IR est un tableau a deux dimensions composé de m
lignes et n colonnes. L’ensemble des matrices de IR de dimension m,n est

noté M,, ,, et forme un espace vectoriel sur IR.

5.2.2 Propriétés :
Soient A et B deux matrices :
e A+B=|aj+bj]mml<i<m 1<j<n
o A= [aaij]m,n
e On appelle transposé de A la matrice A* telle que :

[A']j =a; 1<i<m, 1<j<n
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e Soient A € My, ,et B € M, , alors le produit C € My, , est donné par la
formule suivante. Cij = Lp=1Qipbp;1<i<m, 1<j<n

e AB # BA

e A(BC) = (AB)C = ABC

e «a(AB) = (a¢A)B = A(aB)

e On dit qu’” une matrice A € M,, ,est inversible si et seulement si
AA™ 1 =A4"1A=1

e Une matrice A est dite symétrique si A® = A (autrement dit si a; ; = a;;) et
antisymétrique si At =-A

e Ondit que A est orthogonale si: A7 = At

e Une matrice A est dite triangulaire inférieure si a; ; = 0 pour j > i

e Une matrice B est dite triangulaire supérieure si b; ; = 0 pour i > j

a110 cee O b11 0
an1
Ann 0 0 by n
5.3 Systemes d’équations:
On appelle systtme de m équations an INCONNUES X1, X7 .......ceveenen.. Xn la
famille d’équations.
all x1 + alz xz + """"" + alnxn b1
A1%1 + QgpXp + veeeee e + AapXn = by
Am1X1 + QX + 0 e e F A Xy = by

Que I’on peut mettre sous la forme Ax = b
Ou: A € M, (IR) est une matrice donnée par ses éléments (a; ;)
1<i<m1<j<n e x le vecteur inconnu de composantes

(X1, X5 er et et e e X))
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On va ¢étudier dans ce chapitre les systemes d’équations lin€aires dont le
nombre d’équations est €égal a ceux d’inconnues et dont le déterminant est non

nul. Un systéeme d’équations linéaire de n équations avec n inconnues s’écrit

alors :
a11 x1 + a12 xz + """"" + alnxn —_ bl
a21x1 + a22x2 + """"" + aann —_ bz (5 l)
An1X1 + AQpaXy + 0 e A Xy = by

Ce systéme peut s’écrit sous la forme Ax =b  ou sous la forme matricielle

A11A12 v e o a1nl X1 b,
a21 a22 ......... G,Zn xz _ bz
a n x’fl bn

A Ay we oe one n

5.4Résolution des systémes d’équations linéaires par les méthodes directes :

- Les meéthodes directes : celles ou on obtient la valeur exacte de la solution
aprés un nombre fini d'opérations,

- Les méthodes itératives (indirectes) : elles consistent a construire une
suite de vecteurs x* convergeant vers la solution x cherchée. On s'arréte
bien sir au bout d'un nombre fini n d'itérations choisi pour que x" soit
suffisamment voisin de x.

5.4.1 Méthode de Gauss :

La méthode de gauss consiste a transformer le systtme A x =b a un systeme
triangulaire supérieur équivalent & I’aide d’un algorithme dite algorithme
d’élimination.

On va appliquer les opérations suivantes pour obtenir un systeme triangulaire :

- Une équation peut étre remplacée par cette méme équation a la quelle en ajoute
ou on retranche un certains nombre de fois une autre ligne.

- La multiplication d’une équation par un constant non nulle.

- La permutation de deux lignes ou deux colonnes.
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5.4.1.1Résolution d’un systéme triangulaire supérieur :

Si le systéeme A x = b est triangulaire supérieure, il a la forme suivante :

5.4.1.2Théoreme (unicité de la solution):
Soit le systéme triangulaire supérieur Ax = b ou A € M,,,,,(IR) est une matrice
carréeetb € IR™,siay, , +# 0V £ € [1,n].

Alors le systeme A x = b admet une solution unique x donnée par

n
LR '
Xi = — i ai]-x]- l
a;i

j=i+1

n1

Si la matrice A est triangulaire inférieur le systeme A X = b s écrit comme

suivant :
i
Zaijxj=bi L=1,n
j=1
a;; =0 Sij>1
Alors :
i—1
1
xl=a b; — . a;jixjli=1n
j=1

5.4.1.3 Etapes de la méthode de Gauss
Principe : transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure.

Dans le systéeme (5.1) on regroupe A et b dans une seule matrice [A: b].

tran aformation . . .
et [4:b] [AM: b™] 0u A™est une matrice triangulaire

supérieure équivalente a A.
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W AWx =pD ... (2)
@ = (D) = D — O _
Avec A® = (aP)=4 , bV =pD =
(D (1) CORFRCOR ALY
A7 A31 wen e e a,,;-by | L1
® (1) 1 ;@
A31 Ayy e e e Ay, -by 7 | L3

cest —a—dire:[A:b] =

@ 1)
Ko s RSN

ROPICING

Apres I’¢limination de Gauss on obtient la matrice

W™a® ™y ®
0 a® ... ™ [0

[A(”): b(n)] =

0 0 0 0 al).pPIL™

Avec L(l.j) représente la ligne i a I’étape j.
Enfin on résout le systéme A™x = b™dont x est la solution exacte du systéme
A x =Db.

On procede de la maniére suivante :

Etapel : Onpose A = AW et b = bV

Si all(l) # 0 on fait les opérations suivantes :

L(12) _ L(11)

®
@ _ O _ %@
L =L — =i

(1 ™~1
aq

L;est maintenues

On obtient alors :
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Chapitre 5
(2 _(2)
A7 A5 e
()
0 a;; ...
(4@ p@] =|,
0 ...
L0 ar(lzg

Et ainsi de suite :
(k+1) _ (k)
L, =1L,

(k)
Aix Q)
(k) "k

Ak

JLgk+1) _ Lgk) _

\

Résolution de A®x = p™

Ax =b 0 AW x = pMW &

2 2)1,@
~a) pPNL§
2 .|,
. a2n . b2 L2
NI
aﬁ)xl + agzl)xz T +a§7;l)xn = by

a1(11111) Xn = by

On commence par déterminer x,, puis x,,_...(résolution par retour en arriére).

Exemple :

Trouver la solution du systéme suivant par la méthode de gauss :

|

1 3 3 0
AW =[0o -4 -6 2
0 -7 -3 11

L’étape 1 : élimination de x;
1P — 1 - 21

1P — 1Y - 31

1 +3 3
A® =[0 -4 -6
0o -7 -3
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x1+3x2+3X3=0

le + 2x2 =2

3x1 + 2x2 + 6X3 =11
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L’étape 2 : élimination de x, :

—7
Lgs) . L(32) _ (_) L(zz)

)
1 43 3 i 0
—4 —6 i 2
3_ .
A()—g 15 15
2 7 2

On remplace inversement on obtient

15 15
YX3=7$X3=1
—4x2—6X3=2=>x2=—2

x1+3x2+3X3=0=>x1=3

5.4.2 Méthode de Cholesky :

Pour résoudre un systéme d’équation linéaire A x =Db il faut que la matrice A soit
symétrique définie positive.
5.3.1.Définition :

Une matrice est dite definie positive si et seulement si pour tout

XEIR"+0: xtAx >0

allalz ......... aln

.. . a21a22 ......... az
Condition suffisante pour que A = "
Ap1App oon een e Ann

<
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A est définie positive si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs
(det Acpy,_,., > 0) c’estadire:

a1 >0

|311 a12

>0
dz1 a22|

det4 >0

5.3.2 Décomposition de la matrice A :
Une matrice A symetrique, definie positive si et seulement s’il existe une

matrice L triangulaire inférieure inversible telle que A = L Lt

5.3.3 Algorithme :
Soit A une matrice symétrique, définie positive pour resoudre

le systeme Ax = b il faut résoudre :

{Ly=b
L'x=1y

Construire la matrice L = (lij)triangulaire inferieure telle que

A=LL ou A=(a;) et a; =Xk 1tintin F=i

DOﬂC all == flf = ‘611 = \/all
a1 - A
et ap1 = 'gil'gll = 'gil = g_ul = Z,n
11

La construction de la matrice L se fait colonne par colonne
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-1

—_ 2
Cpp= am—z%j
j=1

Et: a;p = Zszl gijglz,j = gl/&gkf& + z:f/:_llfij gki‘

Donc : £, 4 = a; . — X0t €1 Lr )/ Ch s

Exemple 1:
2 _[*1 2
a=[, )x=[c]er
xtA x = (xq,x,) (x1+ 2x2>=(x + 2x )2+4x2=0(:){x1: x=0
LAz le'l' 8x2 1 2 2 x2=0
Alors A est définie positive.
Exemple 2 :
9 3 15
Soit la matrice A=|3 5 7
15 7 42
3
Et le vecteur b = | 5
15
Condition de convergence (méthode de Colesky) =A symétrique définie
positive.
- A est symétrique
- Est-ce- que A est définie positive
A=9>0
19 3|_4c_o-
A=y £|=45-9=36>0

L.BAZIZ

<



Chapitre 5 Résolution des systemes d’équations
linéaires par les méthodes directes.
As

5 7

A:9|7 42

~ det -3 o+ 18] °| = 9(161) - 321) + 15(59)

= 1449 — 63 - 810 =576 >0

Alors A est symétrique définie positive.
Décomposition de A :
€11 0 0 gll €21 €31
A:LLt: ’€21 ‘€22 0 0 ’€22 ’€32
'€31 '€32 '€33 0 0 €33

0% t11%21 ?11f31
= [£21%11 0,7 + 4,7 ty1031 + 2283,
031811 31821 + P32l 051 + 05, + 055

La 1° colonne :

2, =9=+¢,=3

1y1t11 =3=>741 =1

£y1fyy =152 £3, =5

La 2°™ colonne :

02, 403, =5 by, =2
U318 + 3280 =7 > 43, =1

La 3™ colonne :

‘£§1+‘£§2+‘£§3=4‘2 ‘633:4‘

3 0 0
=>L=|1 2 0

5 1 4
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3 0 0] 3 1
Ly=b&s |1 2 0f.|Y2]=]|5]|=>y=]|2

5 1 41 13 15 2
{Ly=b
L'x=y

3 1 5] [* 1
I'sx=yeo |0 2 1].[952]:[2]

0 0 41 1x3 2

X1 -3/4
Enfin [xz] = [ 3/4 ]
X3 1/2

Remarque :

Ona Ay = LyL," ol Lysont les matrice composées des 4 premiéres lignes et £
premieres colonnes de A et de L

det Ay = (I1g Loz lag e vee oo Ipp)? = 12155 25 oo 15 4 >0 et
symétrique définie positive).

- La méthode de Colesky permet de calculer det A par :det A = [[1, £%.

5.4.3 Méthode de Crout-Dolitle ou LU

Cette méthode consiste a factoriser la matrice A pleine en deux matrices
triangulaires L et U, tel que L est triangulaire inférieure et U est triangulaire
supérieure dont les éléments de la diagonale sont égaux a I’'unité (u; = 1).
Onadonc A x =b et A=LU donc LU x = b, on pose U x =y (y vecteur inconnu),

cela donne :

{Ly:B
Ux =y

L.BAZIZ

.



Chapitre 5 Résolution des systemes d’équations
linéaires par les méthodes directes.

Le systéeme Ax=Db est décomposé en deux systemes triangulaires faciles a
résoudre. Le systéme a matrice triangulaire supérieure et résolue par substitution

directe, celui @ matrice triangulaire inférieure par substitution inverse.

5.4.3.1 Détermination des matrices L et U

l vee 0
%1 ) . 11112 cee 111n

L, =l

Les éléments de chaque matrice sont donnés par :

_ i-1
i = agi-Xj=1 lj Wi

e b
Exemple :
2 1 -2 1
SoitA=|4 5 —3] et b= H
-2 5 3 6

On applique I’algorithme de Crout et Doolittle pour résoudre le systéme AX=b.

ll, 0 O
On cherche L= [121 l,b, 0

131 132 l33

1w, ugs
0 1 |yl telque A=LU
0 O 1

et U=

-On identifie la premiére colonne de A et la premiére colonne de LU, cela

permet d’obtenir la premiere colonne de L:
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1 ulz Uq3 2 1 -2
u23 =14 5 -3
-2 5 3

—On compare la premiere ligne de A avec la premiere ligne de LU, cela permet

d’obtenir la premiere ligne de U :

2 0 073p1 1/2 -1
[ 4 Iy 0”0 1 uys
0

2 1 -2
=[4 : _3]
-2 1

-2 5 3

- On compare la deuxiéme colonne de A avec la deuxiéme colonne de LU, cela

permet d’obtenir la deuxieme colonne de L.:
2 0 071 1/2
=2 6 Iyzllo o 2 5

- On compare la deuxiéme ligne de A avec la deuxiéme ligne de LU, cela

permet d’obtenir la deuxieme ligne de U :

0111 1/2
1 O
ls;30l0 0 2 5

-On compare la troisieme colonne de A avec la troisieme colonne de LU, cela

permet d’obtenir la troisieme colonne de L.:

2 0 071 1/2
[4 3 0”0 1 1/3] [ ]
-2 6 —1llo o0 2 5 3

Puis on remplace dans

{Ly =b
Ux =Y
on obtient

L.BAZIZ

.




Chapitre 5

(2 0 01N 1
4 3 0 )’2 =16
-2 6 -1 6
[V1 1/2

YZ] I4/3]

Y3

Et

(e)

1 1/2 1/2
1 1/3”] [4/3]
0

Alors :

X1 2
X3 1
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