
Chapitre 2

Intégrale impropres

2.1 Intégrales impropres de fonctions dé�nies sur un

intervalle non borné

Soit f : [a;+1[! R une fonction intégrable (au sens de Riemann) sur [a; x];pour tout x

dans [a;+1[, On pose

F (x) =
xR
a

f (t) dt

Dé�nition 2.1.1 On dit que f admet une intégrale impropre convergente sur [a;+1[ si

F (x) admet une limite lorsque x tend vers +1 et on note

lim
x!�1

xR
a

f (t) dt =
+1R
a

f (t) dt

Dans ce cas, on dit que f est semi-intégrable sur [a;+1[.

Exemple 2.1.2 Soit f : [1;+1[! R une fonction dé�nie par f (x) =
lnx

x2
; on a

xR
1

f (t) dt =
lnx

x
+ 1� 1

x
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c�est à dire lim
x!+1

xR
1

f (t) dt = 1

donc l�intégrale impropre de f est convergente sur [1;+1[.

Remarque 2.1.3 Si la fonction f : ]�1; b]! R est intégrable(au sens de Riemann) sur

[x; b];pour tout x dans ]�1; b], on dit qu�elle admet une intégrale impropre convergente

(ou qu�elle est semi-intégrable) sur ] �1; b] si la fonction F (x) =
bR
x

f (t) dt admet une

limite quand x tend vers �1 et on note

lim
x!�1

bR
x

f (t) dt =
bR
�1
f (t) dt

Remarque 2.1.4 Pour une fonction dé�nie sur un intervalle ouvert ]�1;+1[ et in-

tégrable sur tout intervalle [x; y];�1 < x < y < +1, on dit que son intégrale impropre

sur ]�1;+1[ converge si, pour �1 < c < +1, ses intégrales impropres sur ]�1; c]

et [c;+1[ existent.

2.1.1 Intégrale impropre de fonctions positives

Proposition 2.1.5 Soient f et g : [a;+1[! R deux fonctions à valeurs positives et

intégrables sur tout intervalle borné de la forme [a; �];8� 2 [a;+1[. On suppose que

f � g; alors

1) Si l�intégrale impropre de g est convergente sur [a;+1[, implique que l�intégrale

impropre de f est convergente et on a

+1R
a

f (t) dt �
+1R
a

g (t) dt

2) Si l�intégrale impropre de f est divergente sur [a;+1[, implique que l�intégrale

impropre de g est divergente.
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Corollaire 2.1.6 Soient f et g : [a;+1[! R deux fonctions à valeurs positives et inté-

grables sur tout intervalle borné de la forme [a; �];8� 2 [a;+1[. On suppose qu�il existe

deux constantes c1 et c2 strictement positives telles que

c1f � g � c2f

Alors, l�intégrale impropre de f est convergente si et seulement si l�intégrale impropre de

g est convergente.

Corollaire 2.1.7 Soient f et g : [a;+1[! R deux fonctions à valeurs positives et inté-

grables sur tout intervalle borné de la forme [a; �];8� 2 [a;+1[. On suppose qu�il existe

c � 0 telle que

lim
x!+1

f(x)

g(x)
= c

Alors, l�intégrale impropre de f sur [a;+1[ est convergente si et seulement si celle de g

est convergente.

Exemple 2.1.8 f(x) = 1
t
p
1+t2

; g(x) = 1
t2
deux fonctiond dé�nies sur [1;+1[ et

lim
x!+1

f(x)

g(x)
= 1

comme l�intégrale impropre de g sur [1;+1[ est convergente alors l�intégrale impropre

de f sur [1;+1[ est convergente.

2.2 Intégrales impropres de fonctions dé�nies sur un

intervalle borné

Soit f : [a; b[! R une fonction intégrable (au sens de Riemann) sur [a; x];pour tout x

dans [a; b[, On pose
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F (x) =
xR
a

f (t) dt

Dé�nition 2.2.1 On dit que f admet une intégrale impropre convergente sur [a; b[ si

F (x) admet une limite lorsque x tend vers b et on note

lim
x!b

xR
a

f (t) dt =
bR
a

f (t) dt

Dans ce cas, on dit que f est semi-intégrable sur [a; b[.

Exemple 2.2.2 f (x) = 1p
�x une fonction dé�nie sur [�1; 0[ ; et on remarque que cette

fonction est intégrable en sens Riemann sur [�1; �] ;8� 2 [�1; 0[ ; et
xR
�1
f (t) dt =

�2
p
�x+ 2 alors lim

x!0

xR
�1
f (t) dt = 2

donc f admet une intégrale impropre convergente sur [�1; 0[ :

Remarque 2.2.3 Si la fonction f : ]a; b] ! R est intégrable(au sens de Riemann) sur

[x; b];pour tout x dans ]a; b], on dit qu�elle admet une intégrale impropre convergente (ou

qu�elle est semi-intégrable) sur ]a; b] si la fonction F (x) =
bR
x

f (t) dt admet une limite

quand x tend vers a et on note

lim
x!a

bR
x

f (t) dt =
bR
a

f (t) dt

Remarque 2.2.4 Pour une fonction dé�nie sur un intervalle ouvert ]a; b[ et intégrable

sur tout intervalle [x; y]; a < x < y < b, on dit que son intégrale impropre sur ]a; b[

converge si, pour a < c < b, ses intégrales impropres sur ]a; c] et [c; b[ existent.

Exemple 2.2.5 L�intégrale impropre
+1R
�1

1

1� t2dt est divergente car
0R
�1

1

1� t2dt est diver-

gente.
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2.2.1 Intégrale absolument convergente

Dé�nition 2.2.6 Soit f : [a; b[! R une fonction intégrable sur tout intervalle de la

forme [a; �];8� < b. On dit que l�intégrale impropre de f est absolument convergente sur

[a; b[ si l�intégrale impropre de jf j est convergente sur [a; b[.

Exemple 2.2.7 L�intégrale impropre sur ]0; 1] de la fonction f : x ! cosxp
x
est absolu-

ment convergente.

car

0 �
1R
0

jcosxjp
x
dx �

1R
0

1p
x
dx

et
1R
x

1p
t
dt = 2� 2

p
x et lim

x!0

1R
x

1p
t
dt = 2:
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