Solution de la serie 1

1 Exob

1- Soit T : (xy,) — T'(zn) = (a121, a2, ...)
et soit Tp, : () — Tn(zn) = (a121, G2x2, ...an Ty, ..)
Appliquer le th de la borne uniforme

2- On vérifie que || T, || = max |ay]|
on déduit que sup |a,| < oo.
n

2 Exo6

On applique le th de Banach-Steinhaus avec E =G, F =R et I = B’
Vbe B : Ty(z) = (bz),z € G
Alors, 3¢ > 0 tel que|(b, z)| < c|jz|,Vbe B',Vx € G
Donc ||b|| < ¢,Vb € B’

3 Exo8

la- 11 suffit de montrer que I : X = (E,||||,) =Y = (E,|,)
réalise une bijection de D (A) dans R (A)

- 7] = 1
1T 4ol
X, —

3- Si Y etait complet on appliquerait le th de Banach des isomotphismes et I~! serait continue.

4 Exo09

Considérer T' comme un opérateur de E sur R(T') (surjectif).
Par 1’absurde, soit (z,) une suite de E telle que
[zallp = 1et | Tan| p + |zn| < %
Donc, 3 ¢ > 0 telle que: T(Bg) D ¢Bp (th app ouverte)
Alors 3y, t que Ta, = Tyy et [lynll < & ([T2a] < L)
donc on peut ecrire x,, =y, + 2, avec z € N(T) et ||y,||z — 0
d’ou |zp|p — 1
D’autre part |z,| < = d'oit [2,] < = + || < = + M |yy] et [z,| — 0
Contradiction car les normes |.| et ||.|| 5 sont équivalentes dans N(T') qui est de dimension finie.

5 Exo0l10

Ve<0,3a€G: |z —a| <d(z,G)+e¢
et, Ve <0, e L:|lz—-0b| <d(z,L)+e
On pose z=a—b
de>0:z=d +V oud eGetd el
donca—a =b+b €GNL



de plus,

d(z,GNL) |z = (a—a')|
lz —all + ||z
(L+o)llz—al +clla—0
(1+¢)d(z,G)+cd(x, L)+ (1+2c)¢
(1+¢)(d(z,G)+d(z,L))+ (1 +2c)¢

faisant tendre € vers 0, et prenant ¢’ = 1 + 2¢, on obtient le résultat.

(VAN VAN VAN VAN VAN

6 Exoll

1 = 2: 1l suffit de prendre y =0
2 = 1: On suppose que 'equation Az = y admet deux solutions
1 =-3: On définit Vopérateur B : R(4) —» F
y— By=x
3= 1: On suppose B l'inverse a gauche de A: B = A "
et on suppose que z1 et x5 sont deux solutions de 'equation Az =y

7 Exol2

1 & 2 evident

1 = 3: On définit 'operateur B : F = E
y— By=a

3=1:Soit B= A;l. donc By est une solution de Ax =y

8 Exol3

Sachant que 3¢ > 0 : ||Az|| > ¢||z]|, il suffit de prendre ||Az|| =0
donc A admet un invrse a gauche d’aprés ’exol3
et comme R(A) = SmA = F, il suffit de montrer que R (A) est fermé(pour utiliser le resultat de ’exo13)
Soit (yn) € R(A) telle que y, — y
donc 3 (z,) € E Txy = yn
d’aprés b),

1
[Zn — zmll < - Az — Az |

1
[Zn — Zm| < - lYn — yml|

d’ou (z,,) est de Cauchy, par conséquent (x,,) converge vers z dans F
Par continuité de la limite on obtient: y € R(A)

par I'exol3, A admet un inverse & droite, donc A~ existe

D’autre part,

A" :R(A) —E

y—A-ly=x

et Vy € R(A) : ||z = |Ay|| < L[|Az|, d’ou A~! est borné

9 Exol4

Comme || A]| <1, la serie Y ||A]|" < oo, d’ot la serie > A™ < oo ¢v uniformément
Soit S =3 A"
S(I-A)=Tet(I—-A)S=1

—~ o~~~
=~ [\
T D = =



10 Exol5

OH a||A—B|| < m

|4t @a-p)| < 4145 ®)
< A = )

donc,/— A= (A — B) admet un inverse borné(d’aprés I'exo 14)
d'ou I — A71 (A — B) = A7 B admet un inverse borné

[[— AL (A-B)|A'B=1

donc B admet un inverse a gauche

De meéme, ||(A— B) A~!|| < 1, d'ot:

BA T [(I-(A-B)A )] ' =1

donc B admet un inverse & droite

On vérifie que B, ' = B;'=DB"!

11 Exol6:

1
—T

On pose: € = AT alors

1
Ing € N,Vn > ng : ||An — AH < W (10)

D’aprés I'exo 16 A,, admet un inverse borné A, ! (car ||[A — A,| = [|A, — A|)
Al=(T-A"1A-A4,)) 4! (11)
On alimA,! =lim (I - A1 (A-A4,)) 1At =41



