Exercice 1.2 Sur l'intervalle [0,1], choisissons la subdivision z; = *
pour 0 < i <n.On a Azx; = % et donc Az = % On va maintenant jouer
sur le choix des ¢;. Dans chaque intervalle [z;_1, x;], choisissons d’abord un
¢; € Q. On aalors f(c;) =1et DI, f(¢;)Az; =", 1.2 = 1. Si on choisit
maintenant chaque ¢; ¢ Q, on a f(¢;) =0et >, nf(c)Az; = > 1 0.1 =
0. Dans le premier cas on a limS(f,A,¢) = 1 et dans le second cas on a
limS(f,A,¢) = 0. La limite n’étant pas la méme, elle n’existe pas et donc f
n’est pas intégrable au sens de Riemann.

Exercice 2.3 M = {0, E,{a},{b,c}} est une tribu car ) et E € M. Le
complémentaire de tout élément de M est dans M et toute reunion (finie ici
puisque F est un ensemble fini) d’éléments de M est aussi dans M. M =
{0, E,{a,b},{b,c}} n’est pas une tribu car par exemple {a,b} € M mais son
complémentaire qui est {c} n’est pas dans M.

Exercice 2.5 M; et M, sont clairement des tribus sur £. On a MiNM; =
{0, E} qui est une tribu sur E. Par contre M1UM, = {0, F, {a, ¢}, {b, c},{a}, {b}}
qui n’est pas une tribu car par exemple {a} et {b} sont dans M; U M, mais
leur reunion {a, b} ne l'est pas.

Exercice 2.12 Soit L = {B C F/f'(B) € M}. Montrons que L est
une tribu sur F. On a f~1(Qr) = 0 € M. Donc @r € L. Soit B € L et
donc f7Y(B) € M. On a f~1(B¢) = (f~!(B)) € M (M est une tribu). Donc
B¢ € L. Soit B, € L pour tout n. On a f~Y(UB,) = Uf~Y(B,) € M. Donc
UB,, € L. Ceci montre que L est une tribu sur F'.

Exercice 2.14

1. SiC={A},onac(C)={0FE, A, A}

2. On a P(F) = {0, F,{0},{1},{2},{3},{4},...} et donc f~(P(F)) =
{0, E,{0},{—1,1}}. Ici on a utilisé le fait que f~1({0}) = {0}, F~*({1}) =
{=1,1} et f71({2,3,4}) = 0. Si C = {{0},{1},{2},{3}} , on vérifie
facilement que P(F) = o(C). Donc f~(P(F)) = f~'(c(C)). On a
LJ;iEC()C):) {®7{0}7{_171}} et O-(fil(c)) = {®7E7 {0}7{17_1}} =

Exercice 2.15

1. Soit My = {ANEy,Ae€ M}. Ona® = (N Ey. Donc ) € M. Soit
B € M. Soit B® le complementaire de B dans Ey. On a B = AN E,
avec A € M et donc B® = A°NE, avec A¢ le complémentaire de A dans
E qui appartient & M puisque M est une tribu. Donc B® € M. Soit
(B,) une famille dénombrable d’éléments de My. On a B, = A, N Ey



et donc UB,, = U(A4,, N Ey) = (UA,) N Ey € My car UA,, € M. Donc
My est une tribu sur Ej.

2. On i ' (M) = {im'(A),A € M}. Mais i '(A) = {z € Fy/i(z) =z €
A} = AN Ey. Donc i (M) = M,.

3. Si M = o(C), alors My =i (M) =i Y (o(C)) = o(i71(C)) = o(Cp)
car i H(C) = Cy.

Exercice 2.16
1. C’est l'exercice 2.12.

2. Soit L une tribu sur F telle que f : (E, M) — (F, L) soit mesurable.
Donc f~%(B) € M pour tout B € L et donc L C f,(M) par définition
de cette derniere.

Exercice 3.2 Si u(f)) = 0 alors () < +00. Inversement supposons qu’il
existe A € M tel que pu(A) < co. Comme A = AUD, on a u(A) = p(A)+u(0)
et donc p(0) = u(A) — u(A) = 0.

Exercice 3.4 Si u(A) < +o0, on a u(B) < 400 puisque B C A. On a
A = BU(A—B) et la reunion est disjointe. Donc u(A) = u(B)+u(A—B). Ce
qui donne p(A — B) = u(A) — u(B) (1u(A) et u(B) sont finis et la différence
a donc un sens).

Exercice 3.5 Soit x la mesure de dénombrement sur P(E). On a u(()) =
Card(§)) = 0. Soit (A,) une famille dénombrable de parties de E disjointes
deux a deux qu’on peut supposer non vides. La famille étant dénombrable
(infinie), on a U, A, infini et donc Card(U,A,) = oo =) Card(A,).

Exercice 3.6 Montrons que {z} € B(R) de deux manieres différentes.
La plus simple est d’écrire {x} = [z, z]. L'intervalle [z, z] appartient & B(R)
en tant que fermé de R. La seconde méthode consiste a écrire {x} = N, ]z —
%, T+ % L’intersection étant dénombrable, c’est un élément de B(R). Pour
N,on a

N = UnEN{n}

chaque {n} est dans B(R) et la reunion étant dénombrale on a bien N €
B(R). On fait la méme chose pour Q et Z. Enfin R € B(R) par définition
d’une tribu.

Exercice 3.7 Par définition on a O = U,co|z—¢€,, x+€,| pour tout ouvert
O de R. Tout ouvert est donc reunion d’intervalles ouverts. Le problemle est
de rendre cette reunion dénombrable. Pour cela utilisons la densité de QQ dans
R. Pour tout a; € R il existe une suite décroissante de nombres rationnels



Tn,i qui converge vers a;. De méme pour tout b; il existe une suite croissante
de nombres rationnels s, ; qui converge vers b;. On peut donc écrire

O = U;la;, b= Up il 7ni, Snil

Posons

J={(rni, Sni),i € I,n € N}

J est dénombrable car contenu dans Q* qui est dénombrable. Donc
0 = U(T‘,S)EJ]T7 S[

est la reunion est devenue dénombrable. Soit C' = {l]a,b[,a < b € R} I'en-
semble des intervalles ouverts dans R. Comme C' C B(R), on o(C) C B(R).
Inversement on a B(R) = o(Ouverts de R). Or tout ouvert est reunion
dénombrable d’intervalles ouverts et donc tout ouvert appartient a o(C) et
donc B(R) C o(C).

Exercice 3.8 Soit C1 = {[a,b],a < b € R}. Tout intervalle fermé [a, b]
s’écrit

[a,b] = {a}U]a, b[U{b}

Chaque membre de cette réunion étant un élément de B(R), on en déduit
que C; C B(R) et donc o(Cy) C B(R). Inversement comme B(R) = o(C),
il suffit d’exprimer un intervalle ouvert en termes d’intervalles fermés. Or on

a:
1 1

la,bj=Ula+ —,b— —]

n n

et donc C' C o(C}) et donc B(R) = o(C) C o(C). On procede de la méme
maniere pour Cs
[a, b[= {a}U]a, b]
et 1
b= —,b

Ja,b[= Uy[a + = [
I est clair que C5 = {] — 00,a[,a € R} C B(R) et donc o(C5) C B(R).
Inversement on peut écrire

[a, b[=] — 00, b[U] — 00, a[*

et donc Cy C o(C3). Comme B(R) = ¢(C2), on en déduit que B(R) C o(Cj).
Exercice 3.9 On a {z} = [z,z], donc A({z}) = 2 — 2 = 0. Une autre
manicre de le voir est de remarquer que {z} = N,Jo — +, 2 + X[= lim, |z —



%, x + %[ (les intervalles ouverts sont décroissants et donc leur intersection
est leur limite). En utilisant la propriété p(lim,A,) = lim,u(A,), on a pour
p=A

1 2

A{z}) = limp\(Jx — %,a: + ED = limng =0

On a Q = Ugep{q} La reunion étant disjointe on a
A@ = S A{ah) = 3200
q q

Enfin on a R =] — 0o, +00[ et donc
AMR) =00 — (—0) =

Exercice 3.11 Si N est mesurable et x(IN) = 0, alors elle est négligeable.
En effet il suffit de prendre A = N. Inversement si NV est mesurable négligeable
alors il existe A mesurable tel que N C A et u(A) = 0. Comme N C A on a
aussi p(N) = 0.

Exercice 3.12 Soit (V,,) une famille dénombrable de parties négligeables.
Pour tout n il existe une partie mesurable A telle que N,, C A, et u(A,) = 0.
Donc U, N,, C U, A, = A. A est une partie mesurable en tant que reunion
dénombrable de parties mesurables. De plus on a 0 < pu(A) <> u(A,) =0
et donc p(A) = 0. Ceci montre que U, N,, est négligeable.

Exercice 3.15 Soient B = AUN et B = A" UN' deux écritures de B.
Il faut montrer que u(A) = u(A’). Soit A; une partie mesurable telle que
N C Ay et u(A;) =0.Donc A" C BC AU A; et donc pu(A) < (AU A;) <
u(A) 4+ p(Ar) = p(A). En faisant le méme raisonnement pour A, on obtient
pu(A) < p(A') et done p(A) = p(A).

Exercice 3.16 On a ) = 0 + 0 et donc f(0) = p(@) = 0. Pour la
deuxieme propriété on utilise I'exercice 3.12 : la reunion dénombrable de
parties négligeables est négligeable.

Exercice 3.18 Si N est p-négligeable alors il existe A € M tel que N C A
et u(A) = 0. Il existe donc B € M, tel que N C B et (B) = 0. 11 suffit
de prendre B = A. Inversement soit N' une partie Zi-négligeable. Il existe
donc B € M, tel que N C B et i(B) = 0. Ecrivons B = AU N et soit
A€ M tel que N C A" et u(A) = 0. Donc N' ¢ B ¢ AU A". Posons
A"=AUA . Ona N c A" et u(A") = 0. Donc N est p-négligeable. On a
M c M,et L CM, Donc MUL C M, et o(M UL)C M,. Inversement
Soit B = AU N un élément de M,. On a A € M, donc A € M U L et donc



A€ o(MUL). De la méme maniere N € o(M U L) et donc B € o(M U L).
Ceci montre que M, C o(M UL). Si p est complete alors par définition on a
M, = M et donc L C M, = M. Inversement si L C M, alors M UL = M et
M, =o(MUL) = o(M) = M. Enfin on sait que L C M,,. Si L est I'ensemble
des parties fi-négligeables, on sait que L = L. Donc L C M,.

Exercice 4.2 C’est 'exercice 2.12.

Exercice 4.4 Utilisons C' = {]a,b[,a < b € R}. On a x;'(Ja,b]) = 0 si
b<0,x3'(Ja,b)) = A°sia<0<b<1, x;'(Ja, b)) =Asi0<a<1<b,
xa'(Ja, b)) = Esia > 1et x;'(Ja, b)) = 0 si 1 < a Comme et E € M
toujours, on en déduit que x4 est mesurable si et seulement si A et A° € M,
ce qui équivaut a A € M. Faire C a titre d’exercice ’dans 'exercice).

Exercice 4.5 Soit la fonction constante f = 3. On a f~!] — oo, a[) = 0 si
a<3et f1(]—o0,a]) =R sia>3. fest donc mesurable.

Exercice 4.6 Soient les applications (projections) p : R? — R et ¢ :
R? — R données respectivement par p((z,y)) = = et ¢((z,y)) = y. On a
poh = fet goh = g. Comme p et ¢ sont continues et donc mesurables,
on en déduit que f et g sont mesurables si h I'est. Montrons l'inverse. On a
B(R?*) = o(D) avec D = {[a, b|z[c,d],a < b,c < d}. Tl suffit donc de montrer
que A = h7Y([a,b|z[c,d]) = {x € E/h(x) € [a,b]z[c,d]} est mesurable. Mais
onaA={z € E/f(x) € [a,b],g(x) € [c,d]} = f([a,b])Ng~*([c,d]) et donc
A est mesurable comme intersection de deux parties mesurables.

Exercice 4.8 Posons f = supf, et g = inff,. On a f71(] — 00,a]) =
NSt (] — 00,4a]) et g7Y(] — 00,a]) = U, [, (] — 0o,a[). Donc f et g sont
mesurables si les f,, le sont. On conclut en remarquant que la limite sup est
un inf et que la limite iinf est un sup.

Exercice 4.9 Posons g, = Y., | fi |. gn est mesurable comme somme
de fonctions mesurables et on a g = ltm,g,. Donc g est mesurable.

Exercice 5.3 Une fonction constante a une seule valeur. Elle est donc
étagée. D’aprés 'exercice 4.5, toute fonction constante est mesurable. Une
fonction constante est donc simple.

Exercice 5.7 Soit f une fonction simple et soit A une partie mesurable.
Si f =Y aixa,ona [, fdu=> au(ANA). Soit g = fxa définie par
g(x) = f(zr)siz € Aet g(xr) =0siz ¢ A Comme f, g ne prend qu'un
nombre fini de valeurs. Elle est donc étagée. Elle est mesurable et ¢’est donc
une fonction simple. g s’écrit

9= Z aiXana, + 0xae



et donc

Agdu=zaiu(AﬂAi)=Afdu

Exercice 5.9 Ona [, fd\ = 2X(]—o0, 1]NA)+3A(]1, 2JNA)+4A(]2, +o0[NA) =
214+31+43=1T7.
Exercice 5.10 On a 0 = 0.xg et donc [ 0dA = 0.A(R) = 0.00 = 0.
Exercice 5.11 2 s’écrit 4x|_o0,1] + 6X)1,2) + 8XJ2,400] €t donc [ 2fd) =
00 = 200 = 2 [, fd\. g S’écrit g = BX|_o0,0) + 6X]0, 400 Pour exprimer f + g
comme fonction étagée il faut trouver une partition commune dans laquelle
on écrit f et g. Ce sera l'intersection des partitions de f et g.Posons

C1 =] — 00, 1]N] — 00, 0] =] — o0, 0]

Cy =] — 00, 1]N]0, +00[=]0, 1]
sy =]1,2]r] — 00, 0] = 0
Cy =]1,2]N]0, +00[=]1, 2]
Cs =]2, +00[N] — 00, 0] = 0
Cs =]2, +00[N]0, +00[=]2, +0]

Dans cette nouvelle partition on a
f=2xc, + 2xe, + 0xey + 3xe, + 0xes + 4xes

g =95Xc, +6xc, + 0xc; +6xc, + Oxes + 6xc
et donc

f+9="Txc +8xc, +0xc, +9xc, +0xes + 10x¢,

et on vérifie facilement en utilisant la définition que

/R(erg)d)\_/Rfd)\Jr/RgdA

Exercice 5.14 Il est clair que la suite h,, est croissante. Montrons qu’elle
converge vers f. Si f(z) = +oo, alors h,(z) = n pour tout n > 1 et donc
limyh,(z) = 400 = f(z). Si f(x) € R alors il ex1ste un i tel que x € E,;
et hn(z) = ZL Donc f(z) — ho(z) < 55 — 2 = 5= qui tend vers 0 quand n
tend vers I’ mﬁm Donc lim,h, = f.



Exercice 5.17 La premiere suite est positive décroissante. On ne peut
donc pas lui appliquer le théoreme de convergence monotone. Sa limite est
0. L'intégrale de la limite est donc 0 et la limite de l'intégrale est +o00. Il ny
a pas égalité. La seconde suite n’est pas monotone (elle n’est ni croissante ni
décroissante). On ne peut pas lui appliquer non plus le théoréeme de conver-
gence monotone. Sa limite est 0. L’intégrale de la limite est donc 0, mais la
limite de 'intégrale est 1.

Exercice 5.19 Soit h = > | a;xa,. Il existe un j tel que a € A; et a ¢ A,
pour tout i # j et donc h(a) = a;. On a donc [, fdd, = D7 a;ida(A;) =
a;j0,A; = aj = h(a). Si f est une fonction positive mesurable, on sait qu'il
existe une suite croissante de fonctions simples positives h,, avec lim,h, = f
et donc f(a) = lim,h,(a). Par le théoréeme de convergence monotone, on a
[ [dba = lim,, [ hyddy = limyhy,(a) = f(a).

Exercice 5.21 Par définition A est intégrable si et seulement si A est
mesurable et [ Exadp < +o0o (remarquer que la foncrion caractéristique x 4
est positive). Mais x4 = 1.xa +0.x4c et donc [ xadp = 1.u(A) +0.u(A°) =
p(A). Donc A est intégrable si et seulement si A est mesurable et p(A4) < oo.

Exercice 5.24 On a | [, fdu |=| [, fTdu — [, fdp |< [, fHdp +
fEf_d,u: fE(f++f_)dN: fE | f | dp.

Exercice 5.26 Posons N = {z € E/ | f(z) |= 40} et N,, = {x €
E/ | f(z) |> n}. N et N,, sont des parties mesurables et N = N,N,, =
lim, N,, (remarquer que les IV,, sont décroissants). Par définition des N,,, on
a nxn, <| f|. Donc nu(Ny,) = [pnxn,dp < [5 | f | dup=c < 400 (f
intégrable). Donc p(N,) < £ et pu(N) = lim,u(N,) = 0. N est donc bien
une partie négligeable.

Exercice 5.28 Le probleme se pose au niveau de l'addition. Dans la
classe de f, il ya une fonction f qui ne prend que des valeurs finies et dans
la classe de ¢ li y a une fonction ¢ qui ne prend aussi que des valeurs finies
et donc f + ¢ est bien définie. On 'utilise pour la somme

fra=F+g
Exercice 5.33 Munissons [0, 1] de la tribu induite de celle de R et de
la mesure de Lebesgue induite. Les parties mesurables de [0, 1] sont donc les

AN|[0, 1] avec A une partie mesurable de R. f s’écrit f = 1.xqgn0,11+0.Xqen0,1]-
C’est donc une fonction simple positive sur £ = [0, 1]. Son intégrale est

FdX=1.0(QN[0,1]) +0.AQ°N[0,1]) = 1.0+ 0.00 = 0
0,1



