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Chapitre 1

Fonctions dérivables

1.1 Dé�nitions et propriétés

1.1.1 Dérives d�une fonction en un point

Dé�nition 1.1.1 :

Soit I un intervalle de R et x0 2 I et f une fonction dé�nie de I dans R; dit que f
est dérivable au point x0 si la limite lim

x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

existe et �nit.

Cette limite qu�est alors unique appelé dérivée de f au point x0 et notée f 0 (x0) :

Exemple 1.1.1 :

1) Si f est constante (f = cst), f est dérivable au tout point x0 2 R et on a f 0 (x0) = 0:

2) 8x 2 R; f (x) = x; f est dérivable au tout point x0 2 R et on a f 0 (x0) = 1:

3) 8x 2 R; f (x) = xn; f est dérivable au tout point x0 2 R et on a f 0 (x) = nxn�1:

4) 8x 2 R+; f (x) =
p
x; f est dérivable au tout point x0 2 R+ et on a f 0 (x) =

1

2
p
x
:

5) f (x) = sin x; 8x 2 R

f est dérivable sur R et f 0 (x) = cosx:

6) f (x) =

8<: x sin
1

x
si x 6= 0

0 si x = 0
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lim
x!0

f (x)� f (x0)
x� x0

= lim
x!0

x sin
1

x
x

= lim
x!0

sin
1

x

la limite n�existe pas =) f n�est pas dérivable au point x0 = 0:

Remarque 1.1.1 : On a: f 0 (x0) = lim
x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

Ainsi, en posant x = x0 + h; h 6= 0; si x �! x0 =) h �! 0

on a: f 0 (x0) = lim
h!0

f (x0 + h)� f (x0)
h

:

Exemple 1.1.2 :

f (x) = x2 + 2

Montrer que f est dérivable au point x0 = 1

1Méth :

lim
x!1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1

x2 + 2� 3
x� 1 = lim

x!1

x2 � 1
x� 1

= lim
x!1

(x� 1) (x+ 1)
x� 1 = lim

x!1
(x+ 1) = 2

donc f dérivable au point x0 = 1 et f 0 (1) = 2:

2Méth :

lim
h!0

f (1 + h)� f (1)
h

= lim
h!0

(1 + h)2 + 2� 3
h

= lim
h!0

1 + 2h++h2 � 1
h

= lim
h!0
2 + h = 2

donc f dérivable au point x0 = 1 et f 0 (1) = 2:

1.1.2 Di¤érentielle

Dé�nition 1.1.2 :

Une fonction dé�nie dans un voisinage V de x0 est dite di¤érentielle en x0 s�il existe

un nombre X et une fonction " dé�nie pour h 6= 0 tel que:

f (x0 + h)� f (x0) = h:X + h" (h) avec lim
h!0
" (h) = 0

Théorème 1.1.1 :

Une fonction f est di¤érentiable en un point x0 si et seulement si f est dérivable en

x0:
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1.1.3 Dérivée à droite et dérivée à gauche

Dé�nition 1.1.3 :

Soit f : I �! R et x0 2 I:

1) On dit que f est dérivable à droite au point x0 si lim
x
>!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

existe et �nit.

Cette limite est appelée dérivée à droite au point x0 et note f 0d (x0) ou f
0 (x0 + 0) :

2) On dit que f est dérivable à gauche au point x0 si lim
x
<!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

existe et �nit.

Cette limite est appelée dérivée à gauche au point x0 et note f 0g (x0) ou f
0 (x0 � 0) :

3) On dit que f est dérivable au point x0 si f est dérivable à droite et à gauche et

f 0d (x0) = f
0
g (x0) :

i.e: f dérivable au point x0 ()

8>>><>>>:
1) f 0d (x0) existe et �nit

2) f 0g (x0) existe et �nit

3) f 0d (x0) = f
0
g (x0)

Remarque 1.1.2 :

Si f 0d (x0) et f
0
g (x0) existent mais f

0
d (x0) 6= f 0g (x0) alors f n�est pas dérivable au point

x0 et le point (x0; f (x0)) est un point anguleux.

Exemple 1.1.3 :

1) 8x 2 R; f (x) = jxj ; x0 = 0

f 0d (x0) = lim
x
>!0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x
>!0

x� 0
x

= 1:

f 0g (x0) = lim
x
>!0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x
>!0

�x� 0
x

= �1:

donc f n�est pas dérivable au point 0 et le point (0; 0) est un point anguleux.

2) f (x) = 3
p
x; x0 = 0

lim
x
>!0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x
>!0

3
p
x� 0
x

= lim
x
>!0

1

x
2
3

= lim
x
>!0

1
3
p
x2
= +1:

donc f n�est pas dérivable au point x0 = 0:
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1.1.4 Interprétation géométrique de dérivabilité en un point

Soient A (x0; f (x0)) et M (x; f (x)) sur la courbe représentative � de f: Le taux

d�accroissement
f (x)� f (x0)

x� x0
est le coe¢ cient directeur de la corde AM:

Dire que f est dérivable en x0 c�est-à-dire que la corde AM possède une position

limitée non verticale (�) ; de coe¢ cient directeur f 0 (x0) quand x tend vers x0; c�est-

à-dire quand M tend vers A sur � en son point d�abscisse x0:

Dire que f est dérivable en x0 c�est donc dire que la courbe représentative � de f

présente au point A (x0; f (x0)) une tangente � non vertical. L�équation de (�) est

y = f (x0) + (x� x0) f 0 (x0) :

Remarque 1.1.3 :

1) Le rapport
f (x)� f (x0)

x� x0
est appelé le taux d�accroissant de la fonction f au voisinage

de x0

Si on pose x = x0 + h, h 6= 0 alors:

f 0 (x0) = lim
h!0

f (x0 + h)� f (x0)
h
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on peut aussi écrire:

f (x0 + h) = f (x0) + hf
0 (x0) + h" (h) avec lim

h!0
" (h) = 0

2) Si la fonction f est dérivable à droite (resp à gauche), on parle de demi tangente.

Exemple 1.1.4 :

f (x) = x jx� 1j en x0 = 1

on a: f 0d (1) = 1 et f 0g (1) = �1:

1.1.5 Dérivable et continuité

Proposition 1.1.1 :

Si f est dérivable au point x0, alors f est continue en x0:

Remarque 1.1.4 :

1) La réciproque de cette proposition est fausse.

i.e: une fonction peut être continue en un point x0 sans être dérivable.
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Exemple 1.1.5 :

f (x) =
p
jxj, en x0 = 0

f est continue en x0 = 0 mais elle n�est pas dérivable en x0 = 0:

2) Si f n�est pas continue en x0; alors f n�est pas dérivable en x0:

1.1.6 Dérivée sur un intervalle

Dé�nition 1.1.4 :

Une fonction dé�nie sur un intervalle I est dite dérivable sur I si elle est dérivable en

tout point x0 de I.

L�application x �! f 0 (x) est appelé fonction dérivée ou tout simplement dérivée de f

est notée f 0; Df;
df

dx
:

1.1.7 Dérivées d�ordre supérieur

Dé�nition 1.1.5 :

Soit I un intervalle de R et f : I �! R une fonction. On dé�nit la dérivée n-ième a

dérivé d�ordre n de f par récurrence comme suite:8<: f (0) (x) = f (x)

f (n) (x) =
�
f (n�1) (x)

�0
, 8n 2 N

On utilise aussi les notations D(n)f;
dnf

dxn
:

Exemple 1.1.6 :

f (x) = sin x

f (0) (x) = sinx

f 0 (x) = cosx = sin
�
x+

�

2

�
f 00 (x) = f (2) (x) = cos

�
x+

�

2

�
= sin

�
x+

�

2
+
�

2

�
= sin

�
x+ 2

�

2

�
f (3) (x) = cos

�
x+ 2

�

2

�
= sin

�
x+ 2

�

2
+
�

2

�
= sin

�
x+ 3

�

2

�
...
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...

...

f (n) (x) = sin
�
x+ n

�

2

�
f (n+1) (x) = sin

�
x+ (n+ 1)

�

2

�
=
�
f (n) (x)

�0
:

on montre par récurrence que 8n 2 N; (sinx)(n) = sin
�
x+ n

�

2

�
:

1.1.8 Fonction de classe Cn

Soit 8n 2 N�, on dit que f dé�ni sur un intervalle I est de classe Cn ou n fois

continument dérivable si elle n fois dérivable et si f (n) est continue sur I:

i.e: (f est de classe Cn) =) f 0; f 00; f 000; :::::; f (n) existent et f (n) est continue sur I:

� Une fonction est dite de classe C0 si f est continue.

� Une fonction est dite de classe C1 si elle est indé�niment dérivable sur I:

� L�ensemble des fonctions de classe Cn sur I est noté Cn (I) :

1.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Théorème 1.2.1 :

Soit I un intervalle de R et x0 2 I, si f et g : I �! R sont dérivable en x0. Alors

1) 8� 2 R; �f est dérivable en x0 et on a: (�f)0 = �f 0:

2) f + g est dérivable en x0 et on a: (f + g)
0 = f 0 + g0:

3) f � g est dérivable en x0 et on a: (f � g)0 = f 0g + fg0:

4) Si g (x0) 6= 0;
f

g
est dérivable en x0 et on a:

�
f

g

�0
=
f 0g � g0f
g2

:

1.3 Dérivée n-iéme d�un produit (formule Leibniz)

Si f et g admettent des dérivées n-ièmes au point x0 et on a:

(f � g)(n) =
nX
k=0

Cknf
(n�k)g(k) où Ckn =

n!

k! (n� k)! :
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Exemple 1.3.1 :

h (x) = eax:ebx

on pose f (x) = eax et g (x) = ebx

on a: f (n) (x) = aneax et g(n) (x) = bnebx:

h(n) (x) =
�
eax:ebx

�(n)
=

nX
k=0

Cknf
(n�k)g(k)

=

nX
k=0

Ckn (e
ax)(n�k)

�
ebx
�(k)

=

nX
k=0

Ckna
n�keaxbkebx

=
nX
k=0

Ckna
n�kbke(a+b)x:

1.4 Dérivée d�une fonction composée

Théorème 1.4.1 :

Soient f : I �! R et g : J �! R où f (I) � J et x0 2 I: Si f est dérivable en x0 et
g est dérivable en f (x0) alors g � f est dérivable en x0 et on a:

(g � f)0 (x0) = g0 (f (x0)) :f 0 (x0) :

1.5 Dérivée d�une fonction réciproque

Proposition 1.5.1 :

Soient f : I �! J une fonction bijective et continue sur I et dérivable en x0 2 I tel
que f 0 (x) 6= 0: Alors la fonction réciproque f�1 est dérivable au point f (x0) et on a:�

f�1
�0
(f (x0)) =

1

f 0 (x0)
:

Exemple 1.5.1 :

f (x) = lnx; x0 = e:

f est dérivable au point x0 = e; et (f�1)
0
(f (e)) =

1

f 0 (e)
=
1
1

e

= e:
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1.6 Maximum, Minimum (extremum)

Dé�nition 1.6.1 :

Soit f une fonction dé�nie de I �! R et x0 2 I: On dit que f admet dans I un max-
imum relatif ou local (resp minimum relatif ou local) au point x0; s�il existe un intervalle

]x0 � �; x0 + �[ � I telle que 8x 2 ]x0 � �; x0 + �[ ; f (x) � f (x0) (resp f (x) � f (x0)) :
Dans ce cas, la valeur f (x0) est dite maximale (resp minimale) de f:

On dit que f admet un extremum en x0 si f admet en x0 un maximum ou un minimum

local.

Théorème 1.6.1 :

Soit f : I �! R une fonction dérivable en x0 2 I si f admet un extremum local au

point x0; alors f 0 (x0) = 0:

Conditions su¢ santes pour l�existence d�un extremum:

� Si f 0 (x0) = 0 et f 00 (x0) 6= 0 alors f admet un extremum en x0 (maximum si

f 00 (x0) < 0 et minimum si f 00 (x0) > 0).

� Si x0 2 I et f 0 (x0) = 0 alors x0 est dit point critique de la fonction f:

Exemple 1.6.1 :

f (x) = x2; f 0 (x) = 2x

f 0 (x) = 0 =) 2x = 0 =) x = 0 est un point critique pour f:

f 00 (x) = 2 6= 0 alors f admet un extremum minimum car f 00 (x0) > 0:

Généralisation: Soit f 0 (x0) = 0; f 00 (x0) = 0; :::::::::; f (n�1) (x0) = 0; f (n) (x0) 6= 0:
� Si n est pair alors f admet un extremum au point x0:

� Si n est impair alors f n�admet pas un extremum au point x0:

Exemple 1.6.2 :

1) f (x) = x4

f 0 (x) = 4x3 = 0 =) x = 0 est un point critique
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f 00 (x) = 12x2 =) f 00 (0) = 0

f (3) (x) = 24x =) f (3) (0) = 0

f (4) (x) = 24 6= 0

n = 4 =) f admet un extremum au point x0 = 0 minimum car f (4) (0) = 24 > 0:

2) f (x) = x3

f 0 (x) = 3x2 = 0 =) x = 0 est un point critique

f 00 (x) = 6x =) f 00 (0) = 0

f (3) (x) = 6 6= 0

n = 3 alors f n�admet pas un extremum au point x0 = 0.

1.7 Théorème de Rolle

Théorème 1.7.1 :

Soit f : [a; b] �! R une fonction véri�e:

1) f continue sur [a; b]

2) f dérivable sur ]a; b[

3) f (a) = f (b)

Alors il existe au moins c 2 ]a; b[ tel que: f 0 (c) = 0:

Remarque 1.7.1 :

Les conditions du théorème ne sont pas nécessaires.

Exemple 1.7.1 :

f (x) = x3 sur [�1; 1]
f (x) ne satisfait pas toutes les conditions sur [�1; 1] (f (1) 6= f (�1)) ; mais
9c = 0 2 ]�1; 1[ ; f (0) = 0:
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1.8 Théorème des accroissements �nis

Théorème 1.8.1 Soit f : [a; b] �! R une fonction qui véri�e:

1) f continue sur [a; b]

2) f dérivable sur ]a; b[

Alors il existe au moins un point c 2 ]a; b[ tel que: f 0 (c) = f (b)� f (a)
b� a :

Remarque 1.8.1 :

Le théorème des accroissements �nis est un corollaire de théorème de Rolle.

Preuve. Posons A =
f (b)� f (a)

b� a
Soit g : [a; b] �! R

x 7�! g (x) = f (x)� f (a)� A (x� a)
On a: g véri�e:

1) g est continue sur [a; b] car f est continue sur [a; b] :

2) g dérivable sur ]a; b[ car f est dérivable sur ]a; b[ :

3) g (a) = 0 et g (b) = 0:

donc g véri�e les conditions du théorème de Rolle alors

9c 2 ]a; b[ ; g0 (c) = 0 =) g0 (c) = f 0 (c)� f (b)� f (a)
b� a = 0

=) f 0 (c) =
f (b)� f (a)

b� a

Corollaire 1.8.1 :

Soit f : [a; b] �! R une fonction dérivable sur I, alors pour tous points distincts

x1; x2 2 I on a: il existe un point c strictement compris entre ]x1; x2[ tel que

f 0 (c) =
f (x2)� f (x1)

x2 � x1
:

i.e: 8x1; x2 2 I; x1 6= x2;9c 2 ]x1; x2[ : f 0 (c) =
f (x2)� f (x1)

x2 � x1
:

Remarque 1.8.2 :
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1) Il est facile de voir que tout point c strictement compris entre x1 et x2 c�écrit de façon

unique sous la forme c 2 ]x1; x2[ ; x1 < c < x2 et c = x1 + � (x2 � x1) où 0 < � < 1:

avec cette notation la formule des accroissements �nis peut s�écrire

f (x2)� f (x1) = f 0 (x1 + � (x2 � x1)) (x2 � x1)

ou sous la forme suivante:

f (x+ h)� f (x) = hf 0 (x+ �h) où 0 < � < 1:

2) Les propositions suivantes sont des conséquences simples de la formule des accroisse-

ments �nis. Soit f : I �! R

1) 8x 2 I; f 0 (x) = 0 =) f est constante.

2) Si f 0 (x) � 0 =) f est croissante sur I:

3) Si f 0 (x) � 0 =) f est décroissante sur I:

4) Si f 0 (x) > 0 (resp f 0 (x) < 0) =) f est strictement croissante (resp strictement

décroissante):

5) Si f dérivable sur I et f 0 (x) 6= 0 alors f est strictement monotone 8x 2 I:

1.9 Théorème des accroissements �nis généralisée

Théorème 1.9.1 :

Soit f et g deux fonctions continues sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[. Alors il existe un

point c dans ]a; b[ tel que
f (b)� f (a)
g (b)� g (a) =

f 0 (c)

g0 (c)
:

1.10 Théorème de l�Hopital

Si f et g deux fonctions dérivables dans un voisinage de x0 alors:

lim
x!x0

f 0 (x)

g0 (x)
= l =) lim

x!x0

f (x)

g (x)
= l:
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Remarque 1.10.1 :

1) La réciproque est inexacte

Exemple 1.10.1 :

f (x) =

8<: x2: sin
1

x
si x 6= 0

0 si x 6= 0
; g (x) = sin x; x0 = 0

lim
x!0

f (x)

g (x)
= lim

x!0

x2: sin
1

x
sin x

= lim
x!0

x

sin x
x sin

1

x
= 0

lim
x!0

f 0 (x)

g0 (x)
= lim

x!0

2x sin
1

x
� x2 1

x2
cos

1

x
cosx

= � lim
x!0

cos
1

x
la limite n�existe pas.

2) Ce résultat s�applique aux formes indéterminées
0

0
ou
1
1 :

1.11 Fonctions convexes

Dé�nition 1.11.1 : (fonction convexe)

Une fonction f : I �! R est dite convexe si:

8a; b 2 I; 8� 2 [0; 1] ; f (�a+ (1� �) b) � �f(a) + (1� �)f(b):

Exemples et remarques:

1) Une fonction f : I �! R est dite concave si la fonction (�f) est convexe.

2) La fonction x �! jxj est convexe sur R car j�a+ (1� �) bj � � jaj+ (1� �) jbj :

3) Les fonctions a¢ nes f : x �! �x + � sont à Ia fois convexes et concaves sur R; car

elles véri�ent en e¤et f (�a+ (1� �) b) = �f(a) + (1 � �)f(b): Réciproquement si
une fonction est à la fois convexe et concave alors elle est a¢ ne.

4) Soient f1; f2; :::::::; fn des fonctions convexes, et �1; �2; :::::::; �n 2 R+: Alors la fonction
g = �1f1 + �2f2 + ::::::::+ �nfn est convexe.
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Dé�nition 1.11.2 : (partie convexe du plan)

Soit 
 une partie non vide du plan R2. On dit que 
 est une partie convexe si, pour

tous points M;N de 
; le segment [M;N ] est inclus dans 
.

Proposition 1.11.1 : (caractérisation par la convexité de l�épigraphe)

Soit f : I �! R une fonction. L�ensemble 
 = f(x; y) 2 R2; y � f(x)g est appelé
épigraphe de f sur I:

La fonction f est convexe si et seulement si son épigraphe est une partie convexe de

R2.

Remarque 1.11.1 : f est concave sur I () la partie située sous la courbe y = f(x)

est convexe.

Proposition 1.11.2 :

Une fonction f : I �! R est convexe si et seulement si:

pour tout a; b; c 2 I avec a < b < c tel que f(b)� f(a)
b� a � f(c)� f(a)

c� a � f(b)� f(c)
b� c :

Proposition 1.11.3 : Si f : I �! R est convexe alors:

* f dérivable à gauche et à droite (donc continue) et f 0g � f 0d .

* Les fonctions f 0g; f
0
d sont croissantes.

Proposition 1.11.4 :

- Soit f : I ! R une fonction convexe. Alors f est continue en tout point intérieur de I.

- Soit f : I ! R une fonction dérivable. Alors f est convexe () f 0 est croissante sur

I:

- Soit f une fonction deux fois dérivable de I dans R. Alors f est convexe () f 00 � 0
pour tout x 2 I:

Proposition 1.11.5 : (Les fonctions concaves)

- Une fonction concave sur I est continue en tous les points intérieurs à I.

- Si f est dérivable et concave() f est décroissante.
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Inégalités de convexité

Soit f : I �! R une fonction convexe. Soit x1; x2; :::::::; xn 2 I; pour tout �k 2 [0; 1] ;
k = 1; ::::n tels que

nP
k=1

�k = 1: Alors on a l�inégalité f
�

nP
k=1

�kxk

�
�

nP
k=1

�kf (xk) :
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