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 المحور الرابع

 التكامل
 

 و قواعد  تعاريف -أ 
 

 تعريف  -1

:𝑓 لتكن  𝐼 ⟶ ℝ  دالة حقيقية معرفة على مجال𝐼  ولتكن ،𝐹  دالة معرفة وقابلة للإشتقاق على𝐼 

 إذا كان :    𝑓دالة أصلية ) تكامل ( للدالة  ه   𝐹نقول أن الدالة 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)   ,   ∀𝑥 ∈ 𝐼 

 

𝐹فإن  𝑓ه  دالة أصلية للدالة  𝐹: إذا كانت  ملاحظة -2 + 𝑐   حيث(c  تضحى كذالك ، كما أن )هو عدد ثابت

ن لـــــ   ن أصليتي  ن أي دالتي   يكون ثابتا 𝑓الفرق بي 

ن محور  𝐹و   𝐼مستمرة على مجال   𝑓إذا كانت الدالة                   ه  دالتها الأصلية فإن المساحة المحصورة بي 

ن   𝑓 الفواصل و منحنن الدالة                 ن ذاتا المعادلتي  𝑥)و المستقيمي  = 𝑏 و 𝑥 = 𝑎)  تساوي 

                                                           𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

∫ونكتب  𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎
ن  𝑓ونسميه التكامل المحدود للدالة    ن النقطتي   𝑎  و 𝑏   بي 

 

 قواعد التكامل -3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :  أحسب التكاملات التاليةأمثلة -4

1) ∫𝑥𝐿𝑛𝑥 𝑑𝑥        ,      2) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝑑𝑥        ,    (3   ∫𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥       

 

 الدالة الدالة الأصلية  الدالة  الدالة الأصلية

𝑎∫𝑓 
𝑎𝑓  𝑎𝑥 + 𝑐 𝑎  ثابت 

∫𝑓 + ∫𝑔 
𝑓 + 𝑔  1

𝑎+1
𝑥𝑎+1  +   c 𝑥𝑎    ,   𝑎 ≠ −1 

𝑓𝑔 − ∫𝑓�̀� 
   𝑓′. 𝑔  2

3
𝑥
3

2          +    c √𝑥 

𝐿𝑛|𝑓|          +   c 𝑓′

𝑓
 

 𝐿𝑛|𝑥|          +   c 1

𝑥
 

1

1−𝑛
. 𝑓1−𝑛   +  c 𝑓′

𝑓𝑛
     ,  𝑛 ≠ 1     

1

1−𝑛
. 𝑥1−𝑛   +  c 

1

𝑥𝑛
   ,   𝑛 ≠ 1 

𝑒𝑓              +    c �̀�𝑒𝑓  𝑥𝐿𝑛𝑥 − 𝑥    +  c 𝐿𝑛𝑥 

−𝑐𝑜𝑠𝑓       +   c �̀�𝑠𝑖𝑛𝑓  𝑒𝑥        +  c 𝑒𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑓           +   c �̀�𝑐𝑜𝑠𝑓  −𝑐𝑜𝑠𝑥     +c 𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝐿𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑓|   +   c �̀�𝑡𝑔𝑓  𝑠𝑖𝑛𝑥        +  c 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑓    +   c �̀�

√1 − 𝑓2
 

 𝐿𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥|  + c 𝑡𝑔𝑥 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑓     +    c �̀�

1 + 𝑓2
 

 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥   +  c 1

√1 − 𝑥2
 

07المحاضرة :   
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1- ∫ 𝑥⏟
𝑢′

𝐿𝑛𝑥⏟
𝑣

𝑑𝑥 = 𝑢𝑣 − ∫𝑢𝑣′         

=
1

2
𝑥2. 𝐿𝑛𝑥 −

1

2
∫𝑥2.

1

𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
𝑥2 (𝐿𝑛𝑥 −

1

2
) + 𝑐 

2- ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠2 𝑥𝑑𝑥 =  −∫(−𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = − 
1

3
(𝑐𝑜𝑠𝑥)3 + 𝑐         

3- ∫ 1⏟
𝑢′

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥⏟    
𝑣

𝑑𝑥 = 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 +
1

2
∫

−2𝑥

√1−𝑥2
𝑑𝑥 = √1 − 𝑥2    +c  

 التكامل بتغيي  المتغي   -5

, 𝑎]دالة مستمرة على مجال  𝑓لتكن  𝑏]  ولتكن𝜑  دالة مستمرة من[𝛼 , 𝛽]  نحو[𝑎 , 𝑏]  وقابلة للإشتقاق

, 𝛼] على 𝛽]  ومشتقتها𝜑′  مستمرة على[𝛼 , 𝛽] حيث  𝜑(𝛼) = 𝑎    و𝜑(𝛽) = 𝑏  
 

∫إذن                                                    𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓 (𝜑(𝑡))𝜑′(𝑡)𝑑𝑡
𝛽

𝛼

𝑏

𝑎
 

 

𝐼أحسب التكامل :      مثال = ∫
(𝐿𝑛𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

𝑒

1
 

𝜑(𝑡)نضع  = 𝐿𝑛𝑡 = 𝑥     ينتج𝜑
′
(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑑𝑥   أي

1

𝑡
𝑑𝑡 = 𝑑𝑥   ومنه 

𝐼 = ∫ 𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑑𝑥 =
1

2

1

0

𝜑(𝑒)

𝜑(1)

 

 

   الدوال الزائدية -6
 

, 𝑡ℎنعرف الدوال      𝑠ℎ , 𝑐ℎ     كما يلى :  

𝑐ℎ𝑥 =  
1

2
(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)  ,   𝑠ℎ𝑥 =  

1

2
(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)  ,   𝑡ℎ𝑥 =

𝑠ℎ𝑥

𝑐ℎ𝑥
 

              لدينا : 

1) ∀𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑐ℎ2𝑥 − 𝑠ℎ2𝑥 = 1 

2)  𝑐ℎ′𝑥 = 𝑠ℎ𝑥   

3) 𝑠ℎ′𝑥 = 𝑐ℎ𝑥 

4) 𝑡ℎ′𝑥 =
1

𝑐ℎ2𝑥
= 1 − 𝑡ℎ2𝑥 

 الدوال العكسية للدوال الزائدية -7
 

 

 𝑨𝒓𝒈𝒄𝒉الدالة 

ايدة تماما من  𝑐ℎ𝑥الدالة   ن ,  0]مستمرة ومي  ,  1]نحو  ]∞+ فه  تقابل إذن تقبل دالة عكسية نرمز لها  ] ∞+
 𝐴𝑟𝑔𝑐ℎبالرمز 

𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ ∶   [1  , +∞ [ ⟶ [0  , +∞[ 

𝑐ℎ𝑥 = 𝑡 ⇔ 𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑡 = 𝑥 

,  0[لا تنعدم على  𝑠ℎوبما أن الدالة المشتقة  قابلة للإشتقاق على  𝐴𝑟𝑔𝑐ℎفإن الدلة العكسية   ]  ∞+
]1  ,  ولدينا  ] ∞+

𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ′𝑡 =  
1

𝑠ℎ(𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑡)
 

                   =
1

√𝑐ℎ2(𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑡)−1
 =

1

√𝑡2−1
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 𝑨𝒓𝒈𝒔𝒉الدالة 

ايدة تماما من  𝑠ℎ𝑥الدالة   ن  𝐴𝑟𝑔𝑠ℎفه  تقابل إذن تقبل دالة عكسية نرمز لها بالرمز ℝ  نحو    ℝمستمرة ومي 

𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ ∶   ]−∞  , +∞  [ ⟶ ]−∞  , +∞  [ 

𝑠ℎ𝑥 = 𝑡 ⇔ 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑡 = 𝑥 

 

 ولدينا  ℝقابلة للإشتقاق على  𝐴𝑟𝑔𝑠ℎفإن الدلة العكسية ℝ  لا تنعدم على  𝑐ℎوبما أن الدالة المشتقة 

𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ′𝑡 =  
1

𝑐ℎ(𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑡)
 

                 =
1

√1+𝑠ℎ2(𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑡)
 

  =
1

√1+𝑡2
 

 𝑨𝒓𝒈𝒕𝒉الدالة 

ايدة تماما من 𝑡ℎالدالة  ن ,  0[  مستمرة ومي  ,  1−[ نحو   ]  ∞+ فه  تقابل إذن تقبل دالة عكسية نرمز لها   ]  1+
 𝐴𝑟𝑔𝑡ℎبالرمز 

𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ ∶    ]−1  , +1  [  ⟶ ]0  , +∞  [   

𝑡ℎ𝑥 = 𝑡 ⇔ 𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ𝑡 = 𝑥 

1وبما أن الدالة المشتقة  − 𝑡ℎ2𝑡  0[  لا تنعدم على  , قابلة للإشتقاق على  𝐴𝑟𝑔𝑡ℎفإن الدلة العكسية ]  ∞+
]−1  ,  ولدينا  ]  1+

𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ′𝑡 =  
1

𝑡ℎ′(𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ𝑡)
 

                 =
1

1−𝑡ℎ2(𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ)
 

                                                                     =
1

1−𝑡2
 

  الأخي  نحصل على الجدول
 فن

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الدالة الدالة الأصلية  الدالة  الدالة الأصلية

𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑓 + 𝑐 𝑓′

√𝑓2 − 1
 

 𝐴𝑟𝑔𝑐ℎ𝑥 + 𝑐 1

√𝑥2 − 1
 

𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑓  +   c 𝑓′

√1 + 𝑓2
 

 𝐴𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥  +   c 1

√1 + 𝑥2
 

𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ𝑥𝑓  +   c 𝑓′

1 − 𝑓2
 

 𝐴𝑟𝑔𝑡ℎ𝑥  +   c 1

1 − 𝑡2
 


