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Chapitre 1

Fonctions réelles d’une variable

réelle

1.1 Généralités

1.1.1 Fonctions réelles d’une variable réelle

Définition 1.1.1 :

On appelle fonction réelle (numérique) d’une variable réelle tout application:

f:EFE — R

r — f(2)

tel que E est une partie de R (£ C R).
Remarque 1.1.1 : Dans le cas E = N, la fonction f définit une suite numérique.
Exemple 1.1.1 :
1) f:R—R
z+— f(zr)=ax+b; abeR
f est la fonction affine.

2) f:R—R



r— f(z) =sinz
f est la fonction sinus.
3) fiR—Z
r— f(x) = E(z)

f est la fonction partie entiére de x.

1.1.2 Domaine de définition

Définition 1.1.2 :
Soit la fonction f: E — R. Le domaine de définition de la fonction f est ’ensemble

des nombres réelles x se qu’ont une image par f (i.e: f(x) existe et f (x) € R). On note

par Dy ou Def (f).

1.1.3 Graphe d’une fonction
Définition 1.1.3 :

Le graphe G (f) d’une fonction f : E — R est une partie de R> = R x R défini par:

G(f)= {(:c,f(:c)) e R?, SCGE}

Remarque 1.1.2 :
Si A est un sous-ensemble de E (A C E) alors on appelle restriction de f sur A, qu’on
note fa la fonction définie par:
fA A — R
. — fa(z) = [f(z)

1.1.4 Fonction paire et impaire

Définition 1.1.4 :
Soit f une fonction (f : E — R). On suppose que Vx € E,(—x) € E.



1. On dit que f est une fonction paire si: Vo € E : f (z) = f(—x).

Le graphe de la fonction paire est symétrique par rapport & l'axe (oy) .
2. On dit que f est une fonction impaire si: Vx € E : [ (—x) = —f (x).
Le graphe de la fonction impaire est symétrique par rapport a l'origine o (0,0) .
Exemple 1.1.2 :

1) Les fonctions v — % et x — cosz sont paires.

2) Les fonctions v — x3 et x — sinz sont impaires.

1.1.5 Fonction périodique

Définition 1.1.5 :
Soit f une fonction (f : E — R).

On dit que la fonction f est périodique s’il existe T > 0 tel que:
Vee BEix+TeE: f(x+T)=f(x)
donc f est dite périodique et période T.

o SiT est une période de f alors tout nombre de la forme kT (k € N*) est aussi une

période de f.
Exemple 1.1.3 :
1) Les fonctions sin et cos sont périodiques de période T = 2.
2) Si f:R—R
z— f(z)
est périodique de période T'. Alors la fonction g définie par:

g:R — R
r — g(x)=f(lax+0b); acR etbeR



T
est périodique de période —.
a
T
Ona: f(xr+T) = f(x) et montré que g (:C + —) =g(z).
a

g(:L‘-I—%) =f<a (m+%)+b) = flax+T+b) = f(ax+ +b) =g (x).

Application: ¢(x)=cos(bx+2), a=5, b=2, f(x)=cosz.

cos est périodique de période 2w alors cos (bx + 2) est aussi périodique de période
2T

.
1.1.6 Fonction bornée
Définition 1.1.6 :
Soit f : E — R une fonction. Rappelons que f (F)={f(x); z € E} CR.

1. On dit que f est majorée si l’ensemble f (E) est majorée.

i.e: (f majoré) <= (AM e RVx € E: f (z) < M) .

2. On dit que f est minoré si l'ensemble f (F) est minoré.

i.e: (f minorée) <= (Im € R,Vr € E: f(v) > m).

3. f est bornée si l’ensemble f (E) est bornée.

i.e: (f bornée) <= (Im, M e R,Vx e E:m < f(x) < M).
Remarque 1.1.3 :

1) Si f est une fonction bornée. Alors l’ensemble f (F) est bornée dans R donc f (FE)
admet une borne supérieure et borne inférieure.
Dans ce cas on pose: supf (x) =sup f (F) et in]fEf (x) =inf f (E).
zel TE
Les valeurs sup f (x) et inf f (z) s’appellent respectivement bornes supérieures et bornes

inférieures de la fonction f sur l'ensemble E et se notent sup f et inf f et on a:

VeeE, f(zr)<M

M = <~
sup f {v5>o,3xer, Flzo) > M —¢



et
Vee E, f(z)>m

m = int f {V€>O,E|x0€E, fxo) <m+e

2) sup f (z) et inf f (x) n'appartient pas forcément o f (E) .

Dans le cas sup f () et inf f (x) appartient o f (E) on dit que la fonction f atteint ses

bornes sur E.
vy € B, supf = f(21)
E

i.e: (f atteint ses bornes sur E) <= {
day € E, glff = f(x2)

Exemple 1.1.4 :

sup f (z) =sup f(E) =1
inf f(x) =inff(F) =-1

on a atteint ses bornées car il existe:
dry=0€ E, f(21)=f(0) =cos0=1=supf
E
Jro=7m€FE, f(rg) =f(n)=cosm=—-1= i]éqff

1.1.7 Fonction monotone:

Définition 1.1.7 :
Soit f: E — R une fonction.

1. On dit que f est croissante (resp strictement croissante) si:
Vo,y € By v <y= f(x) < f(y) (resp [(x) < [f(y))

2. On dit que [ est décroissante (resp strictement décroissante) si:

Vo,ye By w <y= f(x) = f(y) (resp f(x)>[(y))



3. On dit que f est monotone sue FE, si elle est croissante ou elle est décroissante sur

E.

Corollaire 1.1.1 :

Si [ est strictement monotone sur E, alors [ est injective.

. f@) < [f(y)
En effet: 5 S [ ou = f(2) # f(y).
! f@)> 1)

Exemple 1.1.5 : f(z) =2z +1
ona:Ve,yeRio<y—2r<2y—=22r+1<2y+1= f(x) < f(y).

donc f est strictement croissante alors f est injective.

1.1.8 La fonction valeur absolue:

Définition 1.1.8 :
Soit f : E — R une fonction.

On définit la fonction valeur absolue de la fonction f qu’on note |f|, par:
IflI: & — R

v |fl(z) =f(z)|
Proposition 1.1.1 :

La fonction valeur absolue |.| vérifie: Vf,g: E — R on a:

1) [f[=0<= f=0.
2) |fxgl=1[f]x]gl.

3) If +ygl <|fl+1gl

1.2 Limate d’une fonction:

1.2.1 Voisinage d’un point x

Définition 1.2.1 : Soit zy € R, on appelle voisinage de xqy tout intervalle ouvert de la

forme |xg — 8,29+ 0[; &> 0.



1.2.2 Fonction définie au voisinage d’un point x

Soit f une fonction (f : E CR — R) et soit xog € R. On dit que [ est défini au
voisinage de xq si: 30 >0, |rg— 9,20+ [ C E.

1.2.3 Limate d’une fonction

Soit f une fonction définie au voisinage d’un point xy sauf peut étre en xy.

On dit que f admet une limite | au point xy si:

(Ve > 0,30 > 0;Ve # xg, |z — 29| < = |f (z) =] <e) <= lim f (z) =1

P
Exemple 1.2.1 : f(z) =5z —3
Montre que il_)H%f (x) =2
Ve>0,30 >0V # 1 jz— 1| <d=|f(x) — 2| <e.
on a:
vg>o:|5:c—3—2\<g:>y5x—5|<g:>5|:c—1|<g:>\:c—1|<§
don035:§>0, i:rqf(m)zZ

Remarque 1.2.1 :
lim f(z) #1 <= 3¢ > 0,Vd > 0; Iz # o, |[x —x0| < et |f(x) =] > e.

T—xo

1.2.4 Unacité de la limate

Théoréme 1.2.1 :
Si f admet une limite au point xy alors cette limite est unique.

Preuve. : On suppose que [ admet deux limites différentes au point xo, [ etl’ (I #1') .

On a:

lim f () = <= Ve > 0,36, > 0; V& # 20, |2 — 2| <51:>]f(x)—l]<g.
r—T0
lim f (z) = I <= Ve > 0,305 > 0;¥a # w0, | — 0| < 02 = |f () — I <§.
T—x0

On pose § = min (§1,02) et € < |l —U'|

5
@)1 <2

Alors Ye > 0,30 > 0;Va # xg, |x — 29| < § = et
5
<=
F) 1<



On a:

=0 = [1=V+f(x) = f(2)]
< |f (@) =l +[f (z) = 1]
9
2

£
< 3 + = =¢ d’ou la contradiction avec |l —1'| > ¢

alorsl=1. m

1.2.5 Limate a droite et limite a gauche

1. On dit que f a une limite & droite au point x, et on écrit: lim, f(x)= lim f (z) =1
Tz xixo

si: Ve > 0,30 > 0,Vz; xp <z <z9+0=|f(x) =1 <e.

2. On dit que f a une limite & gauche au point z¢ et on écrit: lim f (z) = lim f (z) =1
T—Tg xizo

si: Ve > 0,30 >0,Ve; xp—d<ax<zo=|f(2)—1I <e.

Remarque 1.2.2 :

Si la limite de f existe au point xq alors les limite o droite et a gauche existe aussi

et on a: lim f (x) = li>m f(x)= li<m f(x)=1

T5x0 T—=T0

Conclusion 1.2.1 :

lim f (z) =1 <= lim f () = lim f (z).
0 T30 xszo

1. Remarque 1.2.3 :

Si lim f (z) # lim f (z) alors f n'admet pas une limite au point x.
> <

T5T0 T—=T0

1.2.6 Cas ou z est infini

On a:

1) lim f(z)=l<=Ve>0,3A>0VeeR, 2> A= |f(z) -] <e.

T—+00

2) lim f(2)=l<=Ve>0,3A>0,VeeR s < —A=|f(z) -] <e.

r——00
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1.2.7 Limates infinies

Soit xg € R on posera par définition:

1) lim f (z) = +o0o <= VA > 0,35 > 0,Vz # 2, |z — 20| < § = f(x) > A.

T—xo

2) lim f(z) = —00 <= VA > 0,36 > 0,V # o, |z — 2| <6 = f (z) < —A.

T—T0

3) lim f(z)=40c0<=VA>0,3B>0,Vz e R,z > B= f(z) > A.

T——+00

4) lim f(z) =400<=VA>0,IB>0,Vx e R,z < —B= f(x) > A.

r——00

5) lim f(z)=-00<=VA>0,3dB>0,Vz€R,z>B = f(z) < —A.

Tr——+00

6) lim f(z)=—-00<=VA>0,3B>0,Vz e R,z < —B= f(x) < —A.

r——00

1.2.8 Relation avec les limites de suites

Théoréme 1.2.2 :
Soit f: ECR — R et xg € R alors on a:

lim f (z) = | <=V une suite (x,,) de B, x,, # x¢ et lir}rq Ty =20 = lim f(z,) =1

T—T0 n— n—-4o00

1.2.9 Operations sur les limites

Théoréme 1.2.3 :
Soit f et g: E CR — R deux fonctions telles que: lim f(x) =1 et limg(x) =1

T—T0o T—T0o

alors

1) lim (f(z) +g(x) =1+1.

T—T0o

2) lim (f(z) xg(z))=1x1.

T—To

3) lim \f (z) = Al

T—x0

4) Tim |/ (@) = I

5) Tim 2%) _ zi I #£0.

=0 g ()
6) notons aussi f () < g(x) =1<1".
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1.2.10 Formes indéterminées

Lorsque les limites ne sont pas finies, les résultats précédents restent vrais a chaque fois
que les opérations sur les limites ont un sens.
Dans le cas, ot on ne peut pas calcule, on dit qu’on se trouve en présence d’une

forme indéterminée. Si x — xg

1) f(z) — +o0 et g(z) — —o0 alors f + g se présente sous la forme indéterminée
+00 — 00.

0
2) f(x) — 0 et g(x) — 0 alors ! se présente sous la forme indéterminée —.

0

f . 00

3) f(x) — o0 et g(x) — o0 alors = se présente sous la forme indéterminée —.
9

(0. 9]

4) f(x) — oo et g(x) — 0 alors f X g se présente sous la forme indéterminée 0 x oo.

e Il ya d’autres cas de formes indéterminées de type: 1°°,0%°, oc” (lim (f (m))g(x)).

Ces formes se la rameénent a la forme 0 X oo par passage au logarithme.

y=(f (@) = Iny=g(z)Inf ().

1.2.11 Proposition (principe des gendarmes)

On suppose que lim f (z) = limg(z) =1(l € R).
T—T0 T—T0
Si f(x) <h(z) <g(x) au voisinage de xy alors lim h (z) = .

T—T0

1.3 Comparaison des fonctions au wvoisinage d’un
point

On est souvent amené a étudier le comportement d’une fonction par rapport a une

autre au voisinage d’un point, on utilisera pour la certaines notation.
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1.3.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

Définition 1.3.1 :

Soient [ et g deux fonctions définies au voisinage d’un point xo sauf peut étre en xy.

1. On dit que [ est négligeable devant g lorsque v — xo(ou en xo) et l'on écrit

f=ol(g) si:

Ve > 0,30 > 0,V |z — x| < d = |f (x)| < elg(x)].

2. On dit que [ est dominé par g lorsque x — xo (ou en xg) et l'on écrit f = O (g)
S1:

k> 0,Y0 > 0,Vx; |z —xo| <9 = |f (2)| < kg (x)].

e Les symboles o et O s’appellent notations de Landau.

Remarque 1.3.1 :
Si g ne s’annule pas dans un voisinage de xqy alors:

f=o0(g) < limf(x)

=0.
z=w0 g ()

est bornée dans un voisinage de xg.

f=0(g)<:>'£

Cas particulier: Si g =1 alors:
f=o0(9) < lim f(z) =0.
T—x0
f=01(g) < [ est bornée dans un voisinage de x.

3. Soient f et g deux fonctions définies sur |0,4+00] on posera par définition:
(f =o0(g) lorsque © — +00) <= Ve > 0,34 > 0,Vz;2 > A = |f (2)| < g (2)].
(f = O(g) lorsque © — 400) <= Jk > 0,VA > 0,Vz;2 > A = |f (2)| < k|g (z)].

De fagon analogue; on définit, les relations f = o(g) et f = O (g) pour x — —o0.
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1.3.2 Fonctions équivalentes

Définition 1.3.2 :
Soient [ et g deux fonctions définies dans un voisinage de xy sauf peut étre en xg.
On dit que [ est équivalente o g lorsque x — xq et l'on écrit f ~ g si f —g = o(f)

lorsque x — xy.
e Remarque que f—g=o(f)<= f—g=o0(g)

Remarque 1.3.2 :
La relation (~) est une relation d’équivalence dans [’ensemble des fonctions définies

dans un voisinage de xg.

Exemple 1.3.1 :

T o~ T,
V(0)

22

cosr ~ 1— —

V(0 2

tanx ~ x.
V(0)

Remarque 1.3.3 :
S’il existe un voisinage V' de xq tel que f et g ne s’annulent pas dans V (xq) alors:

. f(2)
~ <= lim = 1.
A w0 g ()

Ezxemple 1.3.2 :
sin x

lim =1 carsinz ~ zx.
z—0 V(0)

In (1
limM =1 car n(l+z) ~ x.
20 1 V(0)

Théoréme 1.3.1 -

1. Soient f et fi deux fonctions définies au voisinage de xq sauf peut étre en xy.
On suppose que f ~ f1 en xy alors:

Si lim f (z) existe alors lim fy (x) existe aussi et on a: lim f(z) = lim f; (z).

T—T0o T—T0 T—T0o T—To
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2. Soient f, f1,9, g1 des fonctions définies au voisinage de xy sauf peut étre en xy.
On suppose que f ~ fi1 et g ~ g1 en xg

Si lim f () existe alors lim fl—(m)
g (@) gt (@)

existe ausst et les deux limites sont égales.

Exemple 1.3.3 :

sinz ~ z, In(l4+z) ~ x
v(0) V(0)

B T (f) ~ 1.

arlg(l)ln (JZ + 1) z—0 \x
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