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Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Séries a termes réels ou complexes

Définition 1.1.1. Soit (u,),en une suite de nombres réels ou complexes. On appelle
série numérique (respectivement complexe) de terme général uy,, toute expression de

la forme :
g+ U+ ...+, +...= Z Uy, (1.1)

n>0

ol les nombres réels ( respectivement complexes) g, U1, ... Uy, ... sont appelés termes
de la série, et uy, est appelé terme général de la série .

Considérons maintenent les sommes partielles suivantes :

So = 1,
51 = Ug+u,
n
S, = up+ui+..+u,= Z U. (1.2)

k=0
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Le nombre S, est appelé somme partielle d’ordre n de la série ), u, et la suite (S,)
n=0
est appelée suite des sommes partielles de la série ), u,,.
n=0

Définition 1.1.2. Soit ), u, une série a termes réels ou complexes. On dit que
n=0
la série Y, u, converge si la suite des sommes partielles (S,) converge, et qu’elle
n=0
diverge si la suite des sommes partielles diverge.

Définition 1.1.3. Lorsque la série Y, u, converge, on appelle somme de la série, la
n=0
limite S de la suite des sommes partielles et on écrit :

S= lim S, = 2 Uy, (1.3)

n—+00
n>0

Définition 1.1.4. Soit ), u, une série converge de somme S. On appelle reste
n>0

d’ordre n de la série Y, uy,, le nombre R,, qui défini par :
n=0
R, =S-S5, = Z . (1.4)
k>n+1
On a alors I'équivalence suivante :
Z u, converge < lim S, =S5 ¢ lim R, =0. (1.5)
n—+oo n—+00

n=0
Remarque 1.1. On en déduit aussi que la nature d'une série ne change pas, en
supprimant un nombre fini de ses termes. En revanche, si la série converge, la valeur

de sa somme dépend de tous les termes de la série.

Exemple 1.1.1. (Série géométrique)

La série géométrique ), R" est :
n=0

. . 1
1. convergente si et seulement si |R| < 1, dans ce cas S = 1-x%
2. divergente si et seulement si |R| > 1.
Proposition 1.1.1. ( Procédé télescopique) Soient (u,) et (v,) deux suites de

nombres réels ou complexes, telles que u, = v,41 —vy. Alors, la série Y, u,converge

n>0
si et seulement si la suite (v,)converge, et dans ce cas :
Z u, = lim v, —vp. (1.6)
n—+00

n>0
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Démonstration. En effet, la preuve se faite de 1’égalité suivante :

n n

Z Up = Z (Ok41 = k) = Vps1 = V0.

k=0 k=0
O

Exemple 1.1.2. (exemple sur la convergence) Consédirons la série de terme général

=——,n>1.
tn n(n+1)’n_

Le terme u, peut se réécrire sous la forme :

1 1

== - s> 1.
M T "
La somme partielle de la série Y, u, vérifiée :
nx1
n
1 1 1 1 1 1
s ;“k—(rz) (z-3)+-71)

_ o, 1
- n+1

Puisque limy_, 4+ Sy = 1, il en résulte que la série Y, u, est convergente de somme

n>1
S=1.

Exemple 1.1.3. (exemple sur la divergence) Consédirons la série de terme général
1
u, =In(l + ;), n>1

Le terme u, peut se réécrire sous la forme :
Uy, =In(n+ 1) —In(n),n > 1. (1.7)

La somme partielle de la série Y, u, vérifiée :
nx1

n
Sy = Z we=(In2-1In1)+ (In3-1n2) + ... + (In(n + 1) — In(n))
k=1
= In(n+1).
Puisque limy,_, o Sy, = 400, il en résulte que la série Y, u, est divergente.
nx1
Proposition 1.1.2. ( Condition nécessaire de convergence) Pour qu’une série nu-
mérique Y, u, soit convergente, il est nécessaire que son terme général u, tend vers

n>0
Zéro.
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Démonstration. En effet. Supposons que )., u, converge vers S = lim,—1c0 Sy
n>0
On aalors:

lim w, = lim S, ~S,-1=S-5=0. (1.8)

n—+oco
Corollaire 1.1.1. (Condition suffisante de divergence) Une condition suffisante

pour qu’une série soit divergente, est que son terme général ne tend pas vers zéro.

Corollaire 1.1.2. La réciproque de la Proposition 1.1.2, est fause en général. En

effet, la série harmonique ), — diverge, alors que son terme général tend vers zéro.
nx>1 1

O

1.2 Structure algébrique del’ensemble des

séries convergentes

Proposition 1.2.1. Soient ) u, et Y, v, deux séries numériques ou complexes.
n=0 n=0
On a alors les propriétés suivantes :

1. Si Y, uy, est convergente de somme Sy et si Y, v, est convergente de somme Sy,

n>0 n>0

alors Y, (4, + vy,) est convergente de somme Sy + Sa.
n=>0

2. Si Y, uy est convergente de somme Sy et si @ € R (ou C ), alors Y, (auy,) est
n>0 n>0

convergente de somme aS;.

Démonstration. La preuve de cette proposition découle immédiatement des

propriétés des limites de suites. ]

Remarque 1.2. Avec ces deux opérations précédente, on peut facilement démontrer

que l'ensemble des séries convergentes est un sous espace vectoriel.
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1.3 Autre opérations algébriques sur les

séries numériques

Proposition 1.3.1. Soient Y u, et }, v, deux séries numériques ou complexes.
n=0 n=0
On a alors les propriétés supplémentaires suivantes :

1. Si Y, uy diverge et si « € R*, alors Y, (au,) diverge.
n20 n>0
2.5i Y, u, converge et si ), v, diverge, alors Y, (u, + vy,) diverge.
n=0 n>0 n>0
3. Si les deux séries Y, uy, et Y, v, sont divergente, on ne peut rien conclure sur
n0 n=0
la nature de la série ), (u, + vy,), elle peut étre convergente, comme elle peut étre
n>0
divergente.

Démonstration. La preuve de cette proposition découle immédiatement des

propriétés des limites de suites. ]

1.4 Critere de Cauchy

Théoréme 1.4.1. Soit Y, u, une série a termes réels ou complexes . Cette série est
n>0
convergente si et seulement si :

P

e

k=g+1

Ye>0,dnpelN, Vp,geIN, p>g=ngy, ona <e. (1.9)

Démonstration. La démonstration de ce théoréme se déroule en utilisant le

n
critere de Cauchy a la suite des sommes partielles S, = ) 1, et le fait que
k=0

4
Sp - Sq = Z Ug. O
k=q+1

1.5 Séries a termes positifs

Définition 1.5.1. On appelle série a terme positif, tout série dont le terme général
u, vérifie :
u, > 0, pour tout n > 0. (1.10)
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Proposition 1.5.1. Soit )}, u, une série a termes réels positifs . Alors cette série
n=0

converge vers S, si et seulement si la suite (S,,) de ses sommes partielles est majorée.

Dans ce cas, on a :

Sqn £ S, pour tout n > 0. (1.11)

Démonstration. Puisque Sy41 — Si = tpq = 0, pour tout n > 0, il en résulte
que (Sy) est croissante, donc pour qu’elle soit convergente, il faut et il suffit
qu’elle soit majorée. Dans ce cas, la limite de la suite des sommes partielles
(54) majore tous les termes de la suite. |
Remarque 1.3. Si (S,) n’est pas majorée, lim,_1+00 Sy = +00, et la série Y, u,

n=0
diverge.

1.5.1 Théoremes de comparaison
Théoreme 1.5.1. Etant donnés deux séries i termes positis ), u, et Y, v, vérifiant :
n=0 n=0

dng € N, tel que pour tout n > ng, u, < vy, (1.12)

onaalors :

1. ¥, v, converge implique Z 1, converge.
n>0
2. Y, uy diverge implique Z vn diverge.

n>0

n n
Démonstration. 1. Posons pour toutn € N, S, = ) up et Ty, = } . Puisque

k=0 k=0
u, < vy, pour tout n > ng, on obtient alors :
Sy £ Ty, pour tout nn > ny. (1.13)
Si la série )}, v, converge, la suite (T),) est donc majorée, alors la suite (S,)
n>0
est également majorée et ainsi la série ) u, converge.

n>0
2. La deuxiéme propriété est la contraposée de la premiere, donc est vraie

aussi. O

Corollaire 1.5.1. Soient ), u, et Y, v, deux séries a termes positis. Supposons
n=0 n=0
qu’il existe deux nobres réels strictement positifs o et p vérifiant :

au, < vy < Buy, (1.14)
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alors Y, u, et Y, v, sont de méme nature.
n=>0 n>0

Démonstration. L'application du Théoréme 1.5.1 deux fois, nous donne : si la
série de terme général v, converge, la série de terme général 1, converge et si
la série de terme général u,, converge, la série de terme général v, converge.

Ce qui montre que les deux séries sont de méme nature. o

Exemple 1.5.1. Considérons la série numérique de terme général :

671
U, = ,0>0etn>0. 1.15
Nz (1.15)

, 1 . , . .
> —. Puisque ), — diverge, la série considérée diverge

n>1 1

S

*Si6>1,u, >

&l

également.

*S5i0 <0 <1,u, < 0" Puisque ), 0" converge (série géométrique), la série
n>1
considérée converge également.

Théoreme 1.5.2. Soient Y u, et ), v, deux séries a termes positifs. Supposons
n=0 n=0

. . . L . u
quil existe un réel positif | (ou I = +00), tel que lim,, 1o U—” =1, onaalors:
n
1. Sil=0etlasérie Y, v, converge, la série ), u, converge.

n>0 n>0
2.5il = +oo et la série Y, v, diverge, la série Y, u, diverge.
n>0 n=>0
3.Sil#0et# +o0,lesdeux Y, v, et Y, u, sont de méme nature.
n>0 n=>0

Démonstration. 1. Par définition

lm 22 =0 e=Ve>0, IgeN, VneN, n>mn, ona =2 <e. (1.16)

n—+o00 ’Z)n ’()n

Choisissons € = 1, on a donc u,, < vy,. Puisque la série ) v, converge, la série
n>0

Y. u, converge également.

n>0

2. De méme

u v v
Iim L =40 lim 2 =0e=V¥e>0,InpgeN, ¥neN, n>ng ona — <e.
n—-+c0 U, n—-+oo 1, Uy

(1.17)

Choisissons € = 1, on a donc u,, > v,,. Puisque la série }, v, diverge, la série
n>0

Y. u, diverge également.

n=>0
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3.5il# 0 et # +oo,

lim ﬂ:l(=>\le>0, dngeIN, Vne N, n > ng, ona (&—l)<e.
n—+oo Uy (4
(1.18)
Choisissons € < [, on a donc (I — €)v, < u, < (I + €)v,. L'utilisation du

Corollaire 1.5.1 confirme le résultat, en prenanta =l —-e >0etf=1+€. O

Théoreme 1.5.3. (Théoréme de Chauchy)

Soit f :]0,+00[ — IR une fonction définie positive, continue et décroissante,
+00
alors la série a termes positifs ), f(n) et l'intégrale généralisée f f(x)dx sont de
nx1 1
méme nature.

Démonstration. Soit (S,) la suite des sommes partielles de la série Y, f(n).
n>1
Puisque f est décroissante sur ]0, +oo[, on peut écrire :

pour toutk =1,2,..., x €]0,+00[, tel que k < x <k+1, ona f(k+1) < f(x) < f(k).

(1.19)
En intégrant sur [k, k + 1], on trouve :
k+1
fk+1) < ff(x)dx < f(k), pour toutk =1,2,... (1.20)
k
En sommant ces dernieres égalités, on obtient :
n+1
Sns1— f(1) < ff(x)dx < S, (1.21)
1
+oo0
* Supposons que f f(x)dx converge, on peut voire alors :
1
n+1 +o0
Spr1— f(1) < ff(x)dx < ff(x)dx. (1.22)
1 1

Ce qui montre que la suite (S,+1) est majorée, et par suite la série ), f(n)
n>1
converge.

* Supposons maintenant que Z>:1 f(n) converge. On sait bien que :
nz

n<x<n+1,pourtoutx >1, (1.23)
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ol 'entier n représente la partie entiére de x. On a alors :

X n+1
f flx)dx < f f(x)dx < Sy (1.24)
1 1

X
Puisque (S,) est majorée, I'intégrale f f(x)dx l'est aussi, ce qui assure 1’exis-

1
+00

tence de l'intégrale f f(x)dx.
1

Il en résulte également par contraposée, que la divergence de la série ), f(n)
n1
+00

entraine la divergence de l'intégrale f fx)dx.
1

1.5.2 Régles usuelles de convergence

Régle de Riemann

La regle de Riemann revient a comparer une série a termes positifs

donnée a une série de Riemann.

Définition 1.5.2. On appelle série de Riemann, toute série numérique dont le terme

général u, = ot

Proposition 1.5.2. La série de Riemann est convergente pour tout o > 1.

Démonstration. Sia > 0, lim,— 40 U, # 0, la série ), u, est donc divergente.
n>1

Supposons maintenant que a > 0 et consédirons la fonction f qui définie sur

1
10, +oo[ par f(x) = .
Cette fonction est définie positive, continue et décroissante sur ]0, +oo[ .D’apres

+00

le Théoreme 1.5.3, la série ), u, et 'intégrale généralisée f f(x)dx sont de
n>1 1

meéme nature.
Posons
A In(y), sia=1,
F(x) = ff(x)dx = 1 1 ) (1.25)
- ,sia # 1.
1 1-a)y*! 1-a
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La fonction F a une limite finie, si et seulement si a > 1, ce qui montre que

La série ), u, converge si et seulement si a > 1. O
n=1

Proposition 1.5.3. (Régle de Riemann)

Soit Y, u, une série a termes réels positifs et soit a € R. Supposons quil existe un
réel prcI;}tifl (oul = +00) , tel que limn®u, =1. On a alors :

1.Sil=0eta >1,lasérie ), u, converge.

2.G8il=+cceta<1,la sérrglz u, diverge.

n>1

. . L. 1 .
3.Sil#0etsil # 400, les deux séries Y, u, et Y, — sont de méme nature.
n>1 n>1

Démonstration. 1. Par définition
Iim n“u, =0 VYe >0, dnge N, Yn e N, n > ng, ona n“u, <e.
n—-+00

(1.26)

. 1 . 1

Choisissons € = 1, on a donc u, < prt Puisque }, —s converge pour tout

nx1
a > 1,lasérie Y u, converge également pour tout o > 1.

n>1
2.5il = +oo et @ < 1, toujours d’apres la définition de la limite

dni €N, Yne N, n > ny, onanu, > €. (1.27)

. 1 . 1 .
Choisissons € = 1, on a donc u, > - Puisque ), pors diverge pour tout
nx1
a <1, lasérie ) u, diverge également pour tout o < 1.

n>1

3. La troisiéme propriété est l'intersection des propriétés 1 et 2. O

Regle de d’Alembert

La régle de d’Alembert revient a comparer une série a termes positifs a

une série géométrique.

Proposition 1.5.4. Soit ), u, une série i termes réels strictement positifs. Suppo-
nx1

o . . u
sons qu’il existe un réel positif I (ou | = +o0), tel que lim,; _, ;o el
u

n

=1[.0naalors:

1. Sil <1, la série Y, u, converge.
n>1

2.5il>1, lasérie ), u, diverge.
n>1
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Démonstration. Par définition

u u
lim 2 =] e Ve>0, geN, YneN, n>np, ona ‘ gl <e.
n—+oo Uy, Uy
(1.28)
. .. u v
1.Sil < 1, choisissons €, tel que [ + € = k <1, on a donc k= ;H (en
n n
posant v, = k™). Nous avons donc :
u u u
il oo L =a@>0). (1.29)
Un+1 Oy Uno

C’est-a-dire u, < av,.Puisque Y, v, converge, la série ) u, converge .
n>1 n>1

. .. u .
2.5il > 1, choisissons €, tel que | —€ = k > 1, ona donc ;—H > 1. Puisque (u,)
n
est croissante non identiquement nulle, on a donc lim,,— 1 4, # 0, et alors la

série ) u, diverge. O
n>1

Regle de Cauchy

La régle de Cauchy revient également a comparer une série a termes
positifs a une série géométrique.

Proposition 1.5.5. Soit ), u, une série i termes réels strictement positifs. Suppo-
n>1

sons qu’il existe un réel positif I (ou | = +00), tel que limy,_1co {1, =1.Onaalors:

1.Sil <1, lasérie ., u, converge.
n>1

2.5il>1, lasérie ), u, diverge.
n>1

Démonstration. Par définition

lirilm{/ﬂ:l:)Ve>0, dngeN, Yne N, n > ngy, ona |J</u_n—l(<e.

' (1.30)
1.Sil < 1, choisissons €, tel que I + € = k < 1, on a donc u, < k". Puisque
Y. k" converge pour tout k < 1(série géométrique), la série )}, u, converge

n>1 n>1
également .
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2.5il > 1, choisissons €, tel que [ —€ = k > 1, on a donc u, > 1. Puisque

limy 4o 1y, # 0, la série )}, u, diverge .
n>1

Régle de Raab et Duhamel

La régle de Raab et Duhamel revient a comparer une série a termes

positifs donnée a une série de Riemann.

Proposition 1.5.6. Soit Y u, une série a termes positifs. Supposons que la limite

n>1
suivante existe :
u
I= lim n(— -1), (1.31)
n—+eo  Uyiq

on aalors :
1. Sil>1,la série Y, u, converge.

n>1
2.5il <1, lasérie ), u, diverge.

n>1

Démonstration. Par définition :

Uy Uy

Iim n( -)=leVe>0,dngeN, ¥nelN, n>ng, ona:l—e < n(
=t Uy Up+1

(1.32)
-1)>l-e=g>1

-1) < I+e.

Up

1. Supposons que [ > 1 et choisissons ¢, tel que n(u
n+1

. . . 1
Soit m € R}, tel que m € ]1,4], la série de terme général w, = s est donc
convergente.

On peut écrire :

w, (n + l)’”
Wy n

- (1 + 1)m. (1.33)

n

En effectuant le développement limité de la fonction x — S au voisinage

de 0, on obtient :
Wy

m 1
=1+—+— 1.34
— + . + nzé(n), (1.34)

o(n)

ol — — 0, quand n — +o0. C’est-a-dire :
n

o(n)

Pourtoutn=g-m>0,dn; €N, Vn e N, n > my, ona:7<q—m.
(1.35)
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On a alors les inégalités suivantes :

m+ ? <g< n(uu—" — 1), pour tout n > max(ng, n1) = ny, (1.36)
n+1

ou d'une maniére équivalente :

w m 1 u
=14 —+ 0 < —-. (1.37)
Wh+1 n n Up1
C’est-a-dire :
u u u
ol < og@>0 (1.38)
Wn+1 Wy Wy,
Puisque ), w, est convergente, il en résulte d’apres le théoréeme de compa-
nx1
raison que ), u, est également convergente.

n>1
2. Supposons maintenant que < 1 et choisissons ¢, tel que

Up

n( -1)<l+e=g<1, pour toutn > ny. (1.39)

Ups1

Considérons également la série de terme général w, = 1, qui est divergente.

De l'inégalité (1.39), on peut voir facilement :

Uy 1 n+1  w,

<1+ -

Unt1 n n Wi+

(1.40)

Puisque ), w, est divergente, il en résulte d’apres la méthode précédente
nx1
que ), u, est également divergente.
nx1

Série de Bertrand

Définition 1.5.3. On appelle série de Bertrand, toute série numérique dont le terme
Inf(n)

ne '

général u, = aeRfetBeR.

Proposition 1.5.7. La série de Bertrand est :

1. convergente, si et seulement si
11.a>1etB €R, ou bien
12.a=1etf < -1

2. divergente si et seulement si

21.a<1letp €N, ou bien
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22.a=1etp>-1.

Démonstration. 1.1. Supposons que @ > 1 et § € R. Alors il existe y € ]1,a]
vérifiant

_ . Inf(n)
lim n’u, = lim
n—+0o n—+oo NAY

=0, cara-y>0. (1.41)

Puisque y > 1, l'utilisation de la Proposition 1.5.3 confirme la convergence
de la série considérée.

1.2 et2.2. Supposons maintenant que a = 1. Le terme général u,, devient :
Inf(n)

n
n
1
*Si=0, ) u, = ), — quiest divergente.
n>1 n>1 N
*S5i B > 0, en appliquant une fois encore la regle de Cauchy, on trouve

lim nu, = lim Inf(n) = +o0, (1.42)

i
n—+o0 —+400

et la série ), u, est divergente.
n=1
*Si B < 0, considérons la fonction f définie par :

Inf(x)
xe

fx) = x €16, +oo[ (6 > 1). (1.43)

Cette fonction est définie positive, continue et décroissante sur ]o, +oof.
Inf(n)

D’apres le théoreme de Cauchy, la série },
n=2

et 'intégrale générali-

T’ In(x)

xO(

sée dx sont de méme nature.

5
On sait bien que

fflnﬁ(x) ﬁ% [0 (1) = In"(6)], si p # -1,

= dx = 1H(E) s (1.44)
0 o) SF="1
Ce qui donne :
1 p+1
t 0 G,
m [0} P 145
Am | TG NE Y oo, sip > -, (1.45)

5 .
+o00, sif=-1
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+ool B
Dong, sia = 1 et § < -1, l'intégrale f nxix) dx converge, alors quesia =1
B
+ool B
et f > -1, l'intégrale f nxix) dx diverge.

B
2.2 Supposons maintenant que @ < 1 et § € R. Alors il existe y € Ja, 1]

vérifiant

lim n’u, = lirin " 1Inf(n) = +oo, car y—a>0. (1.46)
n—+00

n—+00

Puisque y < 1, I'utilisation de la Proposition 1.5.3 confirme la divergence de

la série Y, u,. O
n>1

1.6 Séries atermes de signes quelconques

1.6.1 Reégles de convergence des séries a termes de

signes quelconques

Regle d’Abel

Proposition 1.6.1. Soit (b,) une suite positive décroissante vers 0, et soit (a,) une

suite vérifiant :
n

An:Zak

k=1

IM > 0,¥n € N, <M. (1.47)

Alors, la série de terme général u,, = a,b, est convergente.

Démonstration. On peut écrire :

+00
Y e = a(br—bo)+ (@ + @) by = b3) + o+ (@1 + G2+ e+ 2) by — bya)
nx1
+00
= Y @+ @+ +a) by~ bu)
nx1
+00
- Z An(br = bus1). (1.48)

n>1
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Nous pouvons voire ensuite apparditre la série de terme général :
Up = An(bn - bn+1)- (149)
Il nous suffit de montrer que cette série est convergente. En effet :

|An(bn - bn+1)|
M(b,, — by41), car b, — b1 = 0 ((by,) est décroissante). (1.50)

[0]

IA

+00

La série ), (b, — bys1) est convergente, puisque la suite de ses sommes
n>1

partielles vérifiée :

n

z(bk — bgs1) = by — bys1 — by, quand 1 — +oo. (1.51)
k=1
+00
Le théoréme de comparaison affirme la convergence absolue de la série ), v,,.
21
+00 !
Il en résulte que la série de départ }. u, est convergente. o
n>1

1.6.2 Séries alternées

Définition 1.6.1. On appelle série alternée, toute série dont le terme général

u, = (-1)"a,,a, > 0, pour tout n € IN. (1.52)

Regle de convergence des séries alternées

Proposition 1.6.2. (Critére de Leibniz)

Soit Y, u, une série alternée. Si (|u,| une suite décroissante vers 0, alors la série
n>0

Y., uy est convergente, de plus on a la majoration du reste suivante :

n=>0

+00

Y (Dfu

k=n+1

< Upy1. (1.53)

Démonstration. La série ), u, est alternée, on peut donc écrire :
n>0

Uy = Uy = a, X by, tels que b, = (-1)" eta, > 0,pour toutn e N.  (1.54)
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n
Puisque |}, bx| < 1 et (Juu| = a,) une suite décroissante vers 0, 1utilisation de

k=0
critere d’Abel montre la convergence de la série . u,.
n>0
Soit maintenant (S,) la somme partielle de la série }’ u,, on a alors
n>0
Son+2 = Sop = Uopsa — Uzpr1 <0, (1.55)
Son+1 = Son—1 = —Ugps1 + Uz, = 0, pour tout n € IN. (1.56)

Ainsi la suite (S,,) est décroissante et la suite (Sz,41) est croissante. De plus
ona:

Son+1 — Son = —Uou41, pour tout n € IN. (1.57)

Ce qui montre que la suite (52,41 — S2,) tend vers 0. Les suites (Sz,) et (Son+1)
sont donc adjacentes et ainsi convergent toutes les deux vers une méme
limite finie S. Par conséquent la suite (S,) converge vers S, ce qui montre une

fois encore que la série ), u, converge. De plus, on a:

n>0
Son+1 £ S < Sopsn = Sopst + Uopap, pour tout n € IN. (1.58)
C’est-a-dire
S = Sop+2 =< Upy4p, pour tout n € (1.59)
De méme :
Soyn = Ugy41 = Sonr1 < S < Sy, pour tout n € IN, (1.60)

ou d’une maniere équivalente :
—Upu41 £ S — Sy £ 0, pour tout n € IN. (1.61)

I en résulte que, pour toutn € IN :

+00

Y D

k=n+1

= 1S = Sul < ths1, (1.62)

ol S est la somme de la série. m|
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1.6.3 Séries absolument convergentes

Définition 1.6.2. On dit qu’une série de terme général u, converge absolument si

la série de terme général |u,| converge.

Proposition 1.6.3. Sila série numérique de terme général u,, converge absolument,

alors cette série est convergente.

Démonstration. Supposons que la série de terme général u, converge abso-

lument. En appliquant le critere de Cauchy a la série de terme général |u,],

on trouve :
P
Ye>0,dnpeN, VYp,ge N, p>g=>np, ona Z lug] < e. (1.63)
k=g+1
D’autre part, on a:
P P
Y < Y lwl<e. (1.64)
k=q+1 k=q+1

La série du terme général u, vérifie alors le critere de Cauchy. Cette série est

donc bien convergente. |

Remarque 1.4. La réciproque de cette proposition est fausse. A titre d’exemple, la
n

série de terme général converge, alors qu’elle ne converge pas absolument.

Proposition 1.6.4. Soit ), u, une série numérique i termes quelconques. Suppo-
n=0
sons qu'il existe une suite numérique positive vérifiant :

dng € N, et que Vn > ny, ona |u,| < vy, (1.65)

alors, si ), v, converge, Y, u, converge absolument.
n=>0 n=>0

Démonstration. La preuve se déroule immédiatement, en utilisant le théo-

réme de comparaison des séries a termes positifs. ]
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1.6.4 Séries semi-convergentes

Définition 1.6.3. On dit qu’une série de terme général u, est semi-convergente,

lorsqu’elle converge sans étre absolument convergente.
On a également les propriétés immédiates suivantes :

Proposition 1.6.5. Supposons que les deux séries de termes généraux respectifs uy,
et v,sont absolument convergentes (respectivement semi-convergentes), alors la série
somme de terme général (1, +v,) est absolument convergente (respectivement semi-
convergente), et la série produit par un scalaire de terme général au,, est absolument

convergente (respectivement semi-convergente), pour tout a € k(k = R ou C).

Démonstration. La preuve de cette proposition se déroule immédiatement en

utilisant le critere de Cauchy. O

Exemple 1.6.1. On peut démontrer facilement que la série de Riemann alternée
D"
)3
n>1 N
* divergente pour tout o <0,

,a €Rest:

* absolument convergente, pour tout a > 1,

* semi-convergente, pour tout 0 < a < 1.

1.6.5 Propriétéssupplémentaires des séries conver-

gentes

Propriétél : Utilisation des criteres de d’Alembert et de Cau-

chy

On sait que ces deux critéres s’appliquent a priori a des séries a termes

positifs. Soit ), u, une série a termes quelconques. Nous pouvons donc
n>0
parfaitement utiliser ces criteres avec des séries a termes quelconques, mais

en faisant tres attention a ne pas oublier les valeurs absolues.

. . Un+1
Supposons maintenant que I, = limy—, 4o
u

I, = lim,,_, 100 V|u,| existe).

i existe (respectivement
n
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*Sily <1 (respect. I < 1), le critére de d’Alembert (resp. le critere de
Cauchy) affirme que la série ). |u,| est convergente. La série }, u, est alors
absolument convergente. " =

*Sily > 1 (respect. I > 1), le critére de d’Alembert (resp. le critere de
Cauchy) affirme que le terme général |u,| tend vers +oo. La série ) u, est

n=0
alors divergente.

L ) 3n+ 1\
Exemple 1.6.2. La série de terme génaral : u, = ( —] ) a",a€Retn>0.

Nous avons limy,_, +e0 V|uu| = 27 |at|. le critere de Cauchy affirme que :

. 1 . i
1. Sila| < 57 la série considéré est absolument convergente.
. 1 . s .
2. 1. Si|a| > 27 la série considéré est divergente.

1
3.5il. Sil|a| = 77 la valeur absolue de terme général devient

3n
= ( - 3n2+ 3) — exp(=2)(# 0), quand n — 400, (1.66)

et la série considérée est divergente.

Propriété 3 : Utilisation des développements limités

En effectuant un développement limité du terme général u, de la série
Y. uy au voisinage de I'infini a un ordre suffisamment élevé (pour étre avoir
n=0

un reste absolument convergente), on peut conclure rapidement sur la na-

. o . 1
ture de cett série. On arrive finalement a faire apparaitre des termes en —

(exprimant a prioré une série divergente) et (ou) des termes en — (expri-
n

mant a prioré une série convergente).

—1)"
A titre d’exemple, la série de terme général u,, = ﬁ On peut écrire :
-1)" 1
U, = ( n) X = (1.67)
1+
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1
En effectuant le développement limité de la fonction x T+

au voisinage
de 0, on obtient :
1) —1) 1
u, = =1 1—( ) + —e(n)
n n n
—1)\" 1)
_ 2) B % + ( n12) e(n), otre(n) — 0, quand n — +oo. (1.68)

Nous avons donc la somme de deux séries convergentes et d'une reste ab-

solument convergente. la série considéré est donc convergente.

1.7 Produit de Cauchy des séries.

Définition 1.7.1. On considere deux séries numériques de termes généraux res-

pectifs u, et v,. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries, la série de terme

général :
n
W, = Y wD (1.69)
k=0
Proposition 1.7.1. Soient }, u, et Y, u, deux séries absolument convergentes.
n=0 n0

Alors la série de produit de Cauchy de terme général défini par (1.69) est absolument

convergente, et de plus, on a :

an - [Z un] x {Z un]. (1.70)

n>0 n>0 n>0

Démonstration. Pour tout n € IN, considérons les sommes partielles sui-

vantes :
n n

S, = Z ug, Ty = Zvn etR, = Zw 1.71)
k=0

k=0 k=0
Considérons également les notations suivantes :

S= Z Iy et T = 2 [0l 1.72)
n=0 n>0
Les deux suites (S,,) et (T,;) sont convergentes, donc elles vérifient le critere

de Cauchy suivant :

Ve>0,dnpeN, Vp,neN, p>n=>np, ona Ul < e et

k=n+1

Uk
k=n+1

<€,

(1.73)
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D’une part, Ry, — S, T, peut se réécrire sous la forme :

Ry, = S, T, = uo(vn+1 + ...+ Ugn) + M1(0n+1 + ...+ vZn—l) + .o+ U 10p41

+Z)0(Mn+1 + ...+ uzn) + Ul(un+1 + ...+ uzn_l) + ...+ Un_l(lli.zﬁl)

Pour tout p,n € IN, p > n > ny, on a alors

IRoy = SyTol - < e[Zw Zwm]
k=0 k=0
< eS+T). (1.75)

Donc (Ry,) est convergente, et de plus :

1im Ry, = lim S,T, = [Z unJ X [Z un]. (1.76)

n>0

D’autre part, pour tout n > 19, on a:

[Ron+1 = Ronl = |(WoV2n41 + - + Uns10y) + (OoUzps1 + oo + Ups1thy)|

IN

eS+T7), 1.77)

ce qui assure la convergence de (Ra;+1).
Puisque (Rzy) et (Ra44+1) sont convergentes, (R,,) est également convergente,

et de plus :
T )20 ) ) S
nz

C’est-a-dire :

T[T fx (0] 079)

n>0 n>0
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