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Série de 7D n°o3

Exercice 1.10.11 On considére la chaine de Markov suivante
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1. Donner la matrice de transition P de la chaine de Markov.
2. La chaine de Markov est-elle irréductible ¢
8. Déterminer la distribution stationnaire de la chaine de Markov.

4. La chaine de Markov est-elle réversible ?

Exercice 1.10.12 On dispose dans une maison individuelle de deux systémes de chauffage, l'un de base
et lautre d’appoint. On dira qu’on est dans l’état 1 si seul le chauffage de base fonctionne, dans l’état 2 si
les deux systémes fonctionnent.

St un jour on est dans l’état 1, on estime qu’on y reste le lendemain avec probabilité % et si on est dans
I’ état 2 on passe le lendemain a l’état 1 avec probabilité %.

Soit Sy, létat du systéme au jour n. On admet que (Sp)nen est une chaine de Markov homogéne.
1. Déterminer sa matrice de transition et son graphe.

2. Soit u, = P(S, = 1). Déterminer une relation de récurrence entre u, et uny1 et en déduire l’expres-

sion de u, en fonction de ug pour tout n dans N.

8. Sachant qu’on est dans l’état 1 un dimanche, trouver la probabilité d’étre a nouveau dans le méme

état le dimanche suivant.
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4. Montrer que si un jour on se trouve dans l’état 1 avec probabilité —, alors il en est de méme pour

5
tous les jours suivants. Donner la probabilité invariante de (Sp)nen-

Exercice 1.10.13 Soit (S,,) la chaine de Markov réductible sur l’espace d’états S = {1;2;3;4} définie par

la matrice de transition P,

)
)
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1. Justifier qu’on peut s’attendre au fait que P ait plus d’une distribution invariante.

2. On note (S,(ll’?’)) la chaine de Markov (Sy,) restreinte auz états 1 et 3. Justifier que cette chaine de
n

Markov admet une unique distribution invariante et la calculer.

3. On note (SSLM)) la chaine de Markov (Sy,) restreinte aux états 2 et 4. Justifier que cette chaine de
n

Markov admet une unique distribution invariante et la calculer.

4. Déduire des deuz questions précédentes deux distributions invariantes pour P. On notera 11 et A ces

deuz distributions.

5. Soit p € [0;1]. Montrer que pIl 4+ (1 — p) A est une distribution invariante pour P. En déduire que P

admet une infinité de distributions invariantes.



Exercice 1.10.14 On considére la marche au hasard sur le graphe suivant :

l d

qu’on étudie comme une chaine de Markov sur l’espace d’états {e; s;t;u;c;d}.

Cette chaine de Markov est-elle irréductible ¢ Quels sont ses états récurrents ¢
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Solution de Série de TD n°o3

Solution 1.10.11 1. La matrice de transition P de la chaine de Markov est

) S m= O
S N N =
= S hI= O
S e O [aw]

2. On peut passer de tout état a tout autre donc la matrice P est irréductible.

3. Comme la chaine de Markov sur l'ensemble fini et lirréductibilité de P entraine [’existence d’une
unique loi stationnaire I := (7 (1) ,...,m(4))", on doit résoudre le systéme suivant :

;

m(1) = ir(2)
p— _ w(z)iylr(l); im(2) + 37 (3)
T 7(3) = 1 (2) + 7 (4)

n (@) = 1 (3)

T +72)+7B)+7(4) =1

!

Aprés quelques calculs, on obtient : 11 = (%, %, %, %)/.
4. On a :
(i) pij = 7 (4) pji, Vi, € {1;253; 4},

donc la chaine de Markov est réversible.

Solution 1.10.12 1. On a la matrice de transition :

P=

INIICI ST
INTES I
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Le graphe associé est :

1/2

2. La chaine de Markov prend ses valeurs dans {1;2}, donc

Vn,un_H = P(Sn+1:1):P(Sn+1:1,sn:1)+P(Sn+l :17571,:2)
= P(Spi1 =18y =1)P(Sy=1)+ P (Sps1 =1/ S0 =2) P (S, = 2)

= piiun +p21 (1 —uy)

3 1
o1
: g =3 _1 —3
le point fize : a = § — a0 <= a = g, donc
3 1 3

()6

. On veut calculer P (Sy47 = 1| Sy, = 1) . Par la propriété de Markov ceci est égal & P (S7 = 1| Sp = 1) =

d’ot Yn, uy = (—i)nJrl (uo — %) + %

u7 lorsque l'on prend ug = 1. On obtient :

1\* 3\ 3

. La relation de récurrence obtenue a la question 2 nous donne u, = % = Upt1 = % On en déduit

immédiatement que la loi invariante II' = (%, %) .

Solution 1.10.13 1. Comme on est a espace d’états fini, P admet au moins une distribution invariante.

En revanche, P n’est pas irréductible, donc on peut s’attendre a ce qu’il y ait plus d’une distribution

mvariante pour P.
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2. La chaine de Markov (ST(LI’?))) a pour matrice de transition, la matrice P(y 3y définie par

P =

Wb Wl
Wl Wl

Cette matrice de transition est irréductible, donc la chaine de Markov (S£1’3)> admet une unique

~ 1 1 !/
distribution invariante II. Un calcul rapide montre que cette distribution est donnée par <2, 2> .

8. La chaine de Markov (5’7(12’4)) a pour matrice de transition, la matrice Py 4y définie par

==
O W

Po4) =

Cette matrice de transition est irréductible, donc la chaine de Markov (S£2;4)> admet une unique

~ 3\’
distribution invariante A. Un calcul rapide montre que cette distribution est donnée par ( > .

77
L o , 1 1 , 4 3 ) .
4. On en déduit que les distributions II' = 5,0, 2 0) etA'=1{0, 7 0, - sont invariantes pour P.
5. Soit p € [0;1]. Notons L, = pll+ (1 —p)A. Alors comme II et A sont invariantes par P, on a
II' =1I'P et A" = A'P, donc

! - ! /
I'P = pl'P+(1—p) AP
= pll' +(1-p)A

/
= £p7

ce qui montre que L', est invariante par P. Toutes les mesures L', étant invariantes par P, on déduit

que P admet une infinité de distributions invariantes.

Solution 1.10.14 Ouwui, la chaine de Markov est irréductible, puisque chaque état méne a chaque autre pour
cette chaine de Markov. Comme [’espace d’états est fini, la chaine a au moins un état récurrent, et comme

la chaine est irréductible, donc tous les états sont récurrents. i.e., la chaine de Markov est récurrente.
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