
où les v.a. en;k; n; k 2 N sont i.i.d. En observant que les v.a. en�1;k; k 2 N sont indépendantes de

S0; S1; :::; Sn�1, on a :

P (Sn = in jSn�1 = in�1; :::; S0 = i0 ) = P

0@Sn�1X
k=1

en�1;k = in jSn�1 = in�1; :::; S0 = i0

1A
= P

0@in�1X
k=1

en�1;k = in jSn�1 = in�1; :::; S0 = i0

1A
= P

0@in�1X
k=1

en�1;k = in

1A
= P

0@in�1X
k=1

en�1;k = in jSn�1 = in�1

1A
= P

0@Sn�1X
k=1

en�1;k = in jSn�1 = in�1

1A
= P (Sn = in jSn�1 = in�1 ) ;

alors (Sn) est une chaîne de Markov de matrice de transition P,

pij = P

 
iX

k=1

en�1;k = j

!
:

1.4 Lois initiales et lois de probabilités stationnaires

Notre but est ici d�étudier des distributions particulières pour les chaînes de Markov,

1.4.1 Lois initiales

Dé�nition 1.4.1 Soit (Sn) une chaîne de Markov, admettant l�ensemble S, �ni ou dénombrable, comme

ensemble des états et la matrice P comme matrice de transition. Pour tout état i 2 S, on a :

P (Sn = i) = �n (i) ;

on dit que �n est la loi initiale de la chaîne, et �n le vecteur initiale de la chaîne : �
0
n := (�n (1) ; �n (2) ; :::) :

Remarque 1.4.1 La loi conjointe des variables S0; :::; Sn2 peut être calculée en considérant toutes les

probabilités de transitions de l�instant 0 à l�instant n. En e¤et, en utilisant la dé�nition de la probabilité
2La probabilité d�une trajectoire.
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conditionnelle et la propriété markovienne, on obtient

P (Sn = in; Sn�1 = in�1; :::; S0 = i0) = P (Sn = in jSn�1 = in�1; :::; S0 = i0 )P (Sn�1 = in�1; :::; S0 = i0)

= P (Sn = in jSn�1 = in�1 )P (Sn�1 = in�1; :::; S0 = i0)

P (Sn = in; Sn�1 = in�1; :::; S0 = i0) =

(
nY
k=1

pik�1ik

)
�0 (i0) : (3.1)

La dernière égalité est obtenue par récurrence sur l�entier n � 0, et ce pour tous les états i0; :::; in.

Remarque 1.4.2 La formule (3:1) montre que pour une chaîne de Markov (Sn)n�0, la loi de (S0; :::; Sn)

est complètement déterminée par la connaissance de la loi initiale et de la matrice de transition P.

Remarque 1.4.3 D�après la remarque précédente, la loi d�une chaîne de Markov est caractérisée par la

loi �0 de S0 et par sa matrice de transitition. La loi marginale de Sn est

�n (in) = P (Sn = in) =
X

in�1;:::;i02S
P (Sn = in; Sn�1 = in�1; :::; S0 = i0)

=
X

in�1;:::;i02S

(
nY
k=1

pik�1ik

)
�0 (i0) :

Lemme 1.4.1 Soit (Sn) une chaîne de Markov, de matrice de transition P, et soit �0 la loi de S0. Alors

la loi de S1 est �1; �
0
1 = �

0
0P, et pour tout entier n, la loi de Sn est �n; �0n = �00Pn.

Preuve. Pour le premier point, on a pour tout i1 de S,

�1 (i1) = P (S1 = i1) =
X
i02S

P (S1 = i1; S0 = i0) =
X
i02S

pi0i1�0 (i0) :

Ensuite on peut procéder par récurrence. Le rest est immédiat.

1.4.2 Lois de probabilités stationnaires

Dé�nition 1.4.2 Une distribution de probabilité � satisfaisant l�équation

�0 = �0P, (3.2)

est appelée distribution stationnaire, ou invariante, de la matrice de transition P ou de la chaîne de Markov.

L�équation (3:2) dit que pour tout état i 2 S;

� (i) =
X
j2S

pji� (j) :
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Remarque 1.4.4 On a : �01 = 1: De plus, �0P1 = 1:

Remarque 1.4.5 Pour calculer les composantes du vecteur � d�une chaîne de Markov, on résout le sys-

tème d�équations linéaire suivant : 8><>:
�0 = �0PP
j2S
� (j) = 1

:

Exemple 1.4.1 [Le modèle à deux états] La matrice de transition du système est

P =

0@ 1� � �

� 1� �

1A ; 0 < �; � � 1;
on peut déterminer directement à partir de l�équation (3:2); la probabilité invariante (� (1) ; � (2))0 véri�e8>>><>>>:

(1� �)� (1) + �� (2) = � (1)

�� (1) + (1� �)� (2) = � (2)

� (1) + � (2) = 1

;

on obtient : � (1) =
�

�+ �
et � (2) =

�

�+ �
:

Exemple 1.4.2 [Le modèle de di¤usion d�Ehrenfest]

On peut déterminer directement à partir de l�équation (3:2); la probabilité invariante (� (0) ; � (2) ; :::; � (a))0

véri�e 8>><>>:
� (i) =

aP
j=0

pji� (j) ; 0 � i � a
aP
j=0

� (j) = 1
:

Donc on peut réécrire :8><>:
a� (0) = � (1) ; a� (a) = � (a� 1) ;

� (i) =

�
1� i� 1

a

�
� (i� 1) + i+ 1

a
� (i+ 1) ; 1 � i � a� 1

:

On calcule successivement � (1) = a� (0) ; � (2) =
a(a� 1)

2
� (0), et par récurrence � (k) = Cka� (0). Comme

1 =
aP
j=0

� (j) = � (0) 2a; donc la loi de probabilité stationnaire est la loi binomiale B(a; 1
2
).

Théorème 1.4.1 Si la distribution initiale d�une chaîne de Markov est la distribution stationnaire, alors

la chaîne de Markov est stationnaire.
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Corollaire 1.4.1 Soit (Sn)n une chaîne de Markov stationnaire. Si �0 = � alors 8n; �n = �:

Preuve. On a : 8n; �0n = �00Pn; Si �0 = �; donc �01 = �0P = �0; et par récurrence, �n = �:

1.5 Chaînes de Markov réversibles

Les notions de retournement de temps et de réversibilité sont trés productives en théorie des chaînes de

Markov.

Soit (Sn)n une chaîne de Markov de matrice de transition P admettant une distribution stationnaire �

positive (�(i) > 0 pour tout état i). La matrice Q, dé�nie par :

� (i) qij = � (j) pji;8i; j 2 S; (4.1)

est une matrice stochastique. En e¤et,

X
j2S

qij =
1

� (i)

X
j2S

� (j) pji =
� (i)

� (i)
= 1:

Alors la formule de rétrodiction de Bayes donne

P (Sn�1 = jjSn = i) =
P (Sn = ijSn�1 = j)P (Sn�1 = j)

P (Sn = i)
;

c�est-à-dire, au vu de (4:1), qij = P (Sn�1 = jjSn = i) : On voit que Q est la matrice de transition de la

chaîne quand on �retourne le temps�.

Dé�nition 1.5.1 Soit (Sn)n une chaîne de Markov de matrice stochastique P, un vecteur (� (i) ; i 2 S)
0

est dit réversible par rapport à P si :

� (i) pij = � (j) pji;8i; j 2 S: (4.2)

Une chaîne de Markov est dite réversible si sa matrice stochastique admet un vecteur réversible.

Exemple 1.5.1 Soit (Sn) la chaîne de Markov de l�Exemple 1:4:1. En e¤et,
�

�+ �
� =

�

�+ �
�; i.e.,

� (1) p12 = � (2) p21; donc la chaîne de Markov est réversible.

Remarque 1.5.1 La relation (4:2) est appelée condition d�équilibre détaillé en physique.
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Théorème 1.5.1 Soit P une matrice de transition sur S, et soit � une distribution de probabilité sur S.

Si pour tout i; j 2 S, les équations de (4:2) sont véri�ées, alors � est une distribution stationnaire de P.

Les états d�une chaîne de Markov se répartissent en classes que l�on dé�nit à partir de la matrice de

transition.

1.6 Classi�cation des états

La classi�cation des états d�une chaîne de Markov joue un rôle essentiel dans l�étude de son comportement

à long terme.

Dé�nition 1.6.1 On dit que l�état j est accessible à partir de l�état i, ou est conséquent de l�état i, s�il

existe un entier n � 0 tel que p(n)ij > 0. On écrit : i j:

Sur le graphe, si i 6= j, i j s�il existe un chemin du sommet i vers le sommet j.

Propriété 1.6.1 La relation d�accessibilité entre états est ré�exive et transitive.

Preuve. Comme p(0)ii = 1 pour tout état i, on a bien i  i. Ensuite, si i  k et k  j, alors 9n;m � 0,

p
(n)
ik > 0; p

(m)
kj > 0: D�après la relation (2:1), on en tire :

p
(n+m)
ij =

X
s2S

p
(n)
is p

(m)
sj � p(n)ik p

(m)
kj > 0:

D�où i j:

Propriété 1.6.2 Soient i; j deux états ; les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(I) l�état j est accessible à partir de l�état i,

(II) le processus, partant de i, passe par j avec une probabilité strictement positive.

Preuve. D�abord, (I) =) (II) est évident. Montrons que (I)c=) (II)c: Sous l�hypothèse (I)c, pour tout

n � 0, on a : p(n)ij = 0. Soit A l�événement " le processus passe par j ". Alors

P (A jS0 = i) = P

0@[
j2S
fSn = jg jS0 = i

1A �
X
j2S

P (Sn = j jS0 = i) =
X
j2S

p
(n)
ij = 0:

D�où la propriété (II)c:
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