3.1 Formes quadratiques
Définition 3.1.1 Soit f € Z(E x E,K). L’application

q: £ —K
x o qx) = flxx)

est dite la forme quadratique associée a f.
f est dite la forme polaire associée a g.

= Example 3.1

1. Soit la forme bilinéaire symétrique
¢: ¢([0,1,R) x¢([0,1,R) —R

1
(t.9) — [ sty
La forme quadratique associée a ¢ est
qe - (5([0, 1]7R) —R

1
;o ae=eUi) = [ f0a
2. Soit la forme bilinéaire symétrique
f: R? x R? — R
((x1,%2), (v1,2)) = x1y2 — X201
La forme quadratique associée a f est
qr: R? — R

(x1,%2) > qr((x1,3%2)) =x] —x3

3.1.1 Propriétes des formes quadratiques
Proposition 3.1.1 Soit g une forme quadratique sur £ un Kespace vectoriel et f sa forme polaire.
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26 Chapitre 3. Formes quadratiques

i) g(ox) = o’q(x), VxecE,YocK.
i) g(x+ y) q(x)+q(y) +2f(x,y), Vx,y€ E (Identité de polarisation).
iii) g(x+y)+q(x—y)=2(q(x)+4q(y)), Vx,y€E (Identité de mediane).

Démonstration.

i) Soientx € Eetx € K
g(ox) = flox, ox) = aof(x,x) = o’ q(x).
ii) soientx,y € E
qlx+y) = flx+yx+y)

= flux+y)=rfx+y)

= fex)+706y)+f3nx)+10,y)

= q(x)+2f(x,y)+4().
iii) Deiiona

q(x+y) =q(x) +q() +2f(x,y), qlx—y)=qx)+q(y)—2f(x,y)

donc
q(x+y) +q(x—y) =2(q(x) +q(y).

p) Lidentité de polarisation permet de déterminer f en fonction de ¢,

lq(x+y) —q(x) —q(y)]-

N =

flxy) =
= Example 3.2
Soit la forme quadratique

q: R? — R
(x1,%2) = qr ((x1,%2)) = x} +2x3 — 3x1x2
La forme polaire de g est
f: R? x R? —R
((x1,x2), (v1,32)) -+ f((x1,x2), (1,32))

avec

F((ex2), (v1,32)) = 5 lg((x,x2) + (v,32)) —q((x1,%2)) — q((v1,32))]

[q((x1 +y1,02+y2)) —q((x1,%2)) —q((y1,y2))]

N = N —

3 3
= x1y1+2xy2 — Exl)’Z — §x2yl-

3.1.2 Cobne isofrope
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3.1 Formes quadratiques 27

Définition 3.1.2 Soit ¢ une forme quadratique sur E un Kespace vectoriel. Un vecteur x € E

est dit vecteur isotrope si g(x) = 0.
L’ensemble de touts les vecteurs isotrope de g, noté C(g) est dit Cdne isotrope, ¢’est-a-dir

Clg) ={xeE; q(x)=0}.

1. Onag(0) =0, donc 0 est toujours vecteur isotrope.
2. En générale le Cone isotrope n’est pas un sous espace vectoriel de E.

m Example 3.3 Soit la forme quadratique

R — R
(x1,%2) — qr((x1,02)) =x1 — 13

Clg) = {(x1,x); q((x,x2)) =0}
{ X1,X2); X7 —x2—0}
= {(xl,ixl) X1€R}

3.1.3 Noyau d’'une forme quadratique
Définition 3.1.3 Le noyau d’une forme quadratique, noté N(g) est le noyau de sa forme polaire,

c’est-a-dire
N(q) = Ann(f).

= Example 3.4 =

3.1.4 Matrice associée a une forme quadratique
Définition 3.1.4 Soient ¢ une forme quadratique sur E un K-espace vectoriel de dimonsion fini
et B une base de E. La matrice associée a g par rapport a la base B, noté .#(q), est la matrice
associée a la forme polaire f de g par rapport a B, ¢’est-a-dire

AM(q) = Ap(f).

p) La matrice associée a une forme quadratique est symétriques (.#p(q) =" .#5(q)).

= Example 3.5 m

Définition 3.1.5 Soient ¢ une forme quadratique sur R” et B={ej,e2,...,e,} la base canonique.
La matrice associée a g par rapport a la base B est

2 2 2
aolen) gi(e) o (e1)
2 2
My(q) = » Tule2) Fh(e)
2 :
2 2 | 2
T)Z(en) T;Iz(en) T)Z,(e”)
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28 Chapitre 3. Formes quadratiques

= Example 3.6
Soit la forme quadratique

¢g:R® — R

X1,X2,X3) +—— X7+ 3x% + 3x3 + 2x1x2 — 4x1x3
1 2 3

Ona
0
cl = 2x1+2x —4x3
8)61
0
9 _ 2x1 4 6x2
x>
J
7 _ —4x1 +6x3
o0x3

Donc la matrice associée a g par rapport a la base canonique de R est

3.1.5 Forme quadratique associée a une matrice carrée

Proposition 3.1.2 Soit M = (a;;) une matrice symétrique associée a la forme quadratique g par
rapport a la base canonique {ej,ez,...,e,} de E, alors

n n
Vx = Zx,-ei, q(x)= Za,-,-x,z +2 Z a;jXiX
i=1 i=1

1<i<j<n

Démonstration. Soit M(a;;) une matrice symétrique (a;; = aj; ou'M = M)

aipy daiz2 -t Aip

azr a2 azp
M= .

dnl dp2 - dpp
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3.2 Réduction des formes quadratiques 29

Soit f la forme polaire associée a g, donc

q(x) = flx,x)
= 'xMx
app app -t dip X1
azy an anp X2
= (xl,xz,...,xn)
anl dp2 -+ dpp X,
X1
n n n xz
= | Yxian, Y xiapn,....Y xiap :
i=1 i=1 i=1 :
xﬂ

Xilin
1

n n n

= X1 Xiai1+x22xiai2+...+xn
i=1

n
Z al-jx,-xj
=

nt

- L
j=1i
n

- X
i=1

=1 = l

2
apX; +2 Z a;jXiX;.

1<i<j<n

p) Le diagonale de M est formé par les coifficients de xl~2.

= Example 3.7
Soit la matrice symétrique

1 3 =2
M= 32 0
-2 0 -1
la forme quadratique g associée a M est
¢:R* - R
(x1,x2,x3) = q((x1,%2,x3))
avec
3
q((x1,x2,x3)) = Za,-,x%—i—Z Z aijXix;.
i=1 1<i<;j<3

= x1+2x3 —x3+2(3x1x2 — 2x1%3)

= X% 205 — x5 + 6x1xp — 4y 3.

3.1.6 Rang d’une forme quadratique

Définition 3.1.6 Le rang d’une formz quadratique g, noté ran(g) est le rang de sa matrice
associée pour n’import base de E.

3.2 Réduction des formes quadratiques
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