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Exercice 01 :
Prouvez la validité du théoréme de convolution discréte a une variable. Voir les équations suivantes :

g(®) * h(t) = G(wH W)

g(Oh() & 6w * Hw)

M-1

9O +h(©) = ) FR(E —m)
m=0

Vous devrez utiliser les propriétés de la translation et inversement,

Solution :

En référence a I'énoncé du théoréme de convolution, nous voulons démontrer que
g(x) x h(x) & G(w)H(w)

et que
9(x)h(x) & G(u) * H(u)

Donc on a I’équation suivante qui définit la convolution 1D:

M-1

9@ <hG) = ) glm)h(x—m)

et d’aprés la définition de la DFT, on a :

m=

N—-1
Flw) = f(x)eizmux/N u=012..,N—1

x=0

On aura:

Flfx)*h(x)] = Zj::ol [Z:;;f(m)h(x _ m)] o —i2mux/M

DX M

M-1
— f(m)H(u)e—iZnum/M

m=0

M-1
=H (u) f(m)e —i2mrum/M

m=0

= H()F(u).

Le reste du théoreme est prouvée d’une maniére similaire.

Dr. Aissa Boulmerka | Solutions de la Série N° 04 | Page 1



Exercice 02 :
Ecrire une expression pour la convolution continue 2D.

Solution :

Soit I’équation suivante qui définit 1I’opération de convolution en 1D:
+ oo

£(6) *h(t) = f FOR(t - D)dr.

— 00

On pourra généraliser I’opération de convolution en 2D en utilisant 1’équation suivante :
400 4o

f(t,z)*h(t,z)zf ff(a,ﬂ)h(t—a,z—ﬁ)dadﬁ.

—00 —00

Exercice 03 :
(a) Prouver la validité de la propriété de translation dans I'équation suivante :

. (UpX VoY
f(x, y)elzn(ﬁ"L%) & F(u—ug, v—vp)

(b) Prouver la validité de I'équation :

.._(UXg (VY
f(x — %0,y — yo) < F(u,v)e 2(W+N)

Solution :
(@) On a, par définition de la DFT :

N-1 M-1
F(u,v) = Z Z f(x, y)e—i21t(ux/N+vy/M)
xX=0 y=0
N-1 M-1
S[f(x, y)ei21'r(uox/M+voy/N)] — Z z [f(X, y)eiZH(uox/M+voy/N)]e—i21'[(ux/N+vy/M)
x=0 y=0
N-1 M-1
= Z Z f(x, y)ei2mlu-uo)x/N+w-vo)y/M]
x=0 y=0
(En utilisant la propriété : e%e? = e%*P)

= F(u—ugv—vp).

(b) On a, par définition de la DFT inverse :

N-1—M-1 _
f(x, Y) — Z i Z ) F(u, V)elzn(ux/N+vy/M)
u= v=

N-1 M-1
8‘_1[F(u, v)e—iZH(uxo+VJ/o)] = iz Z [F(u V)e—i21t(ux0/M+vyo/N)]eizﬂ(ux/N+vy/M)
MN u=0 v=0 '

1 zN_le_l i2me[u(x—x0)/N+v(y—y0)/M]
- I F Ll,V el mMmu x—xO +v y—yo
MN u=0 v=0 ( )

(En utilisant la propriété : e%e? = ea*P)

= f(xX—x0,y —Yo)
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Exercice 04 :
Montrer que la transformée Radon de la forme gaussienne f(x,y) = A.exp(—x? —y?) est g(p,0) =
Avmexp(—p?) (Indice: utiliser la symétrie pour simplifier I'intégration.)

Solution :

Soit f(x, y) = A. exp(—x2 - yz), Comme f(x,y) est symétrique en rotation, ses projections sont les mémes pour tous les
angles, il suffit donc d'obtenir la projection pour & = 0°. L'équation de la transformée de Radon devient alors

R{f(x,y)} =g, 0) = J. f f(x,y)8(xcos8 + ysinf — p)dxdy
| | reyse- paxay
= A f_ f(p,y)dy

+00
= Ae P’ f e‘yzdy.
En utilisant la propriété de la distribution normale (Gaussienne) :

1 +oo 2 2
e %207y =1
V2mo? f_oo

il s'ensuit en mettant o2 = 1/2 dans cette équation que,

1 f“ﬂ _sz 1
— | eFdz=
Vi) e

donc
+00
J e Y'dy =
et -
9(p,8) = AVme "
Exercice 05 :

(a) Montrer que la transformée de Radon de I'impulsion unitaire §(x, y) est une droite verticale dans le
plan-p@ passant par l'origine.

(b) Montrer que la transformée radon de I'impulsion 6 (x — x4,y — y,) est une courbe sinusoidale dans le
plan-p0.

Solution :
(a) En substituant dans I'équation de la transformée de Radon on aura :

400 400
REC =960 = [ [ fsGcost +ysing - pdxdy
400 400
= f f 5(x,y)8(xcosO + ysinb — p)dxdy

+00 400
=J- f 1x 600 — p)dxdy

_ {1 sip=0
0 sinon

ou la troisieme étape découle du fait que §(x, y) est nul si x et/ou y ne sont pas nuls.

(b) De méme, la substitution dans I'équation de la transformeée de Radon,

R ()} = 9(p,0) = f f £(x,y)5(xcos6 + ysind — p)dxdy

+00 400
= f f 8(x —x0,y — ¥,)8(xcos0 + ysing — p)dxdy
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+0 ~+00
= f f 1x 8(xocos8 + y,sinf — p)dxdy
D'apres la définition de I'impulsion, ce résultat est 0 sauf si
p = Xoc0s6 + y,sin6

qui est I'équation d'une courbe sinusoidale dans le plan—p6.

Exercice 06 :

Prouvez la validité des propriétés suivantes de la transformée de Radon:

(a) Linéarité: la transformée de Radon est un opérateur linéaire.

(b) Propriété de translation: la transformée radon de f (x — x4,y — yo) est g(p — x,cos6 — y,siné, 9)

(c) Propriété de convolution: montrer que la transformée de Radon de la convolution de deux fonctions est
égale a la convolution des transformées de Radon des deux fonctions.

Solution :

(a) Nous savons qu'un opérateur H est linéaire si H(af; + bf;) = aH(f;) + bH(f,). D'aprés la définition de

la transformée de Radon, on a

H(af, + bfy) = ]_00 jw(afl + bf;)5(xcosO + ysin8 — p)dxdy

= af f f16(xcos@ + ysinb — p)dxdy + bj f f26(xcosO + ysind — p)dxdy

= aH(f1) + bH(f2).

Ce qui montre que la transformée de Radon est une opération linéaire.
(b) Soitp =x—xpetq=y—y, Alorsdp = dx et dq = dy. Et soit la définition de la transformée de

Radon donnée par I’équation suivante :
+ 0o +co
W@ =900 = [ [ feunsccosd+ysing - pdxdy
A partir de cette définition, la transformée de Radon de f(x — x,, ¥ — y,) €st :
+00 ~+400
g(p,0) = f f f(x—x0,y —y,)8(xcos6 + ysind — p)dxdy
+00 400 ]
[ | r@.@5((p+x0)c0s0 + (q +y,)sind - p)dnd
= f f f@,@)8[pcosB + qsinb — (p — xocosO — y,sinb)|dpdq

= g(p — xocos6 — y,sind, 0)
(c) Du chapitre 3, nous savons que la convolution de deux fonctions f et h est définie comme

c(xy) = f(x,y) *h(x,y)

= f foof(a,ﬁ)h(x —a,y— f)dadp.

—00 —00

Dr. Aissa Boulmerka | Solutions de la Série N° 04 | Page 4



Nous voulons montrer que R {c} = R{f} » R{h}, ou R désigne la transformée de Radon. Nous faisons cela

en substituant I'expression de convolution dans 1’équation de définition de Radon. Autrement dit,

R{c} = f ; f ; f(x,y)5(xcosO + ysinf — p)dxdy
R{c} = fm fm Um fmf(a,ﬁ)h(x —a,y— P)dadf| x §(xcos8 + ysinf — p)dxdy

= f f fla,B) X U f h(x —a,y — B)6(xcosO + ysinf — p)dxdy|dadfp
a YpB x y

ou nous avons utilisé les indices dans les intégrales pour plus de clarté entre les intégrales et leurs variables.
Toutes les intégrales sont comprises entre —oo et co. En travaillant avec les intégrales entre parenthéses avec

x'=x—aety’' =y —[,nousavons:

f f h(x —a,y — B)5(xcosO + ysinf — p)dxdy

x 7y

= f f h(x,y)8(x cos8 + y'sinf — [p — acos® — Bsind])dx dy
x Jy

= R{h}(p — acosO — Bsind, O).

La seconde intégrale est connue comme la transformée de Radon de h, mais au lieu d'étre par rapport a p et
0, elle est en fonction de p — acosf — Bsind et 6. La notation de la derniére ligne est utilisée pour indiquer

«la transformée de Radon de h en fonction de p — acosf — Bsinf et O». Alors :
R{c} = J J fla,p) X U J h(x —a,y — B)5(xcosO + ysinb — p)dxdy | dadp
a B x vy
- [ | fapsmue-p,0)dads
a Jp
ou p’' = acosB — Bsind. Ensuite, en fonction des propriétés de I'impulsion, nous pouvons écrire :

R{h}(p—p',0) = f R{h}(p — p’,0)5(acosh + Lsinb — p')dp'.
pl
donc,

we = fﬁ f(@ B — o', 0)dadp
= f f fla,) U R{n}(p — p',0)5(acosO + fsinb — p')dp’] dadp
a YB p'
= f R{h}(p—p', 0) U f f(a,f)s(acosO + Bsinb — p’)dadﬁ] dp'
p' a 7B

- f R~ ', ORI, 6)dp!
p

= R{f} » R{h}

ou la quatrieme étape correspond a la définition de la transformée de Radon et la cinquieme étape

correspond a la définition de la convolution. Ceci compleéte la preuve.
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