Chapitre2 Interpolation polynomiale

Chapitre2
Interpolation polynomiale.

2.1Introduction:

L'interpolation consiste a connecter des points de données discrets (figure
2.1a) de maniere a obtenir des estimations raisonnables entre les points
donnés(figure 2.1b et2.1c), ou de remplacer une fonction par une autre plus

simple mais qui coincide avec la premiere en un nombre fini de points donnés au

départ (figure 2.1d).
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1.1 I )

Figure 2.1 Représentation graphique de I’interpolation : a) point discrets, b)
interpolation linéaire, ¢) interpolation polynomiale d) interpolation d’une

fonction par un polynome
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Les points discrets peuvent étre reliés par une ligne simple (figure 2.1b),
donc l'interpolation est dite linéaire. Les points séparés peuvent également étre
reliés par un polynome (figure 2.1c), dans ce cas, l'interpolation est appelée
interpolation polynomiale. D’une autre manicre, le but d'interpolation est de
construire une fonction qui sert a donner la relation entre les points ou on
connait ses valeurs. Dans le présent chapitre on s’intéresse seulement a
I’interpolation polynomiale.....................

Soit fune application de IRdansIR, dont on connait (n +/)
points (x;, f(x;)) pour i =0,........,n . Le but d’interpolation est de

déterminer une fonction P simple a calculer, telle que : P(x;) = f(x;), avec
I =0, .o, n. (f(x;) représente la température, pression, débit, ....) pour
connaitre la valeur de la fonction mesurée en d’autres points dans le domaine, on
peut alors représenter la fonction f'par un polyndme.

Les points ( x;, f(x;)) sont appelés point d’interpolation.

2.2 Unicité du polynome d’interpolation :

Théoréme 1:

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’ il existe un polynome
d’interpolation P, unique est que les points d’interpolation Xx; soient tous

distincts.

2.3 Interpolation de Lagrange :

2.3.1 Polynome de Lagrange

On appelle polynome de Lagrange de degré n basé sur les points
d’interpolations (x;, f(x;)),le polynéme unique d’ordre n qui passe exactement
par ses (n+1) points (i=0,... n).Le polyndome unique P, est donné par :

P,(x) =X%-0Le(x) f(xp).

Ou:

L, (x) est le polyndme élémentaire de Lagrange donné par :
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n

X —X;
L,(x) = =0, e, T
& Xy — X;
i=0 "%
ik

AvecL, (x;) a une propriété intéressante

_(1sii=+#
Lk(x")_{omqtk

Il existe un seul polynéome P, vérifiant :

P,(x) =X%=oLe(x) f(xp).

Exemple: soit le tableau suivant:

x; 0 1 2 3
Vi 1 4 8 14

Trouver le polynome de Lagrange déterminé par les points (x;, y;).

P;(x) = L30. f(xo) + L31. f (x;)+132. f(x;)+133. f(x3)
L30 131
T R
(x — x)(x — x2)(x — x3) (x — xo)(x — x)(x — x3)
(X0 — x1)(xo — x2) (X9 — X3) f (o) + (1= x0)(xg — x2) (% — x3) f(x)
L32 L33
(x — xo)(x — x)(x — x3) Flx) + (x — x0)(x — x)(x — x3) £Oxs)

(2 — x0) (%2 — x1)(x2 — x3) (x3 — x0)(x3 — x1)(x3 — x1)

= Dx— 2)(x - 3)1 x(x— 2)(x— 3)
“-Do-20-3 tT-oa-2a-3"

x—0)(x— D(x—3)8 x—0)(x— 1D (x— 2) .
Z-02Z-DZ=-3) T G-0B-DE-2
1 17

_ 3
= a3+ —L41
3¥ T
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2.3.2 L’erreur d’interpolation

Théoréme 2: Erreur d’interpolation de Lagrange
Soit f € c¢™*[a,blet P,(x) le polyndme d’interpolation de f sur les points

(x;, f(x;))pouri =0, ...... ... , M.
L’erreur d’interpolation |E (x)|=|f (x) — B,(x)| est donné par :

EG)| < HHEE qpec : M = max{If™1( ) §€ [a,b]

Exemple3 :
Soit la fonction f(x) = i

-Trouver le polynome de Lagrange bas¢ sur les points

Vi 0.5 0.4 0.25

- Trouver ’erreur d’interpolation au point x = 3 et I’erreur estimée.

P()_1 , 51 23
2 =50% T120° T 20

P(3)—132 513+23—0325
227790 1207 20

1
P(3) =5 =0333

E=|f(3) = P,(3)] = 0.006

—1 ! —_1 rn _2 1 __
fO=—=>f)=—-f0=5—f"(0==
M=2

E,(x) =0.015

=
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2.4 Interpolation de Newton:

Le polynome d’interpolation par la méthode de Newton est donné par

Pn(X) = ag + a;(x — xp) + a(x — xp) (x — xp) +-rrreeeeeee +a, (x — xo) (x —

On utilise la méthode des différences divisées pour calculer les a .
2.4.1. Définition:
Soit {xq, X5, ... ... , Xn4+1} (nt1) points d’interpolation de [a, b]

et f(x1) = y1, f(x2) = Yoy oo e f (Xpg1) = Ynaa

on pose: Ax; = xj.1 —x; # 0(i=1,2, ... ... ) on appelle différences divisées

d’ordre 1, les relation données par:

Yiv1r — Vi
Ay, =22~ 7t
Vi Xiy1 — XU
Y2—V1
A =
V1 Xy — X,
Y3 — )2
A =
Y2 Xs — X,

De méme fagon, la différence divisée d'ordre 2:

Az Ayi1 Ay

Xit2—Xj

Azy — Ay,—Ayq
1 X3—X1
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2.4.2 Détermination des coefficients de P(x) dans

Interpolation polynomiale

la base de Newton

Les coefficients a, sont donnés par le tableau suivant:

N Différences divisées
y Ay AZy A3y A4y ASy
do
Xo | Yo a
\l_; -7 a
L Do T~
X1 yl < : Azyo \E\ a;
o W0
Xy Y2 / '\:';2;; -< :_ Ai}/g _:\ as
>Ay/ Ay<}
Sl v O
= "o ]
X4 | Va < | 4% E/
e /
Xs | Vs
Alors le polyndme d'interpolation est donné par:
Pn(x) = ¥o + Ayo(x — x0) + A%yo(x — x) (X —2X1) + s+
(X —x0) wev e (x — xp-1)A"y0
Exemple 1:

Les différences divisées de la fonction définie par le tableau suivant :

&
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Différences divisées
X Ordrel Ordre2 Ordre3 Ordre4
0 132.651
81.13
0.2 148.877 15.8
84.87 |
0.3 157.464 16.2 0
89.79 1
0.4 1.66.375 16.7 0
95.79 1
0.7 195.112 17.3
104.44
0.9 216.000

Exemple2 : trouver le polyndme de Newton déterminé par

n=2  (0.1), (2.5) et (4.17)

- 2.
0 flro) =1 ad ot
1-5
=2 2—6
2 X :5 — — =
f ) 02 — =1
5—-17
4 x1) = 17 =
f) —

P2 (x) = yo + Ayo(x — x¢) + A%y, (x — x0) (x — x1)
p(x) =1+2x+x(x—2)=1+x?
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