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Chapitre 1 Résolution des équations non

linéaires f(x)=0.

1.1Les erreurs numériques:

Le résultat numérique est un résultat approximatif du résultat exact. Chaque
résultat numérique est donné avec une estimation, d'une autre maniere, chaque
résultat numérique doit étre accompagné d'une erreur. L’ erreur peut étre due a
I'imprécision des mesures physiques ou au fait que les données elles-mémes

proviennent de calculs approximatifs.

1.1.1 Définition 1 :L’erreur absolue
On appelle erreur absolue de la valeur approchée x*sur la valeur exacte x, la

quantité :
E = |x—x"|

L’erreur absolue sert a déterminer la précision de la valeur approchée
x*relativement a la valeur exacte x. Plus 1’erreur absolue de la valeur approchée

x*est petite, plus x*est précise.

1.1.2 Définition 2:L’erreur relative

On appelle erreur relative la quantité £E7 donné par :

|x — x*| E
Er = =

|| ||
L’erreur relative est utilisée pour comparer la précision de la valeur approchée

* .y,
x ala valeur exacte x, elle est souvent exprimée en pourcentage.
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Elle est généralement utilisée pour comparer la précision de différentes valeurs

y * %k 3k . N g e .
approchées x ',y ,z ,...relativement a différentes valeurs exactes respectives x, y,

Z, ...

Dans le cas ou il y'a plusieurs valeurs approchées pour une valeur exacte
connue, il est possible de déterminer ses erreurs absolues et relatives. Mais dans
le cas contraire, les erreurs absolue et relative deviennent impossibles a calculer.

On introduit alors les notions d’incertitude absolue et d’incertitude relative.

1.1.3 Définition3 : Les incertitudes

On appelle incertitude absolue d’une valeur approchée x*, tout nombre réel

.. , ;. *
positif, noté Ax, vérifiant: E =|x—x" |<Ax
. , . % &
ou de maniere €équivalente : x —Ax<x <x +Ax.

e Une incertitude absolue est un majorant de I’erreur absolue.

o Plus Ax est petite, plus la valeur approchée x* est précise.

D’ou, en pratique, on prend le plus petit Ax possible.

e Onécrit:x =x =+ Ax

e Souvent au lieu d’écrire x = x = Ax, on écrit x = x*+ 8x - 100% ou la
Ax

quantité o x est définie par 6 x = =

e C(Cette quantité est appelée incertitude relative a X

1.1.4 Représentation décimale d’un nombre approché :

Tout nombre réel positif x peut étre représenté sous la forme d’un

nombre décimal de développement limité ou illimité :

x=a,10M + am_llom_l 4+t aq, q0mNn ...
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ou les a; sont les chiffres significatifs du nombre réel x (a; =0, 1, 2, ..., 9), avec

a, # 0 ou m est un entier naturel appelé rang supérieur du nombre réel x.

Exemple de développement limité :

7413.268=7.10°+4.10°+ 1. 10" + 3. 10°+2. 10" + 6. 10> + 8. 10”.

Exemple de développement illimité :

7 =3.14159265358 - - -
=3-10°+1-10"'+4-10°+1-1045-10*+---+5-10 "+ 8-10 "' +

Dans le cas ou le nombre réel x est négatif, il suffit de considérer la

représentation décimale du nombre y = — x.
1.1.5 Chiffres significatifs exacte d’un nombre approché :

Soient x un nombre réel et x * une valeur approchée de x.

Un chiffre significatif de x ™ est dit exact (c.s.e) si ’erreur absolue de ce nombre
ne dépasse pas une demi-unité de rang du chiffre significatif, c’est-a-dire que :

E = |x —x*|<0.5 x I’unité de rang de ce c.s.

Ainsi :
e Le n-ieme c.s apres la virgule est exact si : Ax <0.5 10"
e Le n-ieme c.s avant la virgule est exact si : Ax <0.5 10"

1.1.6 Troncature et arrondissement d’un nombre:
La méthode habituelle pour tronquer un nombre pour ne garder qu’un nombre

fini de chiffres significatifs est I’arrondissement.

1.1.6.1 Régles d’arrondissement:

e Silel” chiffre a rejeter est < 5, le nombre est retenu.

]
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e Si lel® chiffre a rejeter est > 5,on ajoute une unité au dernier chiffre
significatif retenu.
1.1.6.2 L’erreur d’arrondissement:
Si on applique la régle d’arrondissement ci-dessus, I’erreur d’arrondissement ne
dépasse pas une demi-unité de rang du dernier c.s. retenu, c’est-a-dire qu’on a :

E = |x —x*|<0.5 X I’unité de rang du dernier c.s. retenu.

Exemplel :

1-Soient x* = 255 et y* =250 avec ox = oy = 0.1%. Calculer x* — y* et

ox —y).

2- Calculer, pour x* = 56202 et y* = 56198 avec dx = dy = 0.01%, les valeurs de
x*—y* 8(x —y) et Alx — ).

Solution:

1. Nous avons :Ax =x* - ox =255 10-3= 0.255
Et: Ay=y*-dy=250 10" =0.250
et puis : x* p* =255 — 250 = 5, avec une incertitude relative :

50 — ) =i(+‘y{) =10.1107% = 10.1%.

Exemple2:
Arrondissement du nombre au dixiéme pres :

35,64 =35.6

1.2 Résolution de I’équation non linéaire f(x)=0

1.2.1Introduction :

Soit une fonction f :IR — IR suffisamment réguliére sur 1’intervalle[a.b]
domaine des racines.

Pour trouver les racines de 1’équation f(x) =0.

)
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On commence toujours par localiser et ensuite séparer les racines c.a.d.

déterminer les intervalles [a;, b;] a I’intérieur des quels la fonction f admet une

racine et une seule.

La séparation des racines s’effectue en générale a partir des considérations

suivantes :
e en examinant le graphe y= f(x).

e en examinant les graphes y;= f(x) et y,= f(x) si on arrive a écrire

f(x) sous la formef(x)= f1(x).

f(x)

v

v

f(x)=0

Fig 1.1 Séparation des racines graphiquement.

On peut également séparer les racines, en se basant sur le théoréme du Rohle
(Valeurs intermédiaires) étant donnés a, b € IR, on a :

Si f est continue sur [a, b]

e si f(a).f(b)< 0 alors f a au moins une racine dans [a, b], si de plus

f's’annule pas sur|a, b], alors la racine et unique.

1.2.2 Méthode du point fixe:
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Le principe de cette méthode consiste a transformer I'équation f(x) = 0 en une

équation équivalente g(x)=x ou g est une fonction bien choisie. Le point a est

alors un point fixe de g. Approcher les zéros de frevient a approcher les points

fixes de g. Le choix de la fonction g est motivé par les exigences du théoreme de

point fixe. En effet, elle doit étre contractante dans un voisinage I de a, ce qui

revient a vérifier que |g'(x)|<lsur ce voisinage. C’est-a-dire :
fX)=0=x=gx)

Puis on construit a partir de I’équation, la suite :

{ Xn+1 = g(Xy)
xochoisi dans [a, b]

1.2.2.1 Convergence de la méthode du point fixe :

Soit g:[a, b] - [a, b] {xnfl(xi ;(fcn)

La suite x,, converge (si x, est bien choisi).

Et les conditions de convergence sur g(x) (fonction réelle, définie et continue
sur [a, b]) sont :

1- g(x) € [a,b]Vx € [a,b](si] = [a, b]alors g(I) c I)

2- AL €IR : 0 < £ < 1telque:|g'(x)| < £ < 1,

avec £ = max|g'(x)|sur|a, b]

On dit que g(x) et strictement contracte.
Alors g(x) admet un point fixe unique dans [a, b]et la suite

{ Xo € [a, b]

Converge vers le point fixe a.
Xn1 = g(xn)

/kl’l
Et: |x, —«f Sglxl — Xo|

Le nombre minimum d’itérations pour que la solution est approchée avec une

précision € est :|x, — a| < &

]
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[(1—&)8

Donc : n> —X1%ll  qpec £ = max|g’ (x
Ink (ab] lg" ()]
y i
///
y=x e
-
///
,//://— ——— f()
_________:_-L—.---_—_‘T:___.____ ;/‘/
- - //_./
~
A
= : x
=
- Xo X x
-

Fig 1.2 représentation graphique de la méthode du point fixe.

Exemplel:
f(x) = x* — 2 admet une racine dans[1,2] et f'(x) = 2x > 0
—choixdeg:eg (x)=2/x g\ (x)=-2/x"|gi(D)|=2>1

cg (X)=2x-2/x gH(x)=2+2/x"|gh(1)]| =3

cgy () =x/2+1/x g5(x)=12-1/x*|gs(D)|=1/2

Alors g3 (x) =x /2 + 1/ x permet la convergence vers la racine.
Exemple2:
Soit f(x) = %(e‘x — x?)

1, _ :
1- Montrer que g(x) =x + " (e * — x?%) converge vers la racine O sur

[0,1].

)
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2- Déterminer le nombre d’itérations nécessaires pour calculer une solution
approchée avec une précisions e=1071°
Solution :
g([a, b]) c [a, b] on a:
0<g(0)=~<g(1)=1etg'(x)>0,Vx€[ab] c.adg(01]) c[01]
Vx €a,b] :|lgx)|<£<1

X+ 2x

2 >>0,Vx€ [0,1]

e
comme:g'(x) =1— (

= maxye |9’ ()| = |9'(0)] =+
S / _3
D'ou £ = xrer%%]lg )| = o<1

Alors la méthode du point fixe converge vers la solution sur [0,1]

2-Nombre d’itération pour £ = 10710

n
3
|xn_“|$|x1—xo|1_k et Jé=max|g’(x)|=z<1
Sionprendx, =0, x; = g(xo) = X +i(éx°—xg)=0+i(é0—0)=i
(1= x0) = 7
= — =_
X1 — Xo 4

Sachant que:|x,, —a| < ¢

n
d' ou: - <
ou: |x, xOll—k_
(s(l /&))
—n> |x1 — Xo|
-10(4_3
alorsn = [lnlo 1/E1 /4)} =80,22
In3/,

n=81 itérations

)
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1.2.3 Méthode de Newton — Raphson:

Cette méthode se base sur le développement de Taylor au point x

F(@) = fx0) + (@ — x)f (o) +- =20 oy

b plam X)) _xO)nf(")( 0)

Si on prend n =1 on obtient :

fa) = f(xo) + (@ = x0)f"(x0) + R(f)

a=xy— j:((xo + R(f) R(f) lereste
Alors : x; = xo — ]]: ,(():’)) en négligeant le reste R (f)
0
o = xo — f(xy)
S ()
X0
f(xn—l)

Xp =Xp-1— 57—
T (o)
1.2.3.1 Interprétation de la méthode de Newton —Raphson

La méthode de Newton-Raphson est interprétée par la tangente en un
point de la courbe d'une fonction f. Plus précisément, le choix d'une premicre
valeur xy approchée d'un zéro réel a localiser détermine un premier point (X,
.f (x0)) sur la courbe qui sera considéré comme un premier point de tangence. Ce
nombre x, est appelé point de départ du procédé itératif de Newton-Raphson.
L'abscisse x; du point d'intersection de la premiere tangente avec 1'axe des x sera
considérée comme une deuxieéme valeur approchée du zéro a localiser. En
poursuivant ce procédé itérativement, on obtiendra une approximation de la

racine.

]
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Fig 1.3 représentation graphique de la méthode de
Newton-Raphson

1.2.3.2 Convergence de la méthode de Newton-Raphson :

Si f:[a,b] — [a, b] verifie

I-f(a).f(b) <O

2-Vx € [a,b]:f'(x) #0

3-Vx € [a, b]f" (x) # 0 et garde un signe constant sur [a, b]

Alors en choisissant x, € [a, b] tel que :f (xq). f'' (x¢)>0.

Les itérations de newton convergent vers 1’unique solution de f(x) = 0 dans

[a, b].

Remarque: si on cherche la racine o 8 10™™ pres; les itérations seront arrétées

lorsque x;et x;,, présentent les m décimales de la premiére a la m'",

&



Chapitre 1 Résolution des équations non linéaire f(x)=0

Exemple 1 :
f(x)=x6—x—-1=0 Sur[12]. e=10"3 et x,=1,5
X0
f(xn—l)
xn

~ T D)

Xg = 1,5

6
Xn-1~ Xn-1— 1

Xn = Xn-1
6x>_ . —1
n—1

Xi
1.5000
1.30049
1.18148
1.13945
1.13478
1.13472

R WIN| - |O|~.

a=1134+1073

Remarque:

L’estimation de I’erreur par la méthode de Newton est donnée par

M 2
(a' - xn) < % (xn - xn—l)

M =max|f"(x)|,x € [a, b]
m =min|f ' (x)|, x € [a,b]
Exemple2 :

Soit f(x) =x3+x—1

1 — _
LIS

=
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et f'(x) > 0 sur E, 1]
1
f'(x) =3x%2+1+0sur [E'l]

f"(x) =6x>0sur E, 1]

Le choix de x :

f'"x)>0etf(1))>0=f"(1).f(1)>0

Doncxy, =1

1.2.4Méthode de bissection (ou de Dichotomie) :
On suppose que I'equation f(x)=0 admet une unique

solution « tel que f(a) = 0 dans l'intervalle [a,b] et que f continue dans

[a, b].

Fig. 1.4 représentation graphique de la méthode de bissection.

Cette méthode s'appuie sur le théoréme des valeurs intermédiaires

fa). fib) < 0.

&
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Elle consiste a construire une suite (x ,) qui converge vers la racine o de la
maniere suivante :
e [Initialisation : on prend pour X, le milieu de [a, b].
La racine se trouve alors dans 1’un des deux intervalles] a, xo[ ou ] xo, b[ ou
bien elle est égale a x,,.

e sifla). f(xy) <0, alors a €]a, xo[. On pose a; = a, by = x,.
e sifla).f(xo) =0, alors a = x,.
o sifla).f(xo) >0, alors a €]xy, b[. On pose a; = xo, b; =b. On prend alors

pour x; le milieu de [a;, b;]. On construit ainsi une suite
Xo = (atb)/2, x; = (a; +b1)/2..ccuuue........ , Xn = (a, +b,)/2 telle que
o — x,| < (b —a)/2""

Exemple :
Trouver la racine de I'équation x® — x — 1 = 0 dans l'intervalle [1.2]

Avec une précision ¢ = 1073

f(1)=-1 _ _

{f(z) =2 fDf@ <0,3a€[12]:f(@) =0

f'(x)=6x>—1. Vx€[12]: f'(x)> 0 =Laracine estunique
n a b a="2 b-a f(@)
1 1.0000 2.0000 1.5000 0.5000 8.8990
2 1.0000 1.5000 1.12500 0.2500 1.5647
3 1.0000 1.2500 1.1250 0.1250 -0.0177
4 1.12500 1.2500 1.1875 0.0625 0.6167
5 1.1250 1.1875 1.1562 0.0312 0.2333
6 1.1250 1.1562 1.1406 0.0156 0.0616
7 1.1250 1.1406 1.1328 0.0078 -0.0196
8 1.1328 1.1406 1.1367 0.0039 0.0206
9 1.1328 1.1367 1.1348 0.00195 0.0004
10 1.1360 1.1348 1.1338 0.00098 0.00096

Laracine: a =~ 1.1338 avec une erreur < 0.00098.

&



	 Une incertitude absolue est un majorant de l’erreur absolue.


