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Exercice 01 :

Soit p 2 [1 ; +1[ : Faisons de Rn un espace noté `
(n)
p et dé�nissons sur cet espace deux applications :

k:kp : `(n)p ! R+

x 7! kxkp =
 

nX
k=1

jxkjp
!1=p

k:kc : `(n)p ! R+

x 7! kxkc = max
1�k�n

jxkj

où les fxkgn1 sont les coordonnées de x 2 Rn :

1) Montrer que k:kp et k:kc sont des normes sur `(n)p ( i.e sur Rn ):

2) Démontrer la double inégalité

kxkc � kxkp � n
1=p kxkc :

Exercice 02 :

a) Soient p > 1 ; q > 1 deux exposants conjugués i.e.
1

p
+
1

q
= 1; et considérons la fonction

'(t) =
tp

p
� t+ 1

q
; 8t 2 [0 ; +1[ :

Montrer que la fonction ' admet un minimum sur [0 ; +1[ en un seul point t = 1 et en déduire que

(i) t � tp

p
+
1

q
; 8t 2 [0 ; +1[ ;

(ii) pour u � 0 ; v � 0 on a : uv � up

p
+
vq

q
:

b) Montrer que pour des nombres complexes quelconques �1; �2; :::�n ; �1; �2; :::�n on a :

1- L�inégalité de H�older
nX
k=1

j�k�kj �
 

nX
k=1

j�kj
p

! 1
p
 

nX
k=1

j�kj
q

! 1
q

;

2- L�inégalité de Minkowski 
nX
k=1

j�k + �kj
p

! 1
p

�
 

nX
k=1

j�kj
p

! 1
p

+

 
nX
k=1

j�kj
p

! 1
p

:
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Exercice 03 :

Soit H un espace préhilbertien. La suite fekg de vecteurs de H constitue un système orthonormal si
quels que soient les indices k; k0; on a :

(ek j ek0) = �kk0 (où �kk0 est le symbole de Kronecker) :

Pour tout x 2 H on appelle k � i�eme coe¢ cient de Fourier de x par rapport au système fekg le nombre

ck = (ek j x)

et la serie
1X
k=1

ckek

s�appelle série de Fourier de x suivant le système (ek) .
Montrer que si Hn est le sous-espace de H; de dimension n; engendré par les n premiers vecteurs

e1; e2; :::en du système orthonormal (ek) ; alors

dn = inf
y2Hn

kx� yk ; x 2 H:

se dé�nit par les deux égalités

dn =

x�
nX
k=1

ckek

 (1)

d2n = kxk
2 �

nX
k=1

jckj2 (2)

En déduire que :
1X
k=1

jckj2 � kxk2 (inégalité de Bessel) :

Exercice 04 :

Montrer que les fonctonnelles suivantes dans C [�1; 1] sont linéaires continues et chercher leurs normes :

a) hf = xi = 1

2
[x(�1) + x(1)] ; b) hf = xi = 1

3
[x(�1) + x(1)] ;

c) hf = xi = 2 [x(1)� x(0)] ; d) hx = fi = 2 [x(�1)� x(0)] :

Exercice 05 :

Soit, pour � � 0 donné, un espace de Banach C� de fonctions x(t) continues sur [0;1[ telles que

sup
[0;1[

�
e�t jx (t)j

�
< +1

de norme
kxk� = sup

[0;1[

�
e�t jx (t)j

�
:

Montrer que l�opérateur intégral A ; donné par :

Ax (t) =

tZ
0

e��(t�s)x (s) ds
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est, pour � > � �  , un opérateur linéaire continu agissant de C� dans C ; et que

kAk =

8>>>><>>>>:
1

� � � si  = �

"
(�� )��

(� � )��

# 1

� � �
si  < �

:

Exercice 06 :

Soient X; Y deux espaces vectoriels normés et soit Z = X�Y :Montrer que toute fonctionnelle linéaire
bornée h dé�nie partout sur Z se laisse mettre d�une façon et d�une seule sous la forme :

hh / (x; y) i = hf / x i+ hg / y i

où f 2 X� et g 2 Y�:

Exercice 07 :

Soit `p ; p > 1 ; l�espace de Banach des suites réelles x = fxngn telle que
X
n�1

jxnjp < +1 ; muni de la

norme

kxkp =

0@X
n�1

jxnjp
1A 1

p

:

Montrer que le dual de `p; `�p; est `q où q est l�exposant conjugué de p ;
1

p
+
1

q
= 1 ; i.e que toute

fonctionnelle linéaire continue f de `p se développe pour p > 1 en

hf /x i =
X
n�1

xnyn ;

où x = fxngn 2 `p et y = fyngn 2 `q ;
1

p
+
1

q
= 1; et kfk = kykq :
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Exercice 01 :

Soit X un espace de Banach.

a) Montrer qu�on a dans L(X) les fonctions d�opérateurs suivantes :

exp(A) =
1X
k=0

Ak

k!
; cos(A) =

1X
k=0

(�1)k A
2k

(2k)!
; sin(A) =

1X
k=0

(�1)k A2k+1

(2k + 1)!
;

cosh(A) =
1X
k=0

A2k

(2k)!
; sinh(A) =

1X
k=0

A2k+1

(2k + 1)!
:

b) Montrer que :

exp(A) = cosh(A) + sinh(A) ; kexp(A)k = exp(kAk) ; ksinh(A)k � sinh(kAk) ;

kcosh(A)k � cosh(kAk) ; ksin(A)k � sinh(kAk) ; kcos(A)k � cosh(kAk) :

Exercice 02 :

Soient X; Y et Z trois espaces vectoriels normés supposons que Y et Z sont des espaces de Banach.

a) Soient A 2 L(X ; Y) ; B 2 L(Y ; Z) ; montrer que

kBAk � kBk kAk

b) Soient fAng � L(X ; Y) ; A 2 L(X ; Y) ; fBng � L(Y ; Z) ; B 2 L(Y ; Z):
Montrer que

si An ! A et Bn ! B ; lorsque n! +1 alors BnAn ! BA quand n! +1 :

Exercice 03 :

Soit X un espace de Banach et soit A 2 L(X) tel que kAk < 1:

a) Montrer que la série
1X
k=0

Ak est convergente.

b) Si on note par S la somme de la série
1X
k=0

Ak: Montrer que l�opérateur (I�A) est continûment

inversible et que

S = (I�A)�1 ;
(I�A)�1 � 1

1� kAk et
I � (I�A)�1 � kAk

1� kAk :

1



Exercice 04 :

Soit un opérateur A : C [0; 1]! C [0; 1] tel que

Ax(t) =
d2x(t)

dt2
+ x(t) :

dé�ni sur
D(A) =

n
x(t) 2 C2 [0; 1] ; x(0) = x

0
(0) = 0

o
a) Montrer que A est un opérateur linéaire non-borné.

b) Montrer que A est continûment inversible et chercher A�1:

Exercice 05 :

Soit l�opérateur A : C [0; 1]! C [0; 1] tel que

Ax(t) =

Z t

0

x(�)d� + x(t)

a) Montrer que ker(A) = f0g ie que l�équation Ax = y admet au plus une solution.

b) Montrer que A est continûment inversible et chercher A�1:

(On rappelle qu�un opérateur A : X ! Y est continûment inversible si et seulement si Im(A) = Y,
l�opérateur A est inversible et A�1 2 L(Y;X)):

Exercice 06 :

Soient dans C1 [0; 1] le sous-espace

D(A) =
�
x(t) 2 C1 [0; 1] ; x(0) = 0

	
;

et un opérateur A : D(A) � C1 [0; 1]! C [0; 1] tel que

Ax(t) =
dx(t)

dt
+ a(t)x(t) ; a(t) 2 C [0; 1] :

Montrer que A est continûment inversible et déterminer son inverse.
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Exercice 01 :

Soit H un espace de Hilbert. Montrer les propriétés suivantes :

a) Si A et B 2 L (H) ; �; � 2 C alors (�A+ �B)� = ��A� + ��B� ;

b) Si A et B 2 L (H) alors (AB)� = B�A� ;

c) Si A 2 L (H) alors A�� = A ;

d) Si A 2 L (H) et si A est continûment inversible alors A� l�est aussi et que
�
A�1�� = (A�)

�1
:

Exercice 02 :

Soit H un espace de Hilbert et soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint, on dit que A est positif, et
on écrit A � 0; si (Ax; x) � 0 ; 8x 2 H:

Si A et B 2 L(H) sont deux opérateurs auto-adjoints, on dit que A � B si A�B � 0 :

Montrer que si A, B et C 2 L(H) sont trois opérateurs auto-adjoints alors :

a) si A � B et B � C alors A � B ;

b) si A � B et B � A alors A = B ;

c) si A � B alors �A � �B pour � � 0 ;

et �A � �B pour � � 0 :

Exercice 03 :

Soit A 2 L(X; Y ) un opérateur continûment inversible, où X et Y sont deux espaces de Banach.
Montrer que A�, l�adjoint de A; est continûment inversible et que

(A�)�1 = (A�1)� :
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Exercice 04 :

Soit X = L2 [a ; b] l�espace de Hilbert muni du produit scalaire

(x j y) =
bZ
a

x(s)y(s)ds ; 8x; y 2 L2 [a ; b] :

Considérons l�opérateur K dé�ni de X dans X par

Kx(t) =

bZ
a

k(t; s)x(s)ds

où k(t; s) 2 C [a ; b]� [a ; b] :

1) Montrer que K est un opérateur linéaire continu de X dans X i.e K 2 L(X):

2) Trouver K� l�adjoint de l�opérateur K:

3) Donner une condition sur k(t; s) pour que K soit un opérateur auto-adjoint.

Exercice 05 :

a) Soient H un espace de Hilbert et A 2 L(H): Montrer que si A�A est un opérateur compact alors
A est compact.

b) En utilisant a) montrer que si A est un opérateur compact alors A� est compact.

Exercice 06 :

Considérons dans `2 ; l�espace de Banach des suites réelles � = (�k) telle que
X
k�1

j�kj
2
< +1 ; muni de

la norme

k�k2 =

0@X
k�1

j�kj
2

1A 1
2

;

l�opérateur A dé�ni par

A(�k) = (�k); où �k =
X
l�1

ak l �l ; k = 1; 2; ::::

et les (ak l) véri�ent
X
k�1

X
l�1

jak lj2 < +1 (un tel opérateur s�appelle opérateur matriciel d�Hilbert�

Schmidt ).

Montrer que A est un opérateur compact de `2 i.e A 2K(`2):
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Exercice 07 :

Soit X l�espace C [a ; b] : Considérons l�opérateur linéaire intégral dé�ni par

K : X ! X

x(t) 7! y(t) = Kx(t)

où

Kx(t) =

bZ
a

k(t; s)x(s)ds

k(t; s) est une fonction continue sur [a ; b]� [a ; b] ( k(t; s) s�appelle le noyau de l�opérateur intégral K ).

Montrer que K 2K(X) i.e K est un opérateur compact sur X:

3


