Machine a vecteurs de supports



Machine a vecteurs de supports (SVM)

CAS DES DONNEES SEPARABLES



Modeles linéaires pour la classification

* Une fonction discriminante a le r6le de prendre une entrée x
et lui assigner une classe parmi K classes existantes.

 Un classificateur linéaire utilise une frontiere de décision
linéaire pour assigner les classes aux données.

 SiD estladimension de x, alors:
» Pour D =2, |la frontiére sera une droite.

» Pour D = 3, la frontiére sera un plan.
» Pour D > 3, |a frontiere sera un hyperplan.



Modeles linéaires pour la classification

* Un classificateur linéaire a la forme suivante (ex. D = 2 ):

X2 Co:f(x) <O A
* Cy:f(x) >0

D '- .
f(x) =wy+ WaXq . N
a=1 * . W‘ A A
Fy
= Wy + WTx . . A
A

e En 2 dimensions (D = 2):

flx) =0

& w est le vecteur normal a la frontiere de décision (ligne).
& W, est appelé le biais (ou I'intercepte)






Modeles linéaires pour la classification

e Quelle est la meilleure frontiere de décision?

(a)

(b)

® o
e ©o A A
e A A,
-.-. A AAA 4
¢ o ® 11“
A AA
A

(d)




Modeles linéaires pour la classification

* La meilleur fonction discriminante est celle qui généralise |la
classification et elle est stable par rapport aux nouvelles
données.

* Etsiles classes ne sont pas linéairement séparables?




Modeles linéaires pour la classification

* La solution offrant le maximum de marge d’erreur peut étre
une bonne alternative pour une meilleure généralisation.

* Dans la suite, les classes C; et C, sont appelées les classes des
positifs et des négatifs, respectivement.

* Lacible est codée da la maniere suivante: y € {+1, —1}.
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Machine a supports de vecteurs

e Soit M la distance perpendiculaire entre la frontiere de
décision et les données les plus proches de chaque classe.
* La marge est indiquée parA =2 X M.

(a) La frontiere de décision (b) Une frontiere de
gui maximise la marge décision non-optimale



Machine a supports de vecteurs
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Machine a supports de vecteurs

* Pour un cas genéral, soit Hgy et Hg les hyperplans contenant
les données les plus proches dans la classe C;et C,, qui sont
xg etxg, respectivement.
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Machine a supports de vecteurs

* On peut alors choisir des coefficients w et w, de sorte que:

(Wixg +wo = +1.

S

* Lavaleur de la marge est alors donnée géométriguement par:

e Pour maximiser la marge, il faut minimiser la valeur de ||w]||.

Note: ||w|| représente la norme du vecteur w. 12



Machine a supports de vecteurs

e Lavaleur de la marge peut étre déduite comme suit:

WT
A —
”wg (x@ XG)
= ”W” (WTX@ WTXG)
1 T T
_— ”W” (W X@ + WO W xe - Wo)
1
= (141 = —(1+1)
lwl| |wl|
2
Donc 1= —etM = —
lwl| lw]|

Note: ||w|| représente la norme du vecteur w.
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Machine a supports de vecteurs (SVM)

* Enayant un ensemble d’apprentissage D = {(x®,y®),i =1,...,N},
I'algorithme de SVM procede alors comme suit:

2

——  sujeta:
Y wl]

argmax

C wWix® +wy > 1 si y® = +1.
) vi=1,--, N.
\wa(‘) +wy < —1si y® =—1.

* Ce qui peut étre réécrit, de maniere équivalente, comme suit:
o1 - - .
a’rgmmwi lw|]* sujet a: (wa(‘) + Wo)y(‘) >1,vi=1,.., N

Note: ||w|| représente la norme du vecteur w. 14



Machine a supports de vecteurs (SVM)

* Le probleme d'optimisation est devenu:
argmin, ~ Iw||? sujeta: (Wix® +wy)y® >1

* Pour obtenir w et w,, nous devons intégrer les contraintes
dans la fonction objective via un ensemble de multiplicateurs
de Lagrange.

* Les multiplicateurs de Lagrange ajoutent un nouveau terme
pour chaque contrainte de sorte que I'optimum de la nouvelle
fonction corresponde a I'optimum du probleme d'origine.

Note: ||w|| représente la norme du vecteur w. 15



Machine a supports de vecteurs

* La fonction objective a optimiser combinant les deux
contraintes est donnée par:

1 N . .
Q=3 IWl2= )~ alyO(wx® +wo) ~1]

L=

* Lesa; = 0sontdes multiplicateurs de Lagrange. La fonction
Q doit étre minimisée sur w et wy et maximisée sur les ¢;. En
utilisant les dérivées, on aura:

N
( a_Q -0 rw — z aiy(i)x(i) _
ow ' i=1
< = N
92 _4 z a;y D =0.
\ aWO k i=1

Note: ||w|| représente la norme du vecteur w. 16



Machine a supports de vecteurs

* Enremplacant |la valeur de w dans la fonction objective Q, on
obtient:

0 = Z Z 2 aio; yDyDx®" x )
'—1 =1 j=1

* Cette fonction sera maximisée en fonction des a; avec la
contrainte: ¥V, a;y® =0et a;>=0,Vi=1,..,N
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Machine a supports de vecteurs

N 1N N N e T .
0 = E o — = E E RONOMOLMG
i=1 2Lai—1Laj=1

* Lafonction Q est maximisée en utilisant 'optimisation
quadratique.

* L appellation quadratique est due au terme «; ;.

* |l est a noter qu’il n‘existe pas de solution analytique pour ce
probleme, mais il peut étre simplement résolut avec des
méthodes numériques.

* Par exemple, on peut utiliser la fonction MATLAB quadprog
pour le résoudre.
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Machine a supports de vecteurs

Une fois les valeurs optimale des «; obtenues, la plupart
d’elles vont s’annuler a; — 0 et une petite portion seront
supérieurea 0, a; > 0.

ensemble des données x(V pour lesquelles a; > 0 sont
appelées les vecteurs de supports.

Le vecteur w est réécrit comme une somme pondérée des
vecteurs de supports. Ces vecteurs se trouvent sur la marge
et donc satisfont I'équation:

(WTx(i) + WO)y(l) = 1
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Machine a supports de vecteurs

* Lavaleurde wy peut étre alors calculée directement:
Wy = y(l) — WTX(i)

® On peut aussi utiliser la moyenne sur tous les vecteurs de
supports pour avoir une valeur robuste de wy.

* La plupart des a; sont nuls et on aura pour leurs données
(WTx® + wy)y® > 1.

 Ces données sont situées loin de la marge et elles n‘ont
aucun effet (information) sur la solution.
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Machine a supports de vecteurs

* Pour classer une nouvelle donnée x, il faudra juste calculer:

> 07 classe C1
f(x) =wlx + wy
< 0? classe C,
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Machine a supports de vecteurs

CAS NON SEPARABLE DE SVM



Cas non séparable de SVM

Parfois les deux classes C; et (C, ne sont pas linéairement
séparables, comme dans lI'exemple suivant:
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Cas non séparable de SVM

* Siles classes C; et C, ne sont pas linéairement séparables,
I'algorithme SVM présenté auparavant ne fonctionnera pas.

* On peut forcer lalgorithme a tolérer des erreurs de
classification (les moindres possible).

* Pour chaque donnée x(Y), on crée une variable & > 0 qui
mesure la déviation de la donnée par rapport a la marge:

1
T Si0<é; < Twil’ alors le point est entre la frontiere

de décision et la marge (violation de marge).

& Si &; > —, le point est alors mal classé.
‘ |Iw I 2



Cas non séparable de SVM

Point ® 2
mal classé _—
e | NI
$i > Wi N Violation
=T de marge
Cz:f(x) <0 o 0 5 - 1
< < —
T lw |
Vecteur
de support
§i =10 @ ®
® Vecteur
@ ° de support
} §;=10
f(x)=0 .
¢ C: f(x) >0
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Cas non séparable de SVM

* On doit adapter |'équation des contraintes afin qu'elle
admette la possibilité que certains points violent la marge ou
affectés a la mauvaise classe. La contrainte devient

(Wix® + wy)y® > 1 - ¢
* Lerreur de classification globale est définie par: Z’ivzl ¢

* En ajoutant cette erreur, on aura une pénalité combinée qui,
d’'une part, maximise la marge et, d’autre part, minimise
I’erreur de classification:

1 N
argmin,, (— lw]|? + Cz €i>
. 2 . i=1
Sujeta: (Wix® +wy)y® =1-¢,vi=1,..,N.

Note: ||w|| représente la norme du vecteur w. 26



Cas non séparable de SVM

* La fonction globale a optimiser est donnée par:
1 N
Q=3IWIP+C) &
=1
N _ _ N
- z ai[(Wix® + wqo)y® —1+5] - z 413
i=1 i=1

* Ou 1; sont les multiplicateurs de Lagrange qui permettent de
garder les &; positifs et C est une constante.

* En prenant les dérivées, comme précédemment, on obtient:

27



Cas non séparable de SVM

( 582::;0 ( N - .
T = O W= Z 1al.x(l>y<o |
=
3 a_Q = 0. < N
dwg = Z a;y® =0.
299 _ =1
L azl_ . \ C_ai_Tl':O

* Puisquon a 7; =0, alors 0<a; <(C. On aura alors a

maximiser surles «a; :

1N N o N
0 = _EZ- Z qict; yDyDx O 0) +2. o
=1 j=1 =1

Sujet a :Z?’:ly(i)ai =0et0<Z; <C,Vi=1,..,N
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Cas non séparable de SVM

* De la méme maniere que pour le cas séparable, les données
bien classées (loin de la marge) auront leur «a; = 0.

* Les vecteur a support auront a; > 0 et ils définissent le w.

* Les vecteurs a support ayant a; < C seront sur la marge et
auront &; = 0. lls satisfont (wa(‘) + Wo)y(‘) = 1. On peut
les utiliser pour calculer wy.

* Les vecteurs qui seront a lintérieur de la marge ou mal
classés auront a; = C.

29



Cas non séparable de SVM

e Lorsque la constance C est petite, la contrainte est ignorée
= grande marge.

* Lorsque la constance C est grande, la contrainte n’est pas
ignorée

= petite marge.

* Lorsque la constance C tend vers l'infini, la contrainte n’est
pas ignorée

= marge tres étroite .

30



Cas non séparable de SVM

Exemples:

31



Machine a supports de vecteurs

FRONTIERES DE DECISION NON-
LINEAIRES



SVM et frontieres de décision non-linéaires

* Le SVM tel que présenté est capable de faire la classification
linéaire des données et tolérer les erreurs de classification.

* Quand les classes de données ne sont pas linéairement
séparables, la performance des SVM peut se détériorer.

e Silafrontiere entre deux classes est non linéaire, on peut:

® Soit utiliser directement un classificateur qui peut donner
des frontieres non-linéaires (ex. arbres, CB, etc.).

& Soit transformer l'espace d’entrées X en un autre
espace X' ou les classes seront linéairement séparables.

33



SVM non-linéaire

Exemple 1: Soit une fonction ¢;: R* - R?
b1 (x1,x2) = (1,0)

<
X, N A ' '
i - i
& i - . &
<eq, 0 ‘o
i & L o - . L] 4 &
0 — —~E T — . i,
I-- s ® i a L] & &
& A » . ® it
i &
& & i & : a A4 &
L
|' - -
0 X, r

(b) Espace de coordonnées
polaires. Un point est définit par
un angle 0 et une distance r

(a) Espace de coordonnées
cartésiennes. Un point est
définit par deux valeur x; et x,
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SVM non-linéaire

Exemple 1: Soit une fonction ¢;: R* - R?

$1(x1,x2) = (1,0)

Les deux coordonnées cartésiennes x; et x, permettent de
calculer la premiere coordonnée polaire r par:

r = \/xlz + x,2

Pour obtenir 8 dans l'intervalle |—m, [, on peut utiliser la
formule suivante :

X2
6 = 2arctan< )

X1 + \/xlz + xzz
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SVM non-linéaire

Exemple 2: Soit une fonction ¢,: R » R?
P (x1,x3) = (x12;x22;\/§x1x2)

— (ul' Uy, u3)




SVM non-linéaire

* Plus généralement, soit la
Supposons que les classes
linéairement séparables.

fonction: ¢ : RP - RM
dans lespace RM sont

Trouver un classificateur linéaire: f(x) = wl ¢ (x) + wy.

/qub(x) +wy =0

X2




L'astuce des noyaux

 Plus généralement, SVM dans I'espace RP maximise:
1 ~—N N N N
0 = _EZ- z qic; yDyDx® 5 0) 4 Z o,
i=1 j=1 =1
* Dans I'espace RM, SVM maximise:

1N N N . . N
=1 X a6+ 3

K(x® x D) =t

& Astuce du noyau!

* Sion démontre que k(x(i),x(i)) = qu(x(i))(I)(xU)), donc on
peut utiliser le noyau k(x(i),x(i)) dans notre expression a la
place de tout produit scalaire intérieur dans ['espace

L
d'origine. .



L'astuce des noyaux

e La caractéristique la plus importante du SVM est d’éviter de
faire explicitement la transformation de RP vers RM, et
remplacer le produit scalaire par le noyau k.

* || existe de nombreuses fonctions de noyau prétes a utiliser
(chacune équivalente a un produit scalaire apres une certaine
transformation). :

* \Voici les trois noyaux les plus utilisés:
Linéaire: k(x®,x0)) = MOEMG)

Polynomiale:  k(x®,x0) = (1 +x®'x1)" m > 0

Gaussien: k(x®,x0)) = exp (—||x(i) - x(f)||2/202)
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L'astuce des noyaux

Exemple de classification:

X2
Y
ek oy B A K
R " ® -
- A ~ A
0.4 et .
- - n ! A. n
N = o A
0.2F = * -:_::
A O »
= o 0 QO
= 0O o "
0 = O O Q - =
&) -
N L.} K C' ::'
-ﬂz = " .
ad =
-
A = - . . K ]
A K A
R
‘aﬁ I | 1 ] | 1 1 1
0.8 4.6 0.4 £.2 1] 0.2 0.4 0.6 0.8
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L'astuce des noyaux
k(x®,xD) = exp (_|| @ _ x<j>||2 /202)
c=1 C=200

X2

06

f&x) =

04

fx) =1
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L'astuce des noyaux
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L'astuce des noyaux

o=0.25 C=200

088 08 04 02 0

0.2

0.4

0s
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