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La régression logistique (RL) 
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Du classificateur de Bayes à la RL 

• Supposons une classification binaire avec C  = {𝐶1, 𝐶2}. 

• Une donnée avec 𝐷 attributs 𝐱 = (x1, … , x𝐷) ∈ ℝD , on aura: 

 

𝑝(𝐶1|𝐱 = 𝑥) =
𝑝 𝐱 = 𝑥 𝐶1 𝑝(𝐶1)

𝑝 𝐱 = 𝑥 𝐶1 𝑝 𝐶1 + 𝑝 𝐱 = 𝑥 𝐶2 𝑝(𝐶2)
 

=
1

1 +
𝑝 𝐱 = 𝑥 𝐶2 𝑝 𝐶2
𝑝 𝐱 = 𝑥 𝐶1 𝑝(𝐶1)

 

=
1

1 + exp −ln
𝑝 𝐱 = 𝑥 𝐶1
𝑝 𝐱 = 𝑥 𝐶2

− ln
𝑝 𝐶1
𝑝(𝐶2)
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𝑝 x𝑑 = 𝑥𝑑 𝐶𝑘 =
1

𝜎𝑑 2𝜋
exp −

𝑥𝑑 − 𝜇𝑘𝑑
2

2𝜎𝑑
2

 

• On suppose dans chaque classe 𝐶𝑘: 

 

 l’HBN pour la classification. 

 Chaque attribut suit une distribution Gaussienne. 

 Chaque attribut x𝑑 a la même variance 𝜎𝑑  dans les 2 classes. 

 

• On a alors: 

Du classificateur de Bayes à la RL 
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• On aura alors: 𝑝(𝐶1|𝐱 = 𝑥) = 

=
1

1 + exp −𝑓(𝑥) 
 𝑓(𝑥) = 𝑤0 + 𝑤𝑑𝑥𝑑

𝐷

𝑑=1

   où 

1

1 + exp −ln
𝑝 𝐶1
𝑝(𝐶2)

−  
𝜇1𝑑 − 𝜇2𝑑

𝜎𝑑
2 𝑥𝑑 +

𝜇2𝑑
2− 𝜇1𝑑

2

2𝜎𝑑
2

𝐷
𝑑=1

 

• En posant: 

𝜇1𝑑 − 𝜇2𝑑
𝜎𝑑

2
= 𝑤𝑑 

• On obtient: 

 
𝜇2𝑑

2− 𝜇1𝑑
2

2𝜎𝑑
2

+

𝐷

𝑑=1

ln
𝑝 𝐶1
𝑝(𝐶2)

= 𝑤0   et 

Du classificateur de Bayes à la RL 
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• Plus généralement, on suppose des classes non Gaussiennes, 
et on aura des paramètres généraux 𝑤0 et 𝐰, de sorte que: 

 

 

 

 

• Et puisque : 𝑝(𝐶1 𝐱 = 𝑥 + 𝑝(𝐶2 𝐱 = 𝑥 = 1, on aura: 

 

La régression logistique (*) 

𝑝(𝐶1|𝐱 = 𝑥) =
1

1 + exp −𝑓(𝑥)
 

𝑝(𝐶2|𝐱 = 𝑥) =
exp −𝑓(𝑥)

1 + exp −𝑓(𝑥)
 

(*) La régression logistique est une appellation erronée 
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•  Notons dans ce cas que si 𝑓 𝑥 = 0, on a: 

 

 

 

 

• De plus, si 𝑓 𝑥 ≠ 0, on peut mesurer la quantité: 

 

 

 

 

 

La régression logistique 

ln
𝑝(𝐶1|𝐱 = 𝑥)

𝑝(𝐶2|𝐱 = 𝑥)
= 𝑓 𝑥 = 𝑤0 +  𝑤𝑑𝑥𝑑     

> 0?

< 0?

𝐷

𝑑=1

 

𝑝(𝐶1|𝐱 = 𝑥) = 𝑝(𝐶2|𝐱 = 𝑥) = 0.5 
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𝑓 𝑥 = 0 

𝑥1 

𝑥2 

La régression logistique 

𝐶1: 𝑓 𝑥 > 0 

𝐶2: 𝑓 𝑥 < 0 
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)exp(1

1
)(

a
a




La fonction sigmoïde  

• La fonction sigmoïde est définie par: 

a

)(a

• Quand 𝑎 varie de −∞ à +∞, 𝜎(𝑎) variera de 0 à 1.   
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𝑝(𝐶1|𝐱 = 𝑥) =
1

1 + exp −𝑓(𝑥) 
 

𝑓(𝑥) = 𝑤0 + 𝑤𝑑𝑥𝑑 = 𝑤0 +𝐰𝑇𝑥

𝐷

𝑑=1

 

Estimation des paramètres de la RL 

•  On a: 

𝑝(𝐶2|𝐱 = 𝑥) =
exp −𝑓(𝑥) 

1 + exp −𝑓(𝑥) 
 

•  Comment calculer  𝐰 = (𝑤0, 𝑤1, … , 𝑤𝐷) ? 

 

  Forme exacte impossible à cause de la fonction sigmoïde. 

  

  Utiliser le maximum de vraisemblance. 
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•  On peut choisir le codage suivant pour la variable cible: 

•  Le maximum de vraisemblance vise à maximiser le produit des 
probabilités des classes, comme suit: 

Estimation des paramètres de la RL 

𝑦 =  
1   𝑠𝑖  𝑥 ∈ 𝐶1

0  𝑠𝑖  𝑥 ∈ 𝐶2

 

𝐰 ∗ = argmax𝐰 (𝐿(𝐰 )) 

𝐿 𝐰 = 𝑝 𝑥(1), 𝑦(1) 𝑝(𝑥(2), 𝑦(2))⋯𝑝(𝑥(𝑁), 𝑦(𝑁)) 
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•  En posant le logarithme au produit, on obtient: 

Estimation des paramètres de la RL 

𝐿 𝐰 = 𝑝(𝑦 𝑖 = 1|𝑥(𝑖))
𝑦(𝑖)

𝑝(𝑦 𝑖 = 0|𝑥(𝑖))
(1−𝑦(𝑖))𝑁

𝑖=1
 

• Le maximum de vraisemblance conditionnel vise à maximiser 
le produit des probabilités conditionnelles suivant: 

𝓁 𝐰 = 𝑦(𝑖)ln 𝑝(𝑦(𝑖) = 1|𝑥(𝑖))

𝑁

𝑖=1

+ (1 − 𝑦(𝑖))ln 𝑝(𝑦(𝑖) = 0|𝑥(𝑖))  

= 𝑦(𝑖)ln
𝑝(𝑦(𝑖) = 1|𝑥(𝑖))

𝑝(𝑦(𝑖) = 0|𝑥(𝑖))
+ ln 𝑝(𝑦(𝑖) = 0|𝑥(𝑖))

𝑁

𝑖=1

 

= 𝑦(𝑖) 𝑤0 +𝐰𝑇𝑥(𝑖) − ln 1 + exp (𝑤0 +𝐰𝑇𝑥(𝑖))

𝑁

𝑖=1
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Estimation des paramètres de la RL 

• La fonction 𝓁 𝐰  est concave. Elle peut être maximisée.    

• Comment trouver 𝐰  qui maximise 𝓁 𝐰  ? 

1w

0w

)~(w

Exemple: D = 1: 
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Estimation des paramètres de la RL 

• Puisqu’on ne peut pas utiliser un forme exacte pour isoler la 
valeur de 𝐰 , on peut utiliser la montée du gradient. 

 

• Le gradient de la fonction 𝓁 𝐰  est donnée par: 

• On peut démontrer que: 

𝛻𝓁 𝐰 =
𝜕𝓁 𝐰 

𝜕𝑤0
,
𝜕𝓁 𝐰 

𝜕𝑤1
, ⋯ ,

𝜕𝓁 𝐰 

𝜕𝑤𝐷

𝑇

 

𝜕𝓁 𝐰 

𝜕𝑤𝑑
= 𝑥𝑑

(𝑖)(𝑦(𝑖) − 𝑝(𝑦(𝑖) = 1|𝑥(𝑖)))
𝑁

𝑖=1
 



• La mise à jour pas à pas est généralement de la forme: 
 
 
• Un pas trop grand risque de dépasser la solution optimale, tandis qu‘un pas 

trop petite entraine une convergence très lente. 
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Estimation des paramètres de la RL 

• Algorithme de descente du gradient 

(a) Un grand pas (b) Un petit pas 

𝒘(𝑡 + 1) = 𝒘 (𝑡) + 𝛼𝛻 𝒘  

𝑷𝒐𝒊𝒏𝒕 𝒅𝒆 𝒅é𝒑𝒂𝒓𝒕 

𝑴𝒊𝒔𝒆 à 𝒋𝒐𝒖𝒓 𝒑𝒂𝒔 à 𝒑𝒂𝒔 

𝑳′𝒐𝒃𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆 𝒆𝒔𝒕 𝒅′𝒂𝒕𝒕𝒆𝒏𝒅𝒓𝒆 
𝒍𝒆 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕 𝒎𝒊𝒏𝒊𝒎𝒂𝒍 
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Estimation des paramètres de la RL 

For 𝑑 = 0. . 𝐷 
    𝑤𝑑 ← 𝑟𝑎𝑛𝑑(−0.01,0.01) 
Repeat 
   For 𝑑 = 0. . 𝐷 
        ∆𝑤𝑑 ← 0 
   For 𝑖 = 1. . 𝑁 
         𝐱 ← 0 
         For 𝑑 = 0. . 𝐷 

             s ← s + 𝑤𝑑𝑥𝑑
(𝑖)

 

         𝑟 ← 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑(s) 
         For 𝑑 = 0. . 𝐷 

             ∆𝑤𝑑 ← ∆𝑤𝑑 + 𝑥𝑑
𝑖
𝑦 𝑖 − 𝑟  

    For 𝑑 = 0. . 𝐷 
        𝑤𝑑 ← 𝑤𝑑 + 𝛼∆𝑤𝑑 
Until convergence 

2. 𝐂𝐚𝐥𝐜𝐮𝐥 𝐝𝐞 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐬𝐢𝐠𝐦𝐨𝐢𝐝 

1. 𝐈𝐧𝐢𝐭𝐢𝐚𝐥𝐢𝐬𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐚𝐥é𝐚𝐭𝐨𝐢𝐫𝐞 𝐝𝐞 𝒘 

4. Estimation des paramètres w 
𝜶 : coefficient d’apprentissage 

3. 𝐌𝐢𝐬𝐞 à 𝐣𝐨𝐮𝐫 𝐝𝐞 𝐥𝐚 𝐝é𝐫𝐢𝐯é𝐞 
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Estimation des paramètres de la RL 

• On peut estimer les paramètres 𝐰  par la montée du gradient via la mise à 
jour suivante: 

 

 

 

𝛼 : est un coefficient d’apprentissage. 

 

• Inconvénients: 

– Choix de la valeur initiale de 𝐰  ? 

– Sur-apprentissage: Tendance à produire des 𝐰  avec une grande 
amplitude (frontière rigide). 

𝐰 (𝑡 + 1) = 𝐰 (𝑡) + 𝛼𝛻𝓁 𝐰  
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Régularisation des paramètres de la RL 

• Utiliser une régularisation pour la fonction à maximiser: 

 

 

 

 

• Les entrées du vecteurs 𝛻𝓁 𝐰  seront alors calculés par: 

𝓁 𝐰 = 𝑦(𝑖) 𝑤0 +𝐰𝑇𝑥(𝑖) − ln 1 + exp 𝑤0 +𝐰𝑇𝑥(𝑖) −
𝜆

2
𝐰 𝑇𝐰 

𝑁

𝑖=1

 

𝜕𝓁 𝐰 

𝜕𝑤𝑑
= 𝑥𝑑

(𝑖) 𝑦(𝑖) − 𝑝 𝑦(𝑖) = 1 𝑥(𝑖) − 𝜆𝐰 
𝑁

𝑖=1
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Classificateur de Bayes  (CB) versus la RL 

• Classificateur de Bayes (CB): 

 

  Suppose une forme des fonctions 𝑝(𝐱|𝑦) et 𝑝 𝐱 . 

  Estime les paramètres de 𝑝(𝐱|𝑦) et 𝑝 𝐱 à partir deD. 

  Utilise la règle de Bayes pour calculer  𝑝(𝑦|𝐱). 

 

• La régression logistique (RL): 

 

  Suppose une forme de la fonction 𝑝(𝑦|𝐱). 

  Estime les paramètres de 𝑝(𝑦|𝐱) à partir des D. 
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Le CB versus la RL 

• On suppose le cas simple de la classification binaire  
𝑦 ∈ *1,0+ et 𝐱 ∈ ℝ𝐷 (c.-à-d., x𝑑 ↝N(𝜇𝑑 , 𝜎𝑑)) 

 

  Le nombre de paramètres du CB est: 4𝐷 + 1. 

  Le nombre de paramètres de la RL est: 𝐷 + 1. 

 

• Quand l’HBN est satisfaite, le CB et la RL ont en générale la 
même performance. 

 

• Quand l’HBN n’est pas satisfaite, le CB est biaisé et obtient 
moins de performance que la RL. 
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Le CB versus la RL 

• Le CB est biaisé car il est basé sur l’HBN. 

 

• On peut démontrer que si D contient 𝑁 données:  

 

  La complexité algorithmique du CB est: 𝑂(log 𝑁 ). 

  La complexité algorithmique de la RL est: 𝑂(𝑁). 

 

• En d’autres mots: le CB converge plus rapidement  que la RL, 
pour sa solution (restreinte) 
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Étude d’une application: analyse de spams 
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• Un email spam est un email non sollicité et non pertinent, 
envoyé en grands lots vers des boites emails d’utilisateurs.   

 

• Le but du spammer sont divers: les publicités pour les sites 
produits/Web, messages en chaines, assurer un gain rapide 
d'argent, l’usurpation d’identités, etc. 

 

Qu’est-ce qu’un email spam? 



http://www.gci.com/kb/other-phishing-spam-email-examples
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• Les filtres de spams basés sur l’analyse de texte vérifient 
l’existence/absence de certains mots ou de symboles. 

 

• Dans un email, la présence de mots, tels que: héritage, 
loterie, dollars, etc., et de symboles tels que: ’$’, ‘¥’, ‘€’, ‘!’, 
etc., augmentent la probabilité d’un spam. 

 

• Ces probabilités sont estimées à partir d’un ensemble 
d’apprentissage D contenant des emails étiquetés. 

 

•  Les filtres peuvent faire des erreurs. Idéalement, les filtres 
doivent s’adapter et s’améliorer avec le temps. 

Filtres anti-spams 
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Exemple avec Matlab 

• L’ensemble d’entrainement est créé par Mark Hopkins et al. 
de Hewlett-Packard Labs. 

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Spambase 

• Pour importer les données sur Matlab: 

donnees_spam = load('spambase.txt'); 

• L’ensemble contient 4601 emails. Chaque email possède 57 
valeurs attributs reflétant les propriétés de l’email. Parmi 
cet attributs, on a: 

 

  48 sont des fréquences de certains mots. 

  06 sont des fréquences de certains caractères. 

  03 comptent la longueur de chaines non interrompues. 

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Spambase


26 

Exemple avec Matlab 

Exercice: 

 

• Étudier la régression logistique sur Matlab. 

https://www.mathworks.com/help/stats/glmfit.html 

 

• Utiliser le classificateur de Bayes et la régression logistique 
pour classer les données de spams. 

 

• Utiliser une validation croisée pour calculer l’erreur de 
classification (ex. moyenne de 10 validation en retenant à 
chaque fois 10% de données pour la validation) 

https://www.mathworks.com/help/stats/glmfit.html
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