La régression logistique (RL)



Du classificateur de Bayes a la RL

* Supposons une classification binaire avec 2= {Cy, C,}.
* Une donnée avec D attributs x = (X4, ...,Xp) € R?, on aura:

p(x = x|C)p(Cy)
p(x = x|C)p(Cy) + p(x = x|C,)p(Cy)
B 1
B 1 + p(x = x|C;)p(C,)
p(x = x|C)p(Cy)
1

o (n (BE21E3) - n (553))

p(Cilx =x) =




Du classificateur de Bayes a la RL

* On suppose dans chaque classe Cy,:
“ |"HBN pour la classification.
® Chaque attribut suit une distribution Gaussienne.

® Chaque attribut x4 a la méme variance g, dans les 2 classes.

* On aalors:

( (Xd—.ukd)2>
exp | —

(xq = x4 Cy) =
P\Xg dlbk de 20,2



Du classificateur de Bayes a la RL

 Onauraalors: p(Ci|x=x) =
1

_ 2 _ 2
1+ exp (—ln (P(Cl)) . 3:1 (H1d0d2.u2d Xy + Hod Hid

p(Cz)

* En posant:

D
Higa — U Hoq® —.U1d p(Cy)
( 1d0d2 2d> = w, et Z < ) +In <p(C2)>

e On obtient:

— 1 A
_ 1+ exp(—f(x)) ou f(x) = Wy + le(ded)




La régression logistique ()

* Plus généralement, on suppose des classes non Gaussiennes,
et on aura des parametres généraux wy et w, de sorte que:

1
1+ exp(—f(x))

p(Cilx=x) =

e Etpuisque:p(Ci|x=x)+p(C,|x=x) =1, 0naura:

exp(—f(x))
1+ exp(—f(x))

p(Czlx=x) =

(*) La régression logistique est une appellation erronée 5



La régression logistique

* Notons dans ce cas que si f(x) = 0, on a:

p(Ci|x=x) =p(Cz|x=x) =05

* De plus, si f(x) # 0, on peut mesurer la quantité:

D
In (p(Cllx — X)) — f(x) = Wy + E(ded) {

p(Cz]x = x)



La régression logistique

~ L]

Ci:f(x)>0




La fonction sigmoide

* La fonction sigmoide est définie par: o(a)

o(a)

* Quand a varie de —o0 a +o0, g(a) varierade 0 a 1.



Estimation des parametres de la RL

D
* Ona:  f(x)=w, + Z(ded) = wy + wix
d=1

Colx — ) = _SPESE)
T+exp(—f(x)) P2 =Y T e (CF ()

p(Cilx=x) =

« Comment calculer w = (wgy, Wy, ..., Wp) ?

“ Forme exacte impossible a cause de la fonction sigmoide.

& Utiliser le maximum de vraisemblance.



Estimation des parametres de la RL

* On peut choisir le codage suivant pour la variable cible:

1 si x €(,
y:
0si xed,

 Le maximum de vraisemblance vise a maximiser le produit des
probabilités des classes, comme suit:

~*

W* = argmaxg (L(W))

L(W) = p(x(l),y(l))p(x(Z)’y(Z)) p(x(N),y(N))
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Estimation des parametres de la RL

e Le maximum de vraisemblance conditionnel vise a maximiser
le produit des probabilités conditionnelles suivant:

N . Ly . _a=y®
L(w) = 1_L=1 [(p(y(‘) =1x®)”" (p(y® = 0]x®)) ]

* En posant le logarithme au produit, on obtient:
N

@) = > yOIn(po® = 1x®) + (1 - yN)in(po® = 0jx™))
1

o p(y(i) — 1|x(i))
p(y(l) — le(i))

Zy ) +In(p(y® = 0]x®))
1
1

=
N
N
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- 2 O (wy + wlx®) —In(1 + exp(wy + wix®))
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Estimation des parametres de la RL
* Lafonction £(W) est concave. Elle peut étre maximisée.

Exemple: D =1:

 Comment trouver W qui maximise £(w) ?
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Estimation des parametres de la RL

* Puisqgu’on ne peut pas utiliser un forme exacte pour isoler Ia
valeur de w, on peut utiliser la montée du gradient.

* Le gradient de la fonction £(W) est donnée par:

(]
) )

~ g T
7o) = (6£(w) 0L (W) | 6€(W)>

owy =~ 0wy 9wy

* On peut démontrer que:

® N o . .
- = z 1, Dy ® = py® = 1x©Y)
d 1=1
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Estimation des parametres de la RL

* Algorithme de descente du gradient

Point de départ

Mise a jour pas apas

> 0
(a) Un grand pas (b) Un petit p:\

L . L L'objective est d'attendre
* La mise a jour pas a pas est généralement de la forme: I : ..
e point minimal
wit+1)=w()+aV(w)

* Un pas trop grand risque de dépasser la solution optimale, tandis qu‘un pas
trop petite entraine une convergence tres lente.
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Estimation des parametres de la RL

1. Initialisation aléatoire de w

_

Ford =0..D

2. Calcul de la fonction sigmoid

T~

3. Mise a jour de la dérivée

\

4. Estimation des parametres w

> wg < rand(—0.01,0.01)
Repeat
Ford =0..D
Awg <« 0
Fori=1..N
X< 0

Ford =0..D
s<—s+wdxc(ll)

r < sigmoid(s)
Ford =0..D

Ford =0..D
Wg < Wy + alwy

Uwrgence

7 Awg « Awy + xc(li) (y(i) — r)

a : coefficient d’apprentissage
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Estimation des parametres de la RL

* On peut estimer les parametres w par la montée du gradient via la mise a
jour suivante:

W(t+ 1) = W(t) + aVL(W)
« : est un coefficient d’apprentissage.
* Inconvénients:

— Choix de la valeur initiale de w ?

— Sur-apprentissage: Tendance a produire desw avec une grande
amplitude (frontiere rigide).
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Régularisation des parametres de la RL

e Utiliser une régularisation pour la fonction a maximiser:

N
(W) = Z y(i)(wo + wa(i)) — ln(l + exp(wo + wa(i))) — %WTW
i=1

* Les entrées du vecteurs V£(W) seront alors calculés par:

~ N
owg, i=1
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Classificateur de Bayes (CB) versus la RL

e Classificateur de Bayes (CB):
& Suppose une forme des fonctions p(x|y) et p(x).
= Estime les parametres de p(x|y) et p(x)a partir deD.
< Utilise la regle de Bayes pour calculer p(y|x).

* Larégression logistique (RL):

® Suppose une forme de la fonction p(y|x).
& Estime les parametres de p(y|x) a partir des D).
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Le CB versus la RL

* On suppose le cas simple de la classification binaire
y € {1,0} etx € RP (c.-a-d., x5 ~» N(ug,04))

“ Le nombre de parametres du CB est: 4D + 1.
® Le nombre de parametres de la RLest: D + 1.

 Quand I’HBN est satisfaite, le CB et la RL ont en générale |la
méme performance.

 Quand I'HBN n’est pas satisfaite, le CB est biaisé et obtient
moins de performance que la RL.
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Le CB versus la RL

* Le CB est biaisé car il est basé sur ’'HBN.
* On peut démontrer que si 7D contient N données:

= La complexité algorithmique du CB est: O (log(N)).
" La complexité algorithmique de la RL est: O(N).

 En d’autres mots: le CB converge plus rapidement que la RL,
pour sa solution (restreinte)
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Etude d’une application: analyse de spams

‘ f YOU HAVE
7490 NEW
MESSAGES

“Wow! I've got one from someone I know!”
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Qu’est-ce qu’un email spam?

* Un email spam est un email non sollicité et non pertinent,
envoyé en grands lots vers des boites emails d’utilisateurs.

* Le but du spammer sont divers: les publicités pour les sites
produits/Web, messages en chaines, assurer un gain rapide
d'argent, I'usurpation d’identités, etc.
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TrustedBank

Dear valued customer of TrustedBank,

WWe have recieved notice that you have recently attempted to withdraw the
fallawing amount from yaur checking account while in anather country: $135.25,

If this information is not correct, someone unknown may have access to your
account. As a safety measure, please visit our website via the link below to wverify
your personal information:

hitpe S trustedbank.comdgeneralfcusteerityinfo.asp

Once you have done this, our fraud department will wark to resolve this
discrepency. ¥We are happy you have chosen us to do business with.

Thank you,
TrustedBank

rember FOIC @ 2008 TrustedBank, Inc.

From:
Subject:
Date:

To:
Reply-To:

Join my network on LinkedIn

Wrom: Lusf-Clondn (#0000 |y miTpe ne
Sant: Wednesday, DROMDEN 19, S0L 95 Ak
T ummirom e{ga i

mag-padding-ak
size: 10 0pe; font-£a ¥
1R Lueury feplices
MERRY CHRISTMAS

Dec19th is our Christmas Order Cut-08 Date
AN orders will receive 15% to 20% discounts!

CAN YOU SEE THE DIFFERENCE?

oman”;}

Genuime Rolex Our Replica Rolex
Schiliir fxilion S fuklen
5=, =

THE ONLY DIFFERENCE IS PRICE

MERRY CHRISTMAS!
Mooe | Qecers Mt ba s by Decemiser 19

bar T, this i ur GA-51F date
o puechases
® pre-Choviman amval

faterals 38 the oeginaly
a Matals 4 the onginals

T matchan 2t 02 guact that your frieeds. lovedhonms, co-warkars o your kcal jrassler wil

A2 WATCHMODEL'S ARE AVAILANLE:
b e G o

[ECCHI A SO

Tiger Autumn via Linkedin <member@Ilinkedin.com>

September 16, 2011 12:42:12 AM CDT
Lance Spitzner <lance@spitzner.net>
Tiger Autumn <tiger.autumn@chinamail.com>

pe-pars-masgs Oin. mes-pars-masgis- botvem: 000 1pe; =ae-pagsntion widow -arphan. fom-

nat ngw the diffanence

Linkedin

Tiger Autumn has indicated you are a Friend
I'd like to talk about cyber warfare with you.
| am from ShangHai,China.

- Tiger Autumn

Accept View invitation from Tiger Autumn

DID YOU KNOW LinkedIn can help you find the right service providers using
recommendations from your trusted network?

Using Linkedin Services, you can take the risky guesswork out of selecting service providers
by reading the recommendations of credible, trustworthy members of your network.

@ 2011, LinkedIn Corporation


http://www.gci.com/kb/other-phishing-spam-email-examples

Filtres anti-spams

Les filtres de spams basés sur |I'analyse de texte vérifient
I’existence/absence de certains mots ou de symboles.

Dans un email, la présence de mots, tels que: Aéritage,
loterie, dollars, etc., et de symboles tels que: '$, ‘¥, € "
etc., augmentent la probabilité d’'un spam.

Ces probabilités sont estimées a partir d'un ensemble
d’apprentissage D contenant des emails étiquetés.

Les filtres peuvent faire des erreurs. Idéalement, les filtres
doivent s’adapter et s"améliorer avec le temps.
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Exemple avec Matlab

 L'ensemble d’entrainement est créé par Mark Hopkins et al.
de Hewlett-Packard Labs.

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Spambase
* Pourimporter les données sur Matlab:

donnees_spam = load('spambase.txt');

* L'ensemble contient 4601 emails. Chaque email possede 57
valeurs attributs reflétant les propriétés de I'email. Parmi
cet attributs, on a:

& 48 sont des fréqguences de certains mots.
“ 06 sont des fréqguences de certains caracteres.
® 03 comptent la longueur de chaines non interrompues.
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https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Spambase

Exemple avec Matlab

Exercice:

* Etudier la régression logistique sur Matlab.
https://www.mathworks.com/help/stats/glmfit.html

e Utiliser le classificateur de Bayes et la régression logistique
pour classer les données de spams.

e Utiliser une validation croisée pour calculer l'erreur de
classification (ex. moyenne de 10 validation en retenant a
chaque fois 10% de données pour la validation)
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