Chapitre 2 MN

I1- Interpolation et approximation
I1-1- Introduction

En pratique on rencontre souvent des problémes ou la fonction décrivant une grandeur
physique donnée n’est connue que par des valeurs de mesure en des points donnés
(%0, ¥0), (X1, ¥1), e (X3, ¥) , ou en d’autres cas connue mais tellement complexe qu’on

cherche a la remplacer par un polyndme P(x)=ao+aix+azx>+...+anX".

Le probléme de I’interpolation consiste a chercher des fonctions “simples” (polyndmes,

polynémes trigonométriques) passant par des points donnés

(%0, Y0), (X1, ¥1)» ey (X, V)

C.-a-d., on cherche p(x) avec p(x) = y; pour i=0,1,..., n. Si les valeurs de y; satisfont y; =

f(x) ou f(x) est une fonction donnee,

e T’erreur de I’approximation est :  |E(X)|=|F(x) - p(X)|
e Les points (xi,yi),tel que yi=f(x;) sont appelés points d’appui

e L’intervalle [a,b] est appelé intervalle d’interpolation
Théoréme

Etant donnés (n+1) points d’appui (xi,Yi) (i=0, ...,n), il existe un seul polynome d’interpolation
P(X)

11-2- Polyn6me d’interpolation de Lagrange.

Soient (n+1) points distincts xo, x1, ..., Xa €t f une fonction dont les valeurs sont (xo), (x1), ...,

f (xn). Alors, il existe un seul polynéme de degré inférieur ou égal a n et qui coincide avec les

points d’interpolation, ie :
f(xk) = Pa(xx), k=0,1,2,..,n
Ce polyndme est donné par :

Pa(0) = D FEIL) = F L) + FEDLA0) + -+ f (Xl Ln(®)

Avec
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(x—x1) (x—xg) (x—xq1) (X=Xp—1) (X—Xp1) (x—xn)
L.(x) =11%, ; = k=0..,n
k() =0, 17K (xp—xp) — (ere—x0) (x=x1) " (Xk—Xp—1) (Ck—Xk41)  (Xg—%Xn)

* Le polyndme Pn (x) est appelé polynome d’interpolation de Lagrange de la fonction f

aux points Xo, X1, ...Xn.
* (x) sont dits coefficients polyndmes de Lagrange, ils sont orthogonaux c’est-a-dire

(x) = 0 et (xx) = 1.

Exemple :

Soit une expérience ou on enregistre la distance parcourue par un objet en fonction du temps,

les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

t (sec) 0 1 2 3 4

X(1)=F (t) (M) 0 5 15 0 3

Calculer le polynéme de Lagrange pour cette table.

Notons que pour n+1 points le degré du polynéme est inférieur ou égal a n. Pour notre cas on

a 5 points, cela nous donne un polynéme de degré infeérieur ou égal a 4.

£ =pa(0) = ) FEIL(D)
i=0

= f(to)Lo(t) + f(t) L1 () + f(t2) Lo () + f(t3)L3(t) + f(ta)La(t)

Avec les coefficients f (t:) sont les valeurs de la distance aux points donnés ti, on remplace et

on écrit donc :
X(t) = Pa(t) = 0 * Lo(t) + 5 * L1(t) + 15 * La(t) + 0 = L3(t) + 3 * La(t)

Ensuite, on calcule les coefficients polynémes de Lagrange :

L (t)= 4 (t—t;) — (t—t1) (t—tz) (t—t3) (t—ty)
0 I=00#0 (1) ;) ~ (to—t1) (to—t2) (to—ts) (to—ts)

Noter bien qu’il est inutile de calculer les coefficients polynémes Lo (t) et Lz (t) car ils seront

multipliés par zéro dans le remplacement.
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L) = T4, G0t o (=to) (toty) (oty) (t=ty) _ (20) (£2) (¢=3) (=) _ 1 (t4 —
1 =00#1 (f—t)) T (ti—to) (ti—tz) (t1-t3) (t1—ty)  (1-0) (1-2) (1-3) (1-4) 6

9t3 + 26t% — 24t)

T -t) (-t (E-t) (E—ts) (E—t,)
L(6) = 1_[ (te—t) (tz—to) (ta—t1) (& —t3) (£ —ty)

i=0,i#2

-0 -1 -3 ¢t-4 _1 2 _
_(2—0)(2—1)(2—3)(2—4)_6(t B+ 1907 1t

L4(t)= li[ (t—1t) _(t—to) (t—t) (t—t,) (t—t3)

L L Ge—t) (= to) (ta—tr) (ta—t2) (ta = ta)

_ -0 -1y t-2) -3 1 , 2 _
_(4—0)(4—1)(4—2)(4—3)‘24“ 6L+ 11¢% — 6t

Finalement on remplace les coefficients polyndmes et on obtient :

X(t) ~ P4(t) = —25. 75t + 50. 958332 — 23. 25¢3 + 3. 04167t

11-3- Polyn6me d’interpolation de Newton (Méthode différences divisées)

L’écriture du polyndme d’interpolation P dans la base des polynémes de Lagrange {Li}

i=0,...n est intéressante d’un point de vue théorique, mais peu du point de vue numérique
e Son évaluation requiert trop d’Opérations ¢lémentaires.

e (C’est pourquoi, on lui préfere la formule d’interpolation de Newton (associée aux

points Xo . . . Xn), qui consiste a écrire plutét
PB,(x)=ad+at(x—xp) + - +alt(x—x0)(x —x1) oe. (x — Xp_1)
Remarques

e Tout polyndme de degré inférieur ou égal a n peut se mettre sous cette forme des que

les x; sont tous distincts
e al estaussi le coefficient de x " dans Py, écrit sous sa forme usuelle

Principe



Chapitre 2 MN

Le calcul du polynéme de Newton commence par la construction d un polynéme de degré 1,
P1 (x) qui passe par les deux premiers points. Ensuite, ce dernier sera utilisé pour calculer un
autre de degré 2, P, (x) qui passe par les trois premiers points et ainsi de suite jusqu’au

polyndme final de degré inférieur ou égal a n, (x). On a la relation de récurrence suivante

entre deux polynémes successifs P;_1 (x) et Pi(x) (i=2,3,.., n+1) :

( Pi(x) = ayp + a;(x — xy)

j Py(x) = Py(x) + ay(x — xo)(x — 1)

| B = P00+ as(x — xo)(x —x)(x —x)
kPn(x) = P_1(x)+ a,(x — x)(x —x1) ... (x —X5_1)

On remarque que les coefficients ax (k=0,..., n) sont les eléments essentiels dans le calcul des

polyndmes de Newton. Ces coefficients sont les différences divisées d’ordre k de la fonction f.
» La formule d’interpolation de Newton
Théoréme

Le polyndme d’interpolation de Newton de la fonction f aux points distincts Xo, X1, ... ,Xn

est donné par

n i-1
PG = ) (Flxo s, ] | [ =20
i=0 k=0
Ou f[.] désigne les différences divisées de f définies récursivement par :

flx]=f() i=0..n

f[xli ---;xk] - f[xo; "'!xk—l]
[xr — xo]

f[xo'xp ""xk] =

Propriétés des différences divisées
o f[Xo, X1, ..., Xn] est le coefficient dominant dans la forme canonique
Pn(X) = f[x0, X1, ..., Xn] X" +. ..

o f[Xo, X1, ..., Xn] €St invariant par des permutations sur les x; : en effet, permuter les x; ne
change pas le polyndme d’interpolation et donc ne change pas le coefficient du terme de

plus haut degré. si f = Q un polynéme de degré q
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O0si n>
Q [XO, X1y eeny Xn] :{ q

En effet, si q <n, I’interpolé de Q n’est autre que Q lui-méme.
» Calcul des differences divisées

fley, o, xp ] = flxg, e, x4 ]
[xx — xo]

f[xO, xl, ...,xk] =

Avec

flxo, x1] = M,f[xl,xz] = M, ...........

[x1—x0] X2—X1

coeff.du terme de plus haut degréde Q siq =

f[xO) xl) xz] = f[X1’x;]:£[xo‘X1]) f[x1; xz; x3] = f[xz,x;]:i[X1JXZ]) ..........
2—Xo 37X1
f[xo;xpxz;xg] — f[x1,x2,x3]—f[x0,x1,x2], f[xpxz, X3,X4] — flx2,x3,%4]— f[%1,%2,%3]

X3—Xg X4—X1

flx1,x2,%3,%4]—f [X0,%1,%2,X3]
f[x0)x1)x2)x3ix4] =

X4 —Xo

Exemple : Reprenons la table donnée au exemple précédent et essayons de calculer le

polyndme de Newton pour cette table. Notons que pour n+1 points le degré du polyndéme

est inférieur ou égal a n. Pour notre cas on a 5 points, cela nous donne un polynéme de

degré inférieur ou égal a 4. Ecrivons les polynémes de Newton :

( Pi(x) = ag + a;(t — tp)
' Py(t) = Py(t) + ay(t — to)(t —t;)
{ Py(t) = Po(0) + a5(t— to)(t — )t — )

WPy(t) = () + au(t — to)(t — t)(t —£,)(t —t5)

Les a; sont les différences divisées d’ordre i

Calculons la table des différences divisées.

te F(t) = Fltel DD! DD? DD? DD’

0 0=ao

1 5 S=a 25=a

2 15 10 125 -5=a3 3.04167 =a4
3 0 15 9 7.1667

4 3 3
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Remplacgant les a; et les t; par leurs valeurs dans les polynGmes de Newton, on trouve :
Pi(t)=ao+ ai(t —to) =0+ 5(t—0) =5t
P2(t) = P1(t) + az2(t — to)(t —t1) =5t +2.5(t —0)(t —1) = 2. 5t2 + 2. 5¢

P3(t) = P2(t) + a3(t — to)(t — t1)(t —t2) = 2. 5t2+ 2.5t — 5(t —0)(t —1)(t — 2) =—5¢t3
+17.5t2— 7.5t

P4(t) = P3(t) + as(t — to)(t — t1)(t — t2)(t —t3)=-5tz3 +17. 5t — 6t + 3. 0417(t —
0)(t —1)(t —2)(t - 3)

P4 (t) = 3.04167t* — 23.25¢>+ 50.95833t2 — 25.75¢

C’est le méme polyndme que celui de Lagrange.
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