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Chapitre 1

Introduction a I’élasticité

1.1 Qu’est-ce que I’élasticité ? Définition

- [ MNI I [ M'N’
Action d’'une
contrainte

FIGURE 1.1 — Déformation d’un corps élastique soumis a une contrainte

Elasticité = Mécanique des corps solides déformables (par opposition & la mécanique
du point ou des corps indéformables).

La mécanique étudie la réponse d’un corps solide & des forces ou moments appliqués.

(Note : pour les milieux visco-élastiques, on parle aussi de rhéologie : leur réponse a des
forces / moments / pressions appliqués)

Forces ou moments (contraintes) qui s’exercent sur un objet fait d’'un matériau donné, de
forme donnée et de volume donné — translation, rotation, déformation (changement de forme et
de volume).

La mécanique du point ou du solide indéformable étudie la translation et la rotation, I’élasticité
s’intéresse exclusivement & la déformation (Fig. 1.1).

On distingue élasticité linéaire et non-linéaire. Dans ce cours : on s’intéresse a 1’élasticité
linéaire.
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1.2 Pourquoi étudier ’élasticité ?

e Stabilité et instabilité des structures mécaniques

— Pour la construction de ponts, routes, structures en béton (immeubles ...) — forme d’un
profilé, taille maximale d’un immeuble, ... ,

— Fibres, tissus synthétiques, ... (peau (artificielle 7))

— Comprendre des phénomeénes naturels (certains reliefs montagneux, mouvement rapide
des végétaux, etc).

e La géométrie est importante.

— Exemple des poutres profilées utilisées dans le batiment,
— Exemple du caoutchouc = un élastomere préparé en tubes, en rubans, en fines pellicules
(vernis, sols), en cables, en tissus, ...

e Fluides viscoélastiques : modification de la rhéologie des matériaux
complexes par rapport a celle des fluides simples

— Solutions de polymeres, gels, caoutchoucs, pates, poudres, sables, cristaux liquides, mousses
et émulsions, ...

1.3 Du microscopique au macroscopique

Quelle est l'origine microscopique de 1’élasticité ?
A température ambiante, le potentiel thermodynamique & considérer est I’énergie libre

F=U-TS

ol U est I’énergie interne, S l'entropie et 1" la température.
— Le minimum d’énergie libre correspond a un minimum d’énergie interne ou a un maximum
d’entropie.

e Modeéle cristallin

ATl
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—
—
x
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FIGURE 1.2 — Le déplacement relatif des atomes d’un cristal s’accompagne de forces de rappel
élastique F' au niveau microscopique.

Au niveau microscopique : atomes en interaction. Exemple du cristal (Fig. 1.2) : la distance
d’équilibre entre atomes correspond & un minimum énergétique (puits de potentiel). Si on tire
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sur le matériau, on écarte les atomes de leur position d’équilibre. Augmentation d’énergie donc
force de rappel - Voir Fig. 1.2.

Exemple : le potentiel de Lennard-Jones (lorsque les atomes s’attirent via des interactions
dipolaires de type van der Waals) :

= [(2)"-2(2)] <o (2)

Le premier terme de droite en 7 '? rend compte de facon empirique d’une répulsion & courte

portée (effet de volume exclu, qui est un effet purement quantique : principe d’exclusion de
Pauli); le second terme de droite en —x~% correspond & l'attraction de van der Waals entre
moments dipolaires.

Au voisinage immédiat de zg :

U o (z —x0)?

- - ou .
F=-VU-= ~ 5y b X —2(x — xo) €y

Force de rappel élastique.
Note : dans le cas du potientel de Lennard-Jones on a F' = kx avec k = ?—g f7(1).
0

Matériau différent : atomes différents : 1’énergie d’interaction est différente — pas la méme
résistance : comportement élastique différent (matériau plus dur ou plus mou).

Exemple de Pacier trempé : atomes de fer en structure cubique centrée (< fer o ») — chauf-
fage ~ 800° (température d’austénitisation) — structure cubique face centrée (< fer v ») qui
possede des sites interstitiels plus grands : le carbone se dissout mieux dans le fer v que dans le
fer o — refroidissement rapide (sinon le carbone précipite). L’acier trempé est plus dur que le
fer. La dureté est proportionnelle & la teneur en carbone.

Les défauts d’arrangement cristallin ont aussi un roéle. Si beaucoup de joints de grain —
matériau plus mou (Voir les radeaux de bulles de Bragg — Fig. 1.3 ).

FIGURE 1.3 — Radeaux de bulles de Bragg. Les bulles de méme diametre a la surface d’un bain
d’eau savonneuse s’ordonnent en un réseau cristallin. Il peut y avoir cependant des défauts a
cette organisation : dislocations et joints de grains. Ici, chaque domaine ordonné est bordé de
joints de grains.
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FIGURE 1.4 — Concept de conrainte normale.

e Polymeres

Dans le cas des polymeres ou élastomeres, ’élasticité ne vient pas d’un minimum d’énergie
potentielle, mais c’est un effet entropique.

Un polymere est constitué de longues chaines carbonnées qui se comportent comme des fils
flexibles. Un élastomere est un polymere réticulé, c’est-a-dire que les chaines sont attachées entre
elles par une liaison chimique.

Pour maximiser son entropie de configuration, une chaine polymere tend & adopter une forme
de pelote sphérique. Lorsqu’on applique une force mécanique extérieure on tend a déformer (étirer
ou applatir) la pelote. Il s’exerce donc une force de rappel élastique qui tend & ramener la pelote
vers la forme sphérique.

1.4 Concept de contrainte normale

On considere une barre de section constante S, faite dans un matériau parfaitement uniforme
et isotrope. La barre est attachée & un bout ; on applique au bout libre une force F' (Fig. 1.4a)

Contrainte : 0 = —

S
— Dimension : [o] = [force] / [sur face] = [Pression]
— Unité : Pa.

Contrainte normale : lorsque F'/ /7.

7i : normale a la surface. 2 possibilités (Fig. 1.4b) :

— extension (traction, tension) uniaxiale : F - i > 0,

— compression uniaxiale : F.ii<0.

On parle ici de contrainte uniaxiale car toutes les forces sont sur un méme axe : le cotés ne
sont pas contraints.

Comportement élastique linéaire :

Voir Fig. 1.4c.
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e Ressort : Fopt = k(z — xg) = kAx.
x — xg = Ax = allongement du ressort par rapport a sa longueur d’équilibre,

k = constante de raideur du ressort. La constante de raideur dépend du matériau dont est
fait le ressort. Matériau "dur” — k élevé — il faut une force plus grande pour obtenir le
méme allongement.

k dépend aussi des parametres géométriques du ressort : longueur a vide xg et section S :
ko xg Vet ko S (on peut démontrer la premiere relation en plagant plusieurs ressorts
identiques en série, et la seconde en plagant de ressorts identiques en parallele).

e Par analogie : barre sous traction : ¢ = Fe.

€= ljolo = % allongement relatif de la barre. [¢] = sans dimension.
E = module d’Young. [E] = [¢] = [che]] E en Pa. Le module d’Young dépend du

[surface
matériau dont est fait la barre.

Note 1 : on passe de F' = kAl (ressort) & 0 = E'¢ en posant k = ES/l.

Note 2 : force externe / force interne. En élasticité : on parlera toujours des forces externes
qui s’exercent sur un élément de volume bien défini.

Exemples typiques de comportements d’un solide déformable sous contrainte :

(¢} écoulement (e} g dur
plastique
N Matériau fragil
fracture aleriau tragtle
Verre mou
Plexiglass
€ € €
zone linéaire  déformation

réversible permanente
FIGURE 1.5 — Exemples typiques de comportements d’un solide déformable sous contrainte

Voir les exemples typiques sur la Fig. 1.5.

— Dans ce cours, on travaille dans la zone linéaire, quelque soit le matériau.

— Dans cette zone, la déformation est réversible : quand on relache la contrainte, les sub-
stances retrouvent leur taille et leur forme initiales (cela n’est plus vrai quand on dépasse
la limite élastique, i.e. quand on sort du régime linéaire).

— Matériau purement élastique : retour instantané quand on lache la contrainte. S’il existe
une viscosité, le systéme met un certain temps pour revenir & son état initial (— compor-
tement visco-élastique).
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1.5 Elasticité linéaire : cas d’une contrainte normale uni-
axiale

1.5.1 Loi de Hooke

l\y
F /7 F
<t — ..
h

FIGURE 1.6 — Notations : le matériau parallélipipédique est soumis & une force de traction dans
la direction // Ox.

Referentiel (Oz, Oy, Oz) (Fig. 1.6).
Loi de Hooke dans le cas d’une contrainte normale :

(1.1)

e c = (I—1p)/lp = allongement relatif ou déformation (strain). Algébrique : posséde un signe
(cf extension / compression)

e 0 = contrainte (stress). Algébrique aussi

e F = module d"Young ( Young modulus), caractéristique du matériau. E > 0 (on verra la
démonstration plus loin).

Domaine linéaire = ¢ < 1.

1.5.2 Energie libre

En général en élasticité : la température est constante — La bonne variable thermodynamique
(i.e. celle qu’'on va minimiser) : ’Energie libre F.

Déformation de traction : énergie (libre) élastique = travail & fournir (de fagon réversible)
pour allonger la barre a partir de son état a vide :

§W:ﬁext'6ﬁ

SW = oSdi
SW = EeSdl
Al Al
sw = Bs2a = Y. 2lgan
lo lo o

— Variation d’énergie libre :
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l
AF = [ oW

lo

AF = TQV INZIONG)
0 0

Al

AF = 1BV
lo

2 ) :

Densité d’énergie libre :

AF 1
Af=2f g2
f= =3k

Pour que le systéme soit stable : f minimum — f augmente quand |¢| augmente.
—|E >0\

2
Plus rigoureusement : minimum énergétique stable : aaéf > 0.

1.5.3 Ordres de grandeur (pour des solides)

acier E ~ 210" Pa
verre E ~ 6 10 Pa
béton E ~ 100 Pa
Plexiglass E ~ 3 10° Pa
bois, nylon E ~ 10° Pa
caoutchouc E ~ 2220 10° Pa

peau (derme) E ~ 2 10° Pa
gel de gélatine E ~ 1410 10° Pa

Quel est I'allongement d’un fil de 1 m de long et de section S = 1 mm? = 1075 m? accroché
au plafond, au bout duquel on fait pendre une masse de 1 kg?

e Contrainte : ¢ = mg/S = (1 x 9,8)/1075 ~ 107 Pa.
e Allongement : Al =¢ x Iy = oly/E.

- Fil de nylon : Al =1 cm
- Fil de caoutchouc : Al = 5 m! On est sorti du domaine linéaire — Hooke n’est pas valable.
- Fil d’acier : Al = 50 pm.

1.5.4 Contraction transverse

Il y a une contrepartie a cet allongement : quand on étire un matériau dans une traction, il
se contracte dans le plan perpendiculaire & 1’étirement (Fig. 1.6).
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Al Aw  Ah Al
z W - T (12)

e v = Coeflicient de poisson (Poisson ratio en anglais)

e -1 <v < 1/2 (on verra la démonstration plus loin)

e Comme F, v est caractéristique du matériau.

Les relations (1.1) et (1.2) définissent le comportement élastique hookéen.
L’élasticité d’un tel solide isotrope est entierement caractérisée par la donnée de (E,v).

1.5.5 Principe de superposition

Dans le régime linéaire, dans le cas de petits déplacements, la superposition de plusieurs jeux
de contraintes normales conduit a des allongements qui s’ajoutent algébriquement entre eux.

01+ 09 — €1+ E2.

1.5.6 Meéthodes de mesure

Il existe des machines pour tester ces comportements dans la limite linéaire (et en dehors).
— Méthodes statiques : on applique o = cte (contrainte imposée) a t = 0 — on mesure

e=f(t).
— Méthodes dynamiques : on applique o(w) oscillant — on mesure € = f(w).

On peut tester des fibres de tissu, ..., des carottes de béton.

Rhéometres & contrainte normale : rhéometres en traction (tension) ou en compression.

1.6 Déformation sous contrainte uniforme

P/
P w” p
%ﬂh G
pl

zhﬁ

FIGURE 1.7 — Notations : le matériau est soumis a une contrainte uniforme sur toutes ses faces :
ici une surpression p.

Soit un matériau de forme parallélipipédique soumis & une pression uniforme FPy. On soumet
ce matériau a une augmentation de pression p (Fig. 1.7). On cherche & décrire la déformation du
matériau.

Les contraintes sur chaque paire de face sont identiques : 0 = —p.



1.6. DEFORMATION SOUS CONTRAINTE UNIFORME 13

D’apres la loi de Hooke dans le cas d’une contrainte normale (eq. (1.1) et (1.2)), on a (dans
la limite des petites déformations) :

Al /l, = —p/FE (variation relative de [ due & la contrainte sur les faces Lx),
Aly/l, = 4vp/E (variation relative de [ due & la contrainte sur les faces Ly),

Al,/l, = +vp/E (variation relative de I due & la contrainte sur les faces 1z),

oIt Al Al Al Al
— == t_ _(1-2)2.
i P el S Gl
De méme pour les 2 autres faces :
Aw D
= — (1 =2)E
w ( V)E’
Ah P
(-2
h (1=2)g

La variation relative de volume est donc (toujours dans la limite des petites déformation) :

AV Al Aw  Ah P
v ot T g

que 'on réécrit :

AV

K : module de compression uniforme (bulk modulus).

Note : K = 1/x7 ot x1 = —%g—; est le coefficient de compressibilité (isotherme)

Ona:

E
K=——". (1.4)
3(1—2v)
Tout comme E et v, K est caractéristique du matériau. K est fonction de E et de v : 2
grandeurs parmi K, E et v suffisent pour caractériser 1’élasticité du matériau.
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Energie libre

Déformation de compression : énergie (libre) élastique = travail & fournir (de fagon réversible)
pour comprimer la barre a partir de son état a vide :

oW = —pdV

AV
W =—(-K==)dv
(+%)

SW = K%d(AV)

— Variation d’énergie libre :

Densité d’énergie libre :

Stabilité — [ K >0|—|v < 1/2]

Ordres de grandeur

K~ FE.

v = 1/2 — fluide incompressible (AV = 0 pour p fini).

caoutchouc v~05
aluminium v~ 0,33
sable vr~0,2a045
liege v~0

structures auxétiques r<0
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1.7 Concept de contrainte de cisaillement

AX

ax F
he //7
==
F

V""l

A4
(1 (2)
FIGURE 1.8 — Notations : le matériau est soumis a une contrainte de cisaillement.

Contrainte normale (normal stress en anglais) : associée a une force appliquée perpendiculai-

rement & la face qui subit Ueffort : F'//7.
Contrainte de cisaillement (shear stress en anglais) : associée a des forces qui agissent dans

le plan de la face considérée (Fig. 1.8) : FL7.

En dynamique du solide indéformable, le cas (1) aurait donné lieu a un glissement ; le cas (2)
a une rotation. La réponse d’un solide élastique est une déformation de I'objet.

Loi de Hooke pour le cisaillement (démonstration dans le Feynmann) :

A
O siomill = GTC” yer (1.5)

e G = module de cisaillement (shear modulus) en Pa,

e = angle de déformation.

On a:
E

21+v)

G a donc le méme ordre de grandeur que F.

G:

Energie libre

Déformation de cisaillement : énergie (libre) élastique = travail & fournir cisailler le bloc :

SW = F.py - dz
oW = oSdx

SW = G%Sd(Am)

— Variation d’énergie libre :
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l

AF = | W
lo
Az

A /

AF =GS / T (A
0 h
1 Az
AF = -GV (=)?
g 2 ( h )
Densité d’énergie libre :

1

Af = -GbH?
2

Stabilité — |G > 0] —[v > —1]
1.8 Résumé
Compression uniaxiale Compression uniforme Cisaillement
o= Fe o=KAV/V o=GH
Bw
. — E . _ E .
module d’Young, module de compression. | module de cisaillement.
—1 < v <1/2: coef. de Poisson.

4 coefficients élastiques, 2 relations entre eux — il n’y a que 2 coeflicients indépendants pour
caractériser entierement la déformation du matériau sous l'effet d’une contrainte.

En pratique, on utilise la paire de coefficients qui correspond le mieux a la déformation
considéré. Par exemple, les expériences de rhéologie portant sur de matériaux viscoélastiques sont
faites dans des rhéometres qui appliquent au matériau des contraintes de cisaillement (rhéometre
plan / plan, cone / plan, ou Couette). On parle donc souvent de module de cisaillement. Notons
que lorsque le matériau est viscoélastique, son module de cisaillement devient complexe :

G— G =G +iG".

Note : dans la suite du cours (théorie de I’élasticité) on utilisera une autre paire de coefficients,
les coefficients de Lamé, pas bien adaptés pour décrire une situation expérimentale mais bien
adaptés a la description théorique.



Chapitre 2

Théorie de 1I’élasticité

2.1 Introduction : pourquoi une description tensorielle ?

Traction Compression uniforme Cisaillement
X, A Xz 4 P Y24 AX I_:)
! +—Al
Y [ >F x > "
h 7AW > X 7’/ AW X
¥ 7 1 % 7
X3
Xs I % P
CONTRAINTE
CONTRAINTE NORMALE TANGENTIELLE

FIGURE 2.1 — Résumé : déformations sous contraintes normales et tangentielles

On a vu des exemples simples de déformations élémentaires sous des contraintes normales et

tangentielles (voir le résumé Fig. 2.1). On a pu noter dans ces exemples que la contrainte est
liée a la direction de la force par rapport a la normale a la face sur laquelle elle s’applique. En
fonction de ces directions relatives, la déformation peut étre élongationnelle ou angulaire.

Pour traiter un cas général, on pourrait traiter chaque cas comme une combinaison de

cas particuliers, mais il faudrait définir des forces et déformation correspondant & chacune des
déformations élémentaires, ce qui aboutirait rapidement a des calculs extrémement compliqués.
Il est en fait nécessaire de décrire le probleme sous forme tensorielle. On aura donc affaire :

e au tenseur des contraintes o (ordre 2), de composantes o (i, k =1, 2 ou 3), ou i

indique la direction du vecteur force et k indique la direction de la normale & la face sur

laquelle la force est appliquée. Par exemple (voir fig. 2.1) :

17
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— traction : 011 # 0; toutes les autres composantes sont nulles ;
— compression uniforme : 011, 022 et o33 # 0; toutes les autres composantes sont nulles ;
— cisaillement : o195 # 0.

On voit donc qu’a une contrainte normale correspondent les composantes diagonales o;; du
tenseur des contraintes, et qu’a une contrainte tangentielle correspond une composante non dia-
gonale o, avec k # i. Le tenseur des contraintes, avec toutes ses composantes, contient donc
la combinaison de contraintes normales et tangentielles. La donnée du tenseur des contraintes
permet de traiter le cas général sans avoir a rechercher la nature particuliere de telle ou telle
perturbation.

e au tenseur des déformations z (ordre 2), de composantes ¢;;,

e au tenseur d’élasticité A (ordre 4), de composantes A;;;.

A 3D, les tenseurs des contraintes et des déformations comportent chacun 3x3 = 9 compo-
santes. Le tenseur d’élasticité contient 3* = 81 coefficients (heureusement on pourra faire des
simplifications).

La loi de Hooke dans le cas général s’exprime alors :

Oik = E Aijit €51

v

Les coefficients élastiques E, v, K ou G vont apparaitre dans les composantes A;;j,; du tenseur
d’élasticité.

Remarque : description continue

A Téchelle microscopique, la matiere est constituée d’atomes ou de molécules séparées par
du vide. En mécanique des milieux continus (dont fait partie I’élasticité mais aussi ’hydro-
dynamique), on utilise une échelle mésoscopique, intermédiaire entre 1’échelle microscopique et
I’échelle macroscopique. Cette échelle peut se représenter comme un élément de volume situé
au point 7, contenant suffisamment d’atomes ou de molécules pour qu’on puisse y définir des
grandeurs physiques comme la masse volumique, la pression, la température... Cet élément de
volume doit par ailleurs étre tres petit devant la taille du corps considéré, ainsi les grandeurs
définies peuvent varier dans I’espace et dans le temps.
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2.2 Tenseur des déformations

2.2.1 Définition

]

X A’ ar

(a) (b)

FIGURE 2.2 — Notations : (a) vecteur déplacement; (b) Changement de distance entre 2 points

au cours de la déformation.

On considére un corps qui se déforme (Fig. 2.2 (a)) : le point M se déplace en M’ au cours
de la déformation. Soit 7 le vecteur position du point M

x1 x)
7 a2 — | ah
x3 b

Notation : u; = 2 — ; avec i = 1, 2 ou 3.

Remarque : la position du point M’ dépend de la position du point M (sinon on aurait une

translation d’ensemble) — @ = @(¥) ou u; = u;({z;}). Si on connait @(7), la déformation du
corps est donc complétement déterminée. On cherche donc & calculer @(7)

Comment décrire les allongements du matériau? Soient 2 points A et B voisins qui se
déplacent en A’ et B’ respectivement au cours de la transformation (Fig. 2.1 (b) ). On a :

! /
T A1 TB1 . T A1 . TB1
TAl|l Za2z |, TB| TB2 - Al Tho |, T'B| Tho
! A
T A3 TB3 T3 Tp3
? — N -
AB=7g —Ta — A/BI:T'BfrlA
— / ! _ !
? TRl — XAl = dxy — z/m*x/m*dxll
A TRy — Lo = dTo — A'B gy — X'y = dag

/ / !
TR3 — XAz = dxs Ty — Tyg = dag

Avec dz}, = x'g; — 'y, = (xBi + upi) — (xa; + uai) = dz; + du,.
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——
|AB| = di = y/da? + da? + da? > |AB| = dl' = \Jda'? + dog? + dof
di? =%, da? =3 (de; + du;)? = Y, (da? + du? + 2dz;du;)
dl/2 = dl2 —|— Zi d’ll,l2 —|— 2 Zi dzidui

Simplification : dans le cadre des petites déformations : du < dl — on néglige les termes
d’ordre 2 en du;/dz;, : on néglige donc le terme ), du? dans 1’équation précédente qui devient ! :

A’ = di2 + 2, dadu;.

Or w; =u;(x1,x2,23) — du; =

Notation : g;‘; = Opu; — du; =Y, Opu;dxy.

di? =di* +2%, 3, Opuwidz;duy,
=d? + 3, >, Opuidriday + >, > Opuidz;day,
=dI> + 3, >, (Diug + Opu;)daidxy,

On définit :

Eix = % (Osup, + Opus) = % <8Ui 3Uk)

oz, + ox;

N dl’? = di* + Z 2 ndr;dry.
ik

Les ;1 sont les composantes d’un tenseur d’ordre 2 : le tenseur des déformations :

Notation d’Einstein

ou < convention de somme sur les indices répétés > : quand l'indice d’une variable apparait
deux fois dans un terme, on sous-entend la sommation sur toutes les valeurs que peut prendre
cet indice. Cet indice est dit muet.

1. On peut mener le calcul sans cette simplification. Le calcul complet aboutit alors a la définition suivante
des composantes du tenseur des déformations :

1 ou; O Ou; O 1
Eik = 3 [(85; + (;:j) + Zl: (TZ 8;2)] = 3 (Oiug, + Opu; + Oju;dpuy) en utilisant la notation d’Einstein
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Par exemple : Opu;dxy, =Y, Opuiday.

— di’”* = di? + 2¢;,dv;dxy,. (2.1)

2.2.2 Propriétés du tenseur des déformation
e Tenseur d’ordre 2 (matrice 3 x3) — 9 composantes,

e Champ de tenseur : il dépend du point de I'espace autour duquel se fait la déformation :
g(7) autrement dit &;;({rx}),

e Symétrique : ¢;; = ¢;; — il n’y a donc que 6 composantes indépendantes,

e Diagonalisable : en chaque point, il existe une base dans laquelle seuls les éléments dia-
gonaux de g sont non nuls.

— Les axes de cette base = axes principaux ou axes propres du tenseur des déformations,
notés 7V, 7 et 73 ;

— les éléments diagonaux du tenseur diagonalisé = les valeurs principales, ou valeurs
propres du tenseur des déformations, notées e, £(2) et £(3).

z 7 = O F0

Dans le repere (71, 72, 53))

e 0 0
E= 0 2 o
0 0 ®

La base propre et les valeurs principales du tenseur des déformation changent d’un point a
I’autre.

e La trace du tenseur des déformations est invariante par changement de base.
Trace du tenseur = somme de ses termes diagonaux :
Trace{?} = €11 + €22 + €33.

2.2.3 Représentation du tenseur des déformation

De la méme maniere qu’un vecteur se représente par une fleche reliant deux points, un tenseur
se représente par une ellipsoide, qui a pour directions principales les directions des trois vecteurs
propres et pour demi-axes les valeurs propres correspondantes (ou les valeurs propres + 1).

Dans le cas du tenseur des déformations, il est défini localement. Les déformations principales
peuvent donc changer d’'un point & un autre. On a donc dans le matériau un champ du tenseur
des déformations, qui peut se représenter comme un champ d’ellipsoides de déformation.
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2.2.4 Elongation relative et variation relative de volume

On se place dans la base propre de € au point  :

M 0 0
= 0 @ 0
0 0 ®

(2.1) = dI’? = diI? +2eWdx? + 2P da? + 2eB)da?
or : dI? = dx? + dx3 + da3
- dl”? = (1+2eW)da? + (14 2e@)dwd + (1 + 26®))da?

dl’? est la somme de trois termes indépendants — la déformation est une combinaison de trois
déformations indépendantes dans les trois directions principales du tenseur des déformations.

dr; —  da) = V1+2eWdr; ~ (14 eW)day
dre  —  dabh=V1+2e@dr; ~ (14 e3)day
des  —  doh=V1+2e®day ~ (14 e®)dxs.

2.2
—e e (2.2)

La i-iéme valeur principale du tenseur des déformations est donc I’extension (ou la rétractation)
relative dans la direction du i-iéme axe principal.

La variation de volume est :

V. —  dV' = dzidzhdxl

dV' = (1+eM)(1+e@)(1 4 e®)daydrodas
~(14+eM +e@ 16BNy,

— eM 4 6@ 4 ) = dVodV

dv' —adv
av

Trace du tenseur des déformations est (dans n’importe quelle base) la variation relative de
volume de I’élément considéré.

Trace{} = ¢;; = div(d) = (2.3)

Note : ici on a travaillé en coordonnées cartésiennes mais il est parfois plus commode de
travailler en coordonnées cylindriques ou sphériques (par exemple en coordonnées cylindriques
pour décrire la torsion). On donne alors 'expression du tenseur en coordonnées cylindriques.
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2.2.5 Exemples (voir figure 2.1) :

e Traction uniaxiale :

Al -1 . .
= — — U] = ET1€]
l T T

contraction transverse :

Aw U2 . o
— = —VE = — —» Uy = —VET2€9;
w T2
Ah us . =
— = —VE = — — Uy = —VET3E].
h X3
€ 0 0
— E=( 0 —-ve O
0 0 —uve
e compession uniforme :
Al Aw  Ah  u;  us  ug D D
L 17 E——
l w h r1 Ty X3 E 3K
» 1 0 0 »
— E=———=| 01 0 | =—-==I
3K 00 1 3K
ol I est la matrice identité.
e cisaillement simple :
Ar_m_
h To
0 6/2 0
— e=|(6/2 0 0

23
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FIGURE 2.3 — Théoreme
de la divergence : un corps
de volume V' entouré par
une surface S est soumis a
un champ de vecteur E.

2.3 Tenseur des contraintes

Un corps est a I’équilibre mécanique si :
— La résultante de toutes les forces agissant sur un volume quelconque du corps est nulle,
— idem pour la résultante des moments.

2.3.1 Résultante des forces
On considere un corps déformé :

— la position des molécules varie, ainsi que leur distance relative, ce qui augmente leur
énergie élastique, induisant des forces de rappel entre les molécules,

— il existe donc des contraintes au sein du corps déformé.

Si le corps est a 1’équilibre mécanique, alors la résultante des forces qui s’exercent sur chaque
élément de volume est nulle.

Origine physique des contraintes élastiques :

Dans les trois exemples de traction, compression uniforme et cisaillement simple, on exerce
de I'extérieur une force sur la surface du solide, et on déforme tout le volume. On cherche ici a
établir une relation entre les forces de volume et les forces de surface.

Soit f la densité de force extérieure (= force par unité de volume) qui induit la déformation.
On considere un volume V' du matériau élastique, fermé par une surface S. Les considérations
ci-dessus peuvent se résumer a :

/fdv — /?dS.
\4 S

On cherche a transformer la somme des forces agissant sur le volume considéré en une intégrale
de surface.

On utilise le théoreme de la divergence (Green - Ostrogradsky) : soit un volume V' entouré
par une surface S et soumis a un champ de vecteur E (voir Fig. 2.3). La normale & un élément
de surface d.S est notée 77 et pointe vers I'extérieur du corps considéré. On a :

/divE dV:fﬁ-ﬁ ds.
174 S
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Contraintes élastiques :

Le théoreme de la divergence permet de passer d’une intégrale sur V' a une intégrale sur .S en
écrivant ce scalaire comme la divergence d’un champ de vecteurs. Pour le cas qui nous intéresse
ici, la grandeur intégrée sur le volume est un vecteur f Par analogie, on peut passer d’une
intégrale sur V' a une intégrale sur S en écrivant ce vecteur comme la divergence d’un champ de
tenseur d’ordre 2. On aura :

/Vfdv = y{f.ﬁ ds, (2.4)

ol 7 est le tenseur des contraintes, défini par

f=div(7)=V.7. (2.5)
C’est-a-dire :
fi 01011 + 02021 + 03031
fo | = Ovo12 + 02092 + O30352
/3 01013 + 02023 + 03033
soit :
fi = Okoki (2.6)

D’apres 1'équation (2.4), -7 dS est donc la force qui s’exerce sur la surface dS qui entoure
I’élément de volume dV. Projetée sur 'axe Ox;, 'Eq. (2.4) s’écrit (en utilisant toujours la notation
d’Einstein) :

/ fidV = ?{ oikng dS, (2.7)
v s

En résumé, 'équation 2.4 peut s’écrire :

/ fdv = f Fds,
1% S

dans le volume : le tenseur des contraintes est associé & la densité de force (force extérieure
/ unité de volume) :

avec :

— —

fi = Oxon ou f=V-o

a la surface : le tenseur des contraintes est associé a la force extérieure / unité de surface :
F, = o;pn ou F=5-71

Remarque

o1 est la composante selon la direction x; de la force par unité de surface qui s’exerce sur la
surface de normale ny.

Lorsque la force F; = o;n, s’exerce sur la face de normale ny, alors la force F} = —opny
s’exerce sur la face opposée de normale —ny,. La somme des forces est donc F;+ F/ = 0 : 'équilibre
des forces est assuré par définition du tenseur des contraintes.
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022 )
@0 032 i 012
1N\ >
;2’ l"% A 021
N —034 013 C o1
o L—>

- e o1 033 034
©s —ap Y
< &\
—012 T—%z
—020 FIGURE 2.4 — Forces de surface.

2.3.2 Résultante des moments

On considere un cube dont les arétes sont de longueur a. On choisit a suffisamment petit pour
que le tenseur des contraintes soit uniforme sur le cube. Les contraintes s’exercant sur toutes les
faces du cube sont représentées sur la fig. 2.4. On voit que les contraintes tangentielles donnent
lieu & des couples. Au centre du cube, la somme des moments est :

M=>"FAF

ol F est la force appliqué a la porition 7 par rapport au centre. La somme est effectuée sur toutes
les faces du cube. On a donc :

M = a€ Na?0916 + a6l A a’o3165 + aéh A a’o126] + aé A alo326h + a A a’oi3€; + acy A a’os26;

= a’[(032 — 023) €1 + (013 — 031) & + (091 — 012) €3]
A T’équilibre on doit avoir M =0, dou :
Le tenseur des contraintes doit donc étre symétrique.

Remarque : le tenseur des contraintes est donc diagonalisable.

2.3.3 Exemples : déformations élémentaires
Cas d’une traction uniaxiale

Le corps considéré est soumis & une traction uniaxiale dans la direction z; (Fig. 2.1). La force
extérieure, parallele & 'axe Oxq, s’exerce sur un élément de surface dS; de normale €7.

La seule composante non nulle du tenseur des contraintes est donc o117 = F ou F est la force
extérieure par unité de surface :

Q|
I
co ™™
coo
oo o
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FIGURE 2.5 — Un corps de
volume V entouré par une
surface S est soumis a une
compression uniforme p.

Cas d’une compression uniforme

Le corps considéré est soumis & une compression uniforme. Chaque unité de surface subit une
pression p de méme grandeur, toujours dirigée selon la normale a la surface. La force exercée sur
un élément de surface dS de normale 77 est :

FdS = —piid§.

La projection sur z; de F est donc :

F;dS = o;nidS = —pn;dS = —pd;pngdS

1 si =

5ik={ 0 si zsék‘

0% est le symbole de Kronecker. On a donc :

Oil = —Pdi :
—p 0 0
7= 0 —p 0 | =-pl
0 0 —p

Cas d’un cisaillement

Dans le cas du cisaillement représenté sur la Fig. 2.1, la force extérieure s’exerce dans la
direction de Oz et sur la face de normale ¢5. La seule composante non nulle du tenseur des
contraintes est donc 012 = F ou F est la force extérieure par unité de surface :

Q|

0 F 0
=| F 00
0 0 O

Note : comme o015 = 091, il existe une force extérieure qui s’exerce dans la direction de Oxq
sur la face de normale €.
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Cas général

— Les composantes diagonales du tenseur des contraintes correspondent a des contraintes
normales

— Les composantes non diagonales correspondent a des contraintes tangentielles.

Notons que comme le tenseur des contraintes est diagonalisable, il existe toujours une base
dans laquelle les composantes non diagonales sont nulles. Le concept de contrainte tangentielle
contient donc 2 informations : celle qui correspond & la direction des forces extérieures appliquées,
et celle qui correspond a la direction de la surface sur laquelle la force est appliquée. Changer de
base revient ainsi & changer la direction des surfaces sur lesquelles on considere que la force est
appliquée, sans modifier le tenseur des contraintes pour autant. Autrement dit, des contraintes
tangentielles peuvent se réduire a des contraintes normales en changeant de base.

Pour représenter graphiquement le champ de tenseur des contraintes, on utilise ’ellipsoide
des contraintes définie localement.

2.3.4 Equilibre des corps déformés
Corps déformé sans champ de forces extérieur

Les composantes o, du tenseur des contraintes dépendent en général de 7.
_ A l’équilibre, la somme des forces extérieures doit étre nulle dans chaque élément de volume :
f =0, soit d’apres I’équation (2.5) :
div(G) =V -5=0 (2.8)

ou encore :

8k0'ki =0. (2.9)

(2.8) et (2.9) correspondent & 1’équilibre des contraintes pour un corps déformé en I’absence
de champ extérieur.

Corps déformé en présence d’un champ de forces extérieur

Si le corps déformé est soumis a un champ extérieur, par exemple le champ de pesanteur, la
densité de force agissant sur un élément de volume devient :

—

f — f+rg
L’équation d’équilibre des forces volumiques devient donc :

—

AV

Qll

+pg=0 (2.10)

ou encore :

Okoki + pg; = 0. (2.11)
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2.4 Loi de Hooke

2.4.1 Thermodynamique de la déformation

On considere un corps soumis a une déformation, et on décompose la déformation en une
succession de déformations infinitésimales. Pour un corps de volume V' soumis a une surpression
p isotrope, la variation infinitésimale du travail des forces de pression par unité de volume est :

§Wew = —pSV)/V.

De fagon générale, on peut montrer (non fait dans le cadre de ce cours) que le travail par
unité de volume des contraintes a exercer pour déformer le corps s’exprime :

5Wemt = Ok 551’]@

En général, le corps déformé est en équilibre avec un thermostat. La variable thermodyna-
mique appropriée est ’énergie libre. La variation de 1’énergie libre par unité de volume est :

dF = d(U - TS) = —SdT+ Uikdé‘ik.

ou U est "énergie interne par unité de volume du corps considéré. On peut donc écrire le
tenseur des contraintes comme une dérivée de ’énergie libre :

- ( oF >T (2.12)

3Eik

2.4.2 Premiere forme de la loi de Hooke

Pour résoudre un cas concret de déformation, il faut écrire I’énergie libre F du corps en
fonction du tenseur des déformations. La déformation d’équilibre est alors celle qui minimise F.
Si le corps est isotrope, et que la déformation est petite et sans changement de température, on
peut écrire F comme un développement en série des puissances de g, :

F=F+ aZsT;k + b (termes d’ordre 2 en e) + ..
ik
e On considere que le corps non déformé n’est le siege d’aucune contrainte, i.e. o; = 0

lorsque €;; = 0. D’apres I’équation (2.12), cela signifie qu’il n’y a pas de terme linéaire
dans le développement de F, soit a = 0.

e Au second ordre, il existe deux scalaires invariants par changement de base et indépendants,
formés & partir des composantes ¢;; du tenseur des déformations : (g)? et D ik 2.

A
— F=Fy+ 5(5”)2 + M;E?k (2.13)

en s’arrétant a 'ordre 2 en €;;. A et p sont les coefficients de Lamé. Pour que la déformation
s’accompagne d’une augmentation de I’énergie libre par rapport a 1’état non déformé il faut :

A, pw>0.

D’apres 1’équation (2.13), on a :
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dF = deydey + 2ue;pdeg

= Aepdipdeir, + 2peipdeis,

= (Aeuldir + 2peir)deix

Donc d’apres 1’équation(2.12) :

’01‘1@ = Aeubik + 2ugik (2.14)

ou encore :

o= /\Ell]IJrng (2.15)

ou I est la matrice identité. L’équation (2.14) relie les composantes du tenseur des contraintes
a celles du tenseur des déformations : c’est la loi de Hooke, annoncée sous la forme

oik = Aikjicji

On voit que dans les 81 composantes Aj;;; du tenseur d’élasticité, seuls 2 coefficients sont
indépendants : les coefficients de Lamé.

On peut inverser ’équation (2.14) en utilisant le fait que, d’apres la méme équation :

o = (3A+2u)en (2.16)
On obtient donc :
1 A
= = ——ous; 2.17
Eik 2 (Uk 3>\+2NU” k) ( )

Les équations (2.14) et (2.17) sont deux expressions équivalentes de la loi de Hooke.

2.4.3 Deuxieme forme de la loi de Hooke

Il existe plusieurs expressions de la loi de Hooke, qui utilisent les coefficients d’élasticité corres-
pondant au probleme considéré. Les coefficients de Lamé sont pratiques pour établir théoriquement
la loi de Hooke comme nous venons de le faire, mais ils ne correspondent pas d’emblée a une
situation physique particuliere (un certain type de contrainte ou de déformation).

Revenons a ’équation (2.13) et remarquons que :

e le terme ¢;; représente la variation relative de volume du corps au cours de la déformation.
Si ce terme est nul, seule la forme du corps est modifiée : on parle de déformation de
cisaillement pur, ou de glissement.

e sigy = Cte X i1, on est dans le cas d’une compression uniforme : seul le volume du corps
change au cours de la déformation (mais pas sa forme).
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On peut écrire :

1 1
ik = (€ik — w0ieu) + 5 0ikcn
3 3
Le premier terme de droite représente une déformation de glissement (la trace de ce tenseur
est nulle), et le second terme représente une déformation due & une compression uniforme. On a
alors d’apres (2.14) :

1 1
Oik = Aeudik + 21 {(&k - g(sikfll) + 351'1@511}

dinewr)

2 1
Oik = ()\ + 3M> endi + 2u(eir — 3

que 'on peut réécrire :

3

1
ik = Keyda + 2 <5ik - 5ik5ll> (2.18)

K= ()\ + 2;) (2.19)

est le module de compression uniforme. La déformation & laquelle ce terme est as-
socié dans I’équation (2.18) représente en effet une compression uniforme. Le dernier terme de
Péquation (2.18) est associé a une déformation de glissement. Le coefficient p s’appelle donc mo-
dule de glissement ou module de cisaillement : y = G ou G est le module de cisaillement
vu au premier chapitre de ce cours.

L’eq. (2.18) constitue la deuxiéme forme de la loi de Hooke. En inversant I’équation obtenue,
on obtient la seconde expression de la loi de Hooke :

Eik =

1 1 1
5 B P 2.20
0K kou + 2 (U kT3 kUll> ( )

Remarques

1) On remarque ici que le lien entre ¢;; et oy est déterminé par le seul module de compres-
sion uniforme K : o;; = 3K¢y, et ce quelle que soit la déformation. La donnée du tenseur des
contrainte permet donc de calculer rapidement la variation relative de volume.

2) Toutes les formes de la loi de Hooke vues jusqu’ici permettent aussi de constater que
lorsque le tenseur des déformations est diagonal, le tenseur des contraintes 1’est également dans
la méme base, et vice versa.

3) L’augmentation de 1’énergie libre associée & la déformation peut s’exprimer en fonction
des modules K et p : d’apres (2.13) :
2

A 1 1
F=F+ 55121 + ,u; {(&k - §5ik5u) + §5ik5u

)
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A 1 fLl 2 !
=Fo+ 55121 + ,uizk: [(Eik - 35ik€u> + §5ik5121 + gdikgll(gik - 35%5”)]
A 1 ? 3 o
:f0+§5”+,uz Eik — 55’”@5” +/'L§E”+O
ik

ALY o 1 i
= Fo+ (2 + 3) ey + uizk: <5ik - 35ik€ll>

que 'on peut réécrire :
K 1 ?
F=Fo+ 55121 + MZI; (Eik - 351%511) (2.21)

Application : compression uniforme

Dans le cas d’'une compression, les forces extérieures s’exercent normalement a la surface du
matériau, et la contrainte correspondante est égale a —p. On a donc :

Oik = —D Ok
soit :
—p 0 0
T = 0 —p O
0 0 —p
D’apres la loi de Hooke (2.20) :
p
=~
Eik 3K Otk
soit :
(k00
g = 0 — 5 0
0 0 — 5%
La variation relative de volume est :
wv._ P
v " TK

d’ou

_Lovy 1
V \op T_K

% est donc bien la compressibilité isotherme du matériau considéré.

L’augmentation d’énergie libre se calcule d’apres (2.21) :

p2
fel:F_fOZﬁ'
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2.4.4 Troisiéme forme de la loi de Hooke

FIGURE 2.6 — Barre soumise a une force de traction par unité de surface o sur la face perpendi-
culaire a I'axe Oz.

On considére une barre (figure 2.6) soumise & une force de traction homogene sur la face
perpendiculaire a ’axe Oz. La force par unité de surface est d’intensité o.

La seule force non nulle est celle qui s’exerce dans la direction Oz sur la surface de normale
parallele a Oz : 0., = 0. Toutes les autres composantes du tenseur des contraintes sont nulles :

Qll

Il
coo
coo
qQ oo

Utilisons la loi de Hooke (2.20) :

1 1 1
Eik = dikoy + — <0'ik - 5ik0'll)

9K 2u 3
1 1 1
= o0 5= | ok — 50
ok "7 T g, (0’“ 3 ’“U)
g g

=W S 5K b

g g

== 9K T3,

Exy = Eyz = Exz = 0

On définit les module d’Young F et coefficient de Poisson v :

g
22 = — 2.22
€= % (2:22)
Exx = Eyy = —VE,;
D’ou :
9K 1

= 2.23
3K+ ( )

zz 13K -2
yo _Ceo 13K -2 (2.24)

c.. 23K+pu
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K et psont >0— E>0.

Par ailleurs le calcul donne :

“:éﬁ%iﬁ (2.25)
E

K= 305 (2.26)

N Bv (2.27)

(1-2v)1+v)

Si on reporte ces valeurs dans les expressions établies précédemment, on obtient 1’énergie libre
élastique :

Fa=F—Fy= Z eh+ T cn

Les équations (2.25) et (2.26) injectées dans (2.18) et (2.20) permettent de retrouver une
troisieme forme de la loi de Hooke :

B LA (2.28)
Oik = 1+uv Eik 1_ 9y — 5 ¢l zk- .
1
Cik = % (1 +v)oiw — voiroy) (2.29)

Application : compression uniaxiale selon Oz :

On considere la compression d’une barre maintenue sur les c6tés de facon que ses dimensions
latérales ne puissent pas varier (contrairement au cas de la traction uniaxiale on applique ici une
contrainte sur les surfaces latérales pour les empécher de se déplacer) :

o]}

I
coo
coo
n oo

On obtient donc pour le tenseur des contraintes :

E
g = e =gy,
(1+v)(1—2v)

E(l-v)
1+)1—-20)°

Ozz =

Opy = Oyz =04, =0
En désignant la force de compression par unité de surface par o,, = —p, on a :

4w -2)
=T TR )
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1%
Ogz = Oyy = _p]. —
L’énergie libre élastique de la barre s’écrit :
Fa=F-Fo= Z et 1o,

35
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2.5 Déformation avec changement de température

2.5.1 Energie libre

On considere des déformations qui s’accompagnent d’'un changement de température ho-
mogene (la température est la méme en tout point du corps).

On considere que le changement de température se fait suffisamment lentement pour que le
corps soit & tout moment en équilibre thermique avec I'extérieur (c’est donc la température du
milieu extérieur qui est modifiée, et celle du corps considéré s’équilibre avec celle de l'extérieur).

Dans ces conditions, 1’énergie libre reste la variable thermodynamique appropriée pour décrire
les états d’équilibre du systeme.

On choisit comme état de référence le corps non déformé : g;, = 0 et 0; = 0 & la température
T ="T,.

Lorsque T # Ty, le corps se déforme méme en l’absence de forces extérieures. Pour décrire
cette déformation, il faut rajouter un terme dans I'expression de ’énergie libre, qui rende compte
de cette dilatation thermique.

On suppose que T — Ty < Ty. On se place dans ’hypothese des petites déformations et on
cherche a former un terme d’énergie libre de plus petit ordre possible, c’est-a-dire linéaire par
rapport aux composantes du tenseur des déformations et linéaire en T'— Ty. A partir des g, le
seul scalaire linéaire indépendant du systéeme de coordonnées est la trace ¢;;.

Sous toutes ces hypotheses, I’énergie libre (eq. (2.21)) devient :

K 1 2
F = fo(T) — Ka(T — To)Ell + 38121 + ,LL; <5ik — 35ik5ll> (2.30)

Ici, on suppose u, K et o = constantes (une petite variation de ces modules en fonction de
la température conduirait & des termes d’ordre 2 que 'on néglige ici).

2.5.2 Loi de Hooke avec changement de température

On peut donc écrire la loi de Hooke a la température T :

o _(oF
ik — agik .

1
Oik = —KQ(T — To)aik + Ksuéik + 2,u (Eik — 36ik5ll> (231)
En outre,
gy = —3Ka(T — To) + 3K5ll
d’ou :

gl
= T — T, -
en = o 0) + 3K

On obtient donc la loi de Hooke inverse avec changement de température :

1 1 1 1
€ik = g dikou + 3a( 0)0ik + o <0 e kUll) (2.32)
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2.5.3 Coefficient d’expansion thermique

Considérons un corps en expansion libre sous l'effet d’un changement de température. Le
corps est libre, donc pas de forces extérieures, donc les contraintes sont nulles. Le tenseur des
déformations s’exprime donc :

1
Eik = ga(T —Tp)dik

soit :

1

ol I est la matrice identité.
On voit que sous leffet d’une augmentation de température, il se produit une dilatation uni-
forme.

La trace du tenseur des déformations donne I’augmentation relative de volume :

oV
ey = 7 = Oz(T—TO)

a est donc le coefficient d’expansion thermique du matériau, exprimé en K !, défini

par :
_ L (v
“~v\or),

La dérivée s’effectue a pression constante car on a laissé le systeme libre de contraintes, c¢’est—
dire en pratique en équilibre a la pression atmosphérique.

2.5.4 Déformations isothermes et adiabatiques

Parmis toutes les transformations thermodynamiques existantes, les déformations isothermes
et adiabatiques sont particulierement intéressantes.

Le cas des transformations isothermes a été traité en détail dans les chapitre 2.1 a 2.4 :
Pénergie libre décrite par I’équation (2.21) et sa dérivée par rapport aux e;; & température
constante conduit a la loi de Hooke. K, u, E et v, sont donc respectivement le module de
compression isotherme, le module de glissement isotherme, le module d’Young isotherme et le
coefficient de Poisson isotherme.

Une déformation adiabatique se fait sans échange de chaleur entre les différentes parties
du corps ni avec ’extérieur. En pratique, ce sont des déformations rapides : les échanges de
chaleur n’ont pas le temps de s’établir. Dans le cas d’une transformation adiabatique : §Q =
0 — dS = 0 (déformation isentropique). A entropie constante, le potentiel thermodynamique
approprié est l’énergie interne U. Pour établir la loi de Hooke dans le cas adiabatique, il faut
donc reprendre toute la démarche exposée au chapitre 2.4 en calculant cette fois-ci la variation
d’énergie interne due a la déformation. Par analogie avec ’eq. (2.21), on obtient, lors d’une
déformation adiabatique :
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Kad 4 1 2
U=Uy+ 75” + Had Z Eik — g(sikgll
ou K44 est le module de compression adiabatique et pi,4 est le module de cisaillement

adiabatique.
Les composantes du tenseur des contraintes sont définies par :

- (dU
Oik = dgik s

ce qui permet d’écrire la loi de Hooke dans le cas adiabatique.
Grace aux relations issues de la thermodynamique, les modules élastiques isothermes et adia-
batiques sont liés entre eux. On peut montrer (non fait dans le cadre de ce cours) que :

1 1 a?
=—-TV—
K, K Cp
Had = K
E2TV o2
Foug=F+——
d + 9C,
ETVa?

Vaa=v+ (1+v) 90
P

ou C), est la capacité calorifique du matériau a pression constante.

Les déformations adiabatiques sont celles qui se produisent en particulier lors de la propaga-
tion d’une onde élastique dans un solide (onde sonore ou onde de cisaillement). Pour traiter ce
probleme, ce sont les modules élastiques adiabatiques qui sont utilisés, bien que cela n’apparaisse
généralement pas de fagon explicite dans la notation.
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2.6 Equations d’équilibre pour les corps déformés

39

Ces équations décrivent localement le champ du vecteur déplacement « au sein du corps

déformé.

2.6.1 En présence d’un champ de force extérieur

On part de I’équation (2.11) :

Okoir +pg;i =0

Par ailleurs, la dérivée de loi de Hooke (2.28) donne :

14

ik = T i d;
Ok0ik T 8k5k+1_2yak(5ll k)
E vE
- TR . A—)
Lo Y o —2n) O

Or d’apres la définition du tenseur des déformations :

1
Cik =3 (Osu + Opuy) -

ou u est le vecteur déplacement.
On obtient donc :

2

OOk = Oru; + 0;01u

E
2(1+v) 21 +v)(1 —2v)

D’ou :
E
= Pui+ 0,0, i =0
21+ 0) T A L) —2n) S TP

En notation vectorielle, on a :

8]31141
AU = 8,31@
8]3113

divi=V - -u= 8[’(1,[

Donc d’apres (2.33) :

E E — "
Au d (div g=10
S0+ N A ) — o) S (V) £
Soit :
. — . 2(1+v)
Au+172ygrad(dlvu)— —5 P9

De facon plus générale, en appelant f la densité de forces extérieures :

(2.33)

(2.34)
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~ — o 2(1+vw) 2
At + . grad (div @) = —— f (2.35)
—
ou encore, en utilisant grad (div @) = Ad + r_O%(Hﬁ) (voir formulaire) :
— 1-2 1 1—-2v) -
grad (div @) — 2(177; H)?c(r’(?tﬁ’) = —W f (2.36)

Si la déformation du corps est causée par des forces de surface (et pas par des forces volu-

—

miques), f = 0 et ’équation d’équilibre devient :

(1 — 20)AT + grad (div @) = 0 (2.37)
ou bien :
2(1 — v)grad (div @) — (1 — 2v) rot(rot@) = 0 (2.38)

2.6.2 En présence de gradients de température
Si le corps est échauffé de fagon non uniforme, le tenseur des contraintes doit inclure le terme :
Ka(T —Ty)dix

avec T'= T'(7). On aura donc :

E 5 E
ik = s Ot o 0i0iu — Ka (T — Tt
OrOik 2(1+V)5'ku +2(1+V)(1_2V)681ul Oza( 0)
E 5 E E
= — it s 0 o 0i(T T,
2T+ et sy ) A0t 3oy 0T - 1)
L’équation d’équilibre (2.35) devient :
— 2(1 - 2(1 —
AU+ 1— 2 grad (diva) = — ( ;—y) 3((1 j—;y))agradT (2.39)
Soit, en 'absence de forces extérieures :
— 2
(1 —2v)Ad + grad (diva) = 3 (1+v)agradT (2.40)
ou encore (équation de Navier) :
3(1-v) — 3(1-2 —
% grad (div @) — wr_()t)(raﬁ) = agradT (2.41)
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2.6.3 Notions de symétrie

On traite ici des exemples de déformations tres symétriques. Pour les expressions de la diver-
gence et du rotationnel d’'un champ de vecteurs en coordonnées cylindriques et sphériques on se
réferera au formulaire.

A. DEFINITIONS :

On considére un champ de vecteur 4(7) qui dépend de la position du point dans l'espace.

ua:(xa:%Z) UT(T,H,Z) UT(T,9,¢)
U= uy(x,y,z) U= 1,(,9(’[“7072) U= U@(T,H,(]ﬁ)
uz(x,y,z) uZ(T,e,Z) U¢(T,9,¢)

en cordonnées cartésiennes en cordonnées cylindriques en cordonnées sphériques

Invariance par translation : « est invariant par translation dans une direction d’espace
(par exemple z) lorsque ses composantes ne dépendent pas de z : @(F) = w(x,y) en
coordonnées cartésiennes ou () = u(r, ) en coordonnées cylindriques.

Invariance par rotation : ¢ est invariant par rotation autour de I'axe Oz lorsque ses com-
posantes ne dépendent pas de 6 (en coordonnées cylindriques) : @(7) = u(r, z).

Symétrie radiale : un champ de vecteur a symétrie radiale ne dépend que de la coordonnée
r et n’a qu'une composante u, (en coordonnées sphériques) : 4(7) = u(r) €, ou €. est le
vecteur unitaire dans la direction de la coordonnée r.

Symétrie axiale : Un champ de vecteur a symétrie axiale autour de Oz ne dépend que de la
coordonnée r et n’a qu’une composante u, (en coordonnées cylindriques) : @(7) = u(r) €,
ou €, est le vecteur unitaire dans la direction de la coordonnée r.

B. EXEMPLES DE DIVERGENCE ET ROTATIONNEL D’UN CHAMP DE VECTEURS :

La divergence mesure le défaut de conservation de volume associé & un champ de vecteurs.
Le rotationnel caractérise localement la fagcon dont les lignes de champs tournent.

©) T (®) -—

Nt / / N

N/ /TN

—— =} ] 11
/1\ N/
/ | N\ N /

—
FIGURE 2.7 — Exemples de divergence et de rotationnel d’un champ de vecteur ¢. (a) V- 0 # 0,
VAG=0.(b)V-7=0,VAT#O.
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C. DEFORMATION A SYMETRIE RADIALE EN L’ABSENCE DE FORCES VOLUMIQUES EXTERIEURES :

On considere @(7) & symétrie radiale. En coordonnées sphériques :

=
o o3
=

S VT @) =0, {1@(%)} .

r2
En I'absence de force volumique extérieures, I’équation d’équilibre devient :

- -

V(V-@)=0

Apres 2 intégrations on obtient :

B
u(r) = Ar + 2

o A et B sont deux constantes d’intégration qui sont déterminées par les conditions aux
limites.

D. DEFORMATION A SYMETRIE AXIALE EN L’ABSENCE DE FORCES VOLUMIQUES EXTERIEURES :

On considére @(7) & symétrie axiale. En coordonnées cylindriques :

u(r)
a={ o
0

- o - 1
— VAU=0 et V-d=-0.(ru)

En P’absence de force volumique extérieures :

V(V-@)=0

Apres 2 intégrations on obtient :

u(r) =Cr+ g

ou C et D sont deux constantes d’intégration qui sont déterminées par les conditions aux
limites.
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E. DEFORMATION DE CISAILLEMENT EN L’ABSENCE DE FORCES VOLUMIQUES EXTERIEURES :

On considere le cisaillement pur d’un corps cylindrique. On considére que le probleme est
invariant par translation dans la direction Oz de sorte que en coordonnées cylindriques :

0
u(r) = | wug(r)

0
. . 0
— V-u4=0 et VAU= 0

10, (rug)
L 0

- VAVAU=| -0, [%&(rue)]

ol « et [ sont deux constantes d’intégration déterminées par les conditions aux limites.
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Chapitre 3

Ondes élastiques

On considére une onde qui se propage dans un milieu élastique isotrope. On cherche ici a
décrire la fagon dont l'onde se propage (direction et vitesse de propagation) en fonction des
caractéristiques du milieu.

Lorsqu’un ébranlement se propage sur une corde tendue avec une tension 7 et de masse
linéique u, la vitesse de propagation de l'onde est ¢ = /7 /u. De méme, au sein d’un milieu
élastique, la propagation de 'onde de vibration va dépendre de ’élasticité du milieu (1’équivalent
de la tension de la corde) et de sa masse volumique.

La propagation d’une onde dans le milieu s’accompagne en général d’une variation de température
dans l'espace et dans le temps. Cependant, on peut considérer que, sur une période, les échanges
de chaleur n’ont pas le temps de s’établir. L’onde élastique est donc associée a une vibration
adiabatique. En faisant I’hypothese que les déformations engendrées par ’onde sont réversibles
d’un point de vue thermodynamique (c’est-a-dire qu’on néglige la dissipation), on considérera
que la propagation se fait a entropie constante. Dans ce cas, les composantes o, sont reliées
aux ;5 par la loi de Hooke adiabatique. De fagon générale on peut utiliser la loi de Hooke et
les équations d’équilibre vues dans le cas isotherme en remplagant tous les modules élastiques
isothermes (K, u, E, v) par les modules élastiques adiabatiques (Kuq, ftad, Eads Vad) - Clest ce
qu’on va faire ici. Cependant pour ne pas alourdir les notations on oubliera 'indice < ad > : on
sous-entend donc, dans ce chapitre, que tous les modules élastiques sont les modules adiabatiques.

L’équation du mouvement d’un milieu élastique s’écrit :

pﬁzf—&-ﬁ~?

En rajoutant le terme inertiel pf[ dans I’équation d’équilibre (2.33), on obtient (en ’absence
de forces de volume extérieures) :

FE FE
T R ()

pii = grad (div @) (3.1)

3.1 Onde élastique plane
On consideére une onde élastique plane se propageant dans la direction z. Le vecteur déplacement

i est donc fonction de = et de ¢ uniquement : @ = (x,t). Donc 9,@ = .4 = 0. L’équation (3.1),
projeté sur les trois axes Oz, Oy et Oz devient :

45
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u
(a) —> >
—_— cl Ox
u
(b) f >
—> ¢, Ox

FIGURE 3.1 — (a) Onde longitudinale, (b) onde transversale.

p(1+v)(1—2v)

0y — Otu, = 0
= BE(l—v) "
2p(1
O2uy, — %é)fuy 0
2p(1
0, — %(fuz =0
On définit :
E(1-v) E
=y S N — 3.2
“ \/p(l )1 - 2v) TN 2T+ ) (3:2)
On a donc :
2 Lo 2 Lo 2 Lo
Oyt — —0;uy = 0, Oy — —O0fuy = 0, Oyu, — —0fu, =0 (3.3)
& c; c;

Les équations ci-dessus sont des équations d’onde qui décrivent un ébranlement qui se propage
dans la direction Oz, a la vitesse ¢; ou ¢;. ¢; est associée a un ébranlement le long de Ox
(parallele a la direction de propagation) : il s’agit d’'une onde longitudinale. ¢; est lassociée &
un ébranlement dans la direction Oy ou Oz (perpendiculaire & la direction de propagation) : il
s’agit d'une onde transversale.

Une onde élastique consiste donc en deux ondes qui se propagent de facon indépendante : une
onde longitidinale et une onde transverse. La vitesse de propagation ¢; est toujours plus grande
que ¢ (car -1 <v < 1/2):

o 1= [ 1
q_\/2(1—u)_\/1 2(1—u)< 3/4

On peut exprimer les vitesses de propagation ¢; et ¢; en fonction du module de compression
et module de cisaillement (K, i) et en fonction des coefficients de Lamé (A, p) :

3K +4
¢ = ﬂ, ct = B (3.4)
3p p
A+2
o= + 'u, ct = \/ﬁ (3.5)
P P

Des valeurs de ¢; et ¢; dans des matériaux courants sont donnée figure 3.2.
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matériau p(kg/m®) | e (m/s) | er(m/s)

Fer 7900 5779 3089

Plomb 11400 1960 690 1 .

Cuivre 8900 4631 2280 CT /CL

Aluminium 2700 6404 3077 0,8

Silice fondue 2200 6745 4291 0 G‘H-'

Béton 2500 5031 2689 ’ -‘\"‘\\

Nylon 1150 1769 1022 0,4

Plexiglas 1200 2303 1013 0.2 \

Polyéthyléne 900 1989 541 ’ \

Caoutchouc 1500 585 82 0 0 01 02 03 04 05
(a) PVC 1450 90 35 (b) coefficient de Poisson v

FIGURE 3.2 — (a) Valeurs des masses volumiques et de vitesses d’ondes élastiques longitudinales
et transverses dans des matériaux courants.(b) Rapport entre la célérité des ondes transverse et
celle des ondes longitudinales en fonction du coefficient de Poisson v.

Onde transverse

Notons que dans le cas d’un onde transverse (@ L direction de propagation, soit u, = 0), on a
divid = 0. Or on sait que divil = g = 6V/V. L’onde transverse se propage donc dans le matériau
sans variation de volume. Elle est aussi appelée onde de cisaillement.

Onde longitudinale

Pour une onde longitudinale (¢ // direction de propagation, soit u, # 0, uy = u, = 0), divl #
0. La propagation de ’onde longitudinale implique donc des compressions et des dilatations dans
le matériau. En revanche, notons que rot@ = 0. L’onde longitudinale est également appelée onde
de compression.

On a vu que dans un milieu solide, il pouvait y avoir a la fois propagation d’ondes longitu-
dinales et propagation d’ondes transversales, les premieres étant toujours plus rapides que les
secondes.

Ainsi, les premieres secousses sismiques enregistrées par un sismographe seront toujours les
ondes longitudinales : on les appelle les <« ondes p »(du latin primae). Les ondes transverses
parviennent alors avec un décalage d’autant plus grand que 1’épicentre du séisme est éloigné de
la station d’enregistrement : on les appelle les < ondes s »(du latin secundae).

Onde S
Onde P nee
rCumprassmns—l
%ﬁ V
\_D\Iatatiuns_,
' i |
( a) Sens de propagation de 'onde (b) Sens de propagation de I'onde

FIGURE 3.3 — (a) Onde p, (b) onde s.
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3.2 Cas général

On consideére le cas d’'une onde élastique arbitraire (pas nécessairement plane). L’équation
(3.1) peut s’écrire :

i = c? AT+ (¢ — ¢?) grad (div D) (3.6)

Tout champ de vecteur « peut étre écrit sous la forme d’une somme de deux termes :

U = U + Uy
avec :
divi, = 0 (3.7)
rotd, = 0
On obtient alors :
B it = & (AT + AT + (2 — &) grad (diva) (3.9)

En prenant la divergence de 1’équation (3.9) on a :

divi; = ¢ Adivii + (¢ — ) Adiv,
= Cl2 A(dlvﬁl)
Donc :
div (ﬁl - C%Al—b’l) =0
D’apres (3.8), on a :
IG% (ﬁl - C%Aﬁl) = 6

Lorsque la divergence et le rotationnel d’un vecteur sont nuls dans tout l’espace, alors le
vecteur est nul. Donc :

i — GAG =0 (3.10)

En prenant le rotationnel de I’équation (3.9) on a :

— — — .
roti; = ¢ Arotil; + (¢ — ¢?)rot grad div i
-
= ¢ Arotii;
— 2 = . . .
car rot grad A = 0 pour tout champ de scalaire A (voir formulaire). Donc :
— N =
rot (uy — i Atiy) =0

D’apres (3.7), on a :

div (i; — ZAdy) = 0
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Donc :

Uy — A =0 (3.11)

Conclusion : une onde élastique arbitraire est la somme de deux ondes : une onde longitu-
dinale et une onde transverse, qui se propagent avec des vitesses respectives ¢; et ¢; différentes.
I’onde transverse se propage sans changement de volume : ¢’est une onde de cisaillement. L.’onde
longitudinale est associée a des compressions et a des dilatations locales au cours de la propaga-
tion : c¢’est une onde de compression.

Remarque : comme ¢; et ¢; s’expriment en fonction des coefficients élastiques du milieu, on
peut exprimer la loi de Hooke en fonction de p, ¢; et ¢; :

Oik =P (cl2 — 26?) endik + 2pcfsik

3.3 Onde monochromatique
Considérons une onde élastique monochromatique. Le vecteur déplacement s’écrit :
i = Re{iip()e™"}
ou @y (7) est une fonction des coordonnées. L’équation (3.6) donne :

— .
¢ Aiig + (¢ — ) grad (div ilp) + w?ilp = 0

En posant

@ = + @ = Re{ig(F)e™" + oy (F)e™},

les parties longitudinale et transverse de 'onde onde monochromatique vérifient les équations
d’ondes suivantes :

Aty + kg = 0, Aty + k2o = 0

ou k; = w/c; et ky = w/c; sont les normes des vecteurs d’onde longitudinale et transverse.
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3.4 Réflexion et réfraction d’une onde élastique plane mo-
nochromatique a la surface de séparation entre deux
milieux élastiques différents

<V

\

FIGURE 3.4 — Notations : réflexion (angle 6, et réfraction (angle 6..) d’une onde élastique incidente
(angle 6;) a la surface de séparation entre deux milieux élastiques différents.

On consideére une onde monochromatique plane a la surface de séparation entre deux milieux
élastiques différents. L’onde élastique est la combinaison de deux ondes indépendantes, ’onde
longitudinale et l'onde transverse. Chaque onde se divise en une onde réfléchie et une onde
réfractée par l'interface.

Le caractere de 'onde varie en général apres réflexion ou réfraction :

— Une onde incidente purement transverse ou bien purement longitudinale est transformée

en une onde mixte avec une partie transverse et une partie longitudinale.

— Par raison de symétrie, le caractere de I'onde ne varie pas si l'incidence est normale.

On considere l'onde représentée figure 3.4. L’onde plane incidente est de vecteur d’onde
E(km, ky,k.) et de pulsation w. La surface de séparation entre les deux milieux 1 et 2 est le
plan (Oyz).

Pour simplifier, on choisit le repére tel que le plan d’incidence soit le plan (Ozy). Les
déplacements (complexes) associés aux ondes incidente, réfléchie et réfractée s’écrivent respecti-
vement :

ai _ a’Oiei(wit—k,;'r) — ﬁOiei(witfkixsziyy)
ﬂr — ,&»OTez(wrt—kmfc—kTyy)
ﬁ/ — U’ ez’(w;‘t—k;‘zm—k:“yy)

La continuité du déplacement de part et d’autre de l'interface impose :



3.4. REFLEXION ET REFRACTION o1

ti(z = 0) + d.-(x =0) =d.(x =0)
ﬁOiei(W'z’t—kiyy) + ﬁorei(WTt_kTyy) — ﬁgrei(w;tfk;yy)

quels que soient t et y. Cela est possible si et seulement si :

wi = wr =Wl

kiy = kpy = k;y
On a donc :

ky st — sin 6; _ sin 6, _ sin 6/, (3.12)

/
w c; Cr .

Exemple : une onde incidente transverse : ¢; = ¢

Onde réfléchie transverse : ¢, = ¢4 — 0,4 = 0;

Onde réfléchie longitudinale : ¢; = ¢;1 — sin6,; = (¢1/ce1) sin6; > sin 6;
Onde réfractée transverse : ¢,. = ¢i2 — sinfl, = (¢i2/cn) sinb;

Onde réfractée longitudinale : ¢ = ¢j2 — sin 6, = (¢j2/c1) sinb;

Remarquer que les ondes réfléchies transverses et longitudinales n’ont pas la méme direction
de propagation. Il en est de méme pour les ondes réfractées transverse et longitudinale.
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Chapitre 4

Flexion faible des poutres

>» Ox

—
& o,

de,

v Oy

FIGURE 4.1 — (a) Flexion faible d’'une poutre : notations. (b) tranche mince transversale de la
poutre en flexion.

On considere une poutre de longueur L le long de ’axe Ox, et de dimensions latérales petites
devant L.

La poutre est fléchie comme représenté sur la figure 4.1a avec un rayon de courbure R. La
courbure de la poutre est positive si la concavité est tournée vers les y > 0 (ce qui est le cas sur
la figure 4.1).

On fait les approximations suivantes :

Flexion faible : R > L,

Flexion pure : la poutre n’est soumise & aucune tension ou compression supplémentaire.

Note : le rayon de courbure dépend en général de 1’abscisse 2 : R = R(x).
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4.1 Surface neutre et déformation de la poutre fléchie

Considérons une tranche mince transversale de la poutre (figure 4.1b). R est en fait la courbure
d’une surface située en y = yy. On voit sur la figure que :

— pour y < yg, la poutre est soumise a une dilatation,

— pour y > yo, la poutre est soumise & une compression.

Soit dz’ la longueur d’un élément de poutre qui avait la longueur dz avant la déformation.
On a da’ > dx pour y < o, da’ < dx pour y > yqo, et do’ = dx pour y = yo. La surface y = yq
est celle dont la longueur ne varie pas au cours de la flexion : c’est la surface neutre de la poutre.

Calculons la déformation d’une surface de la poutre pout laquelle y = cte avant la flexion. Le
rayon de courbure de cette surface est égal & R — (y — yo). On a donc :

da’(y)
——— =df
R—(y = o)
Oreny=yp:
dx'(yo) dx
=df = —
R R

L’allongement relatif de la surface située en y est donc :

dz’ . Yy~

dr R
La déformation correspondante est :

_da’ —dx Y — Yo

4.2 Etat de contrainte de la poutre fléchie

La loi de Hooke associe a la déformation e, une contrainte o,,. Comme la déformation
consiste ici en une traction de poutre, les surfaces latérales étant libres de contrainte, on a :

Y—7Yo
R

Ope = Eege(y) =—F (4.2)

Comme les surfaces latérales sont libres, on a d’une part o,y = oyy = 0,y = 0 a la surface
libre L Oy, et d’autre part ;. = 0y, = 0., = 0 a la surface libre L Oz. Pour pouvoir s’annuler
aux bords, les contraintes o4y, 0yy, 0.y, 0z, €t 0., doivent rester tres petites a l'intérieur de la
poutre. On les considere nulles dans un premier temps (on verra plus loin sur un exemple que
le calcul prouve qu’elles sont effectivement négligeables). 0., est donc la seule composante non
nulle du tenseur des contraintes.

4.3 Moment fléchissant

La contrainte o, est associée & un moment qui tend a fléchir la barre autour du pivot (local)
de la surface neutre, autrement dit un moment orienté selon 'aze Oz (voir figure 4.1b). Nous
allons calculer ce moment.
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Le moment infinitésimal qui s’exerce sur un élément de surface dy dz perpendiculaire & ’axe
Oz, situé a la hauteur y, est :
dm = (y - yO) é'y A Ummgmdy dz = _Uzz(y - yO) dy dZé;

On définit le moment fléchissant de la poutre :

M; = /dm
Sz
= _/ O22(y — yo) dy dz €.
Se

—_ b 2 >
= R(x)/s (y —yo)* dydzé,

EI, .

M; = (4.3)

ou I, est le moment d’inertie de la section géométrique S, par rapport a la surface neutre :

Izz/ (y —yo)> dydz
S,

x

Soit ¢(x) la fleche de la poutre, c¢’est-a-dire la déflexion de la ligne neutre (fig. 4.1a). La
courbure de la ligne neutre, qui est I'inverse du rayon de courbure, s’exprime :

a¢
da?
573/2
{1 - (%) ]

Dans ’hypothese de faible flexion % <1:

1
R

1 d*¢
R da?
Le moment fléchissant de la poutre devient donc :

d*¢

Mf :Elzﬁez

4.4 Equations d’équilibre de la poutre fléchie

A Téquilibre, le moment fléchissant de la poutre doit étre égal a la composante selon Oz du
moment extérieur appliqué a la poutre pour la fléchir. Appelons M, la composante z du moment
extérieur M. On a :

Mzgz:A;lf

d’ou I’équation d’équilibre des moments :

d2¢

M,=FI, —
dx?

(4.5)
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FIGURE 4.2 -
Forme de poutre
IPN utilisée dans
le batiment.

La poutre a donc une rigidité a la flexion qui est le produit EI,. Si on veut augmenter la
rigidité de la poutre en faisant des économies de matériau, il suffit donc de placer le plus possible
de matiere le plus loin possible de la ligne neutre (y — yo grand de fagon & augmenter I,). C’est
ce qui explique la forme en I des poutres métalliques utilisées dans la construction de batiments,
comme représenté sur la figure 4.2.

En général, M est le moment d'une force extérieure F apphquee ala poutre. Considérons

une section de la poutre de longueur dx. Le moment élémentaire dM de la force F qui fléchit la
poutre est

dM = dxé, N F

Soit
dM, = Fydx
D’ou
dM,
F =
Y dx

F, est appelé effort tranchant.

D’apres (4.5) on obtient I'équation d’équilibre des forces :

d [ d*C
Fy = E% <Iz dx2> (4.6)

L’équation (4.6) est bien utile lorsque la force F, ne dépend pas de z, par exemple dans le
cas d’une force ponctuelle appliquée a I'extrémité de la poutre. Dans le cas ou la force extérieure
dépend de z (par exemple lorsqu’on consideére le poids de la tige comme on le verra plus loin),
on peut avoir de préférence affaire & la force extérieure par unité de longueur f, = d;;y (qui
est constante dans le cas de la pesanteur et d’une poutre de section constante). On a alors une
équation d’équilibre des forces linéiques :

fy= Edi (Iz d2C> (4.7)

Les équations (4.5), (4.6) et (4.7) constituent les équations d’équilibre d’une poutre faiblement
fléchie. Dans le cas d’une poutre de section constante, le moment d’inertie I, ne dépend pas de
x et ces équations se transforment en le systéme suivant :
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d2
d3¢

Fy=EI P (4.9)
d*¢

fy=FEL -7 (4.10)

4.5 Conditions aux limites

Pour trouver la forme ¢(z) d’une poutre fléchie, on a les équations d’équilibre ci-dessus et des
conditions aux limites. Les conditions aux limites sont de deux types :
poutre posée : impose une condition sur ¢ a I'abscisse du point sur lequel repose la poutre.
poutre encastrée : cela impose une condition sur la position ¢ et sur la pente ¢’ de la
poutre au point d’encastrement.

On peut aussi avoir des conditions aux limites sur les forces ou les moments en un point de
la poutre (e. g. & son extrémité). Cela se traduit, en vertu des équations d’équillibre, en une
condition sur ¢ ou sur ¢’ en ce point.
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4.6 Applications

4.6.1 Déformation d’une poutre encastrée soumise a une force perpen-
diculaire sur ’extrémité libre.

FIGURE 4.3 — Poutre encastrée a une extrémité et soumise a une force a ’autre extrémité.

On considere une poutre de section rectangulaire :

— longueur L le long de 'axe Oz,

— épaisseur h le long de Oy,

— largeur w le long de Oz,
avec h, w < L.

La poutre est encastré en = 0. On choisit orientation du triedre (Ox, Oy, Oz) de fagon
a ce que Oz soit parallele & la direction d’encastrement. A Pextrémité de la poutre (z = L), on
applique une force F dans la direction y > 0 qui provoque la flexion de la poutre.

Surface neutre

Comme aucune force extérieure n’est appliquée dans la direction Oz, on doit avoir

y? "
yoy} =0
[2 0
h2
_— h =
5 ~ Y 0
h
y0:§

La surface neutre est située au centre de la poutre. Pour simplifier les notations, on pose
yo=0
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Forme de la poutre

59

On considere une tranche de poutre a l'abscisse z. Le moment de la force extérieure qui

s’exerce en x est :

— —

M = (’FL - ’F) NF
ou 77, est le point d’application de la force ﬁ, soit :
M, =F(L-x)
D’apres I'équation d’équilibre (4.5), on a :

d2¢

Le moment d’inertie de la section S, de poutre est :

I, = /deydz
S,
h/2
2
w/ Y- dy
—h/2
|:y3:|h/2
w | 2=
31 n
wh?
12

z

I, est indépendant de x.
L’équation d’équilibre de la poutre est donc :

d*¢ 12F
5 I —
i~ o LY

Soit apres deux intégrations :
12F 22 28
=—— | L——— A B
@) = B ( 2 6>+ v
Or la poutre est encastrée en x = 0 :
¢0)=0—-B=0
¢0)=0—-A=0

La forme de la poutre encastrée est donc :

12F x? 28
Cl) = Ewh3 (LQ 6 >

(4.11)
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Déviation maximale de la poutre

La fleche maximale A de la poutre est ici sa déviation en x = L :

_AFL?
= Ewh3

La poutre peut étre considérée comme une tige élastique linéaire : la fleche est proportionnelle
a la force appliquée :

A =¢(L)

F=FEkA

b Ew [ h\®
4 \L
est la constante de raideur de la poutre élastique fléchie. Plus le rapport d’aspect h/L est
petit, moins la poutre présente de rigidité a la flexion.

ou

Remarques

a) Déformation maximale :
La déformation de la poutre en (z,y) est :

w = -2 4.12
: v (4.12)
d*¢

= —y— 4.13
y dx? ( )
12F
lese| est maximal en z =0 et |y| = h/2:
6FhL
‘(emf)rnaw | - Ewh3
_ A
2L L
A
‘(Eww)maas | < f

b) Etat de contrainte de la poutre :
D’apres (4.14) :

FL

|UI$|max = E |El’l"maz ~ W

Il existe aussi une contrainte tangentielle o, liée & la force extérieure F appliquée dans la
direction Oy sur la surface de la poutre de normale &, :

_F
ny_wh

Donc
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Oy F wh?
0ee|  wh FL
h
I
Il <« 1
Oxx

On voit bien que, dans le cas d’une poutre allongée, seule la contrainte normale o, doit étre
prise en compte, comme annoncé en début de chapitre.

4.6.2 Déformation d’une poutre encastrée soumise a son propre poids.

On considere la poutre rectangulaire (longueur L, largeur w, épaisseur h) encastrée en z = 0,
la direction d’encastrement étant selon 'axe Ox. La poutre est libre a son extrémité, mais est
fléchie sous son propre poids.

La force extérieure exercée en x est le poids de la portion de poutre comprise entre les abscisses
xzetL:

Fy(x) = pgwh(L — x)

ou p est la masse volumique de la poutre et g est 'accélération de la pesanteur. On peut alors
utiliser ’équation d’équilibre (4.6). Mais on peut aussi remarquer que la poutre est soumise a
une force linéique constante f,, = pgwh et utiliser 'équation d’équilibre (4.7)'. On obtient :

2 2
pgwh = B (Ide)

dx? dx?
_ FEw h3 ﬂ
12 dxt
Soit :
d'C _ 1209
dz*  Eh?2

Apres quatre intégrations :

pg =t s oo
C(x)zm?—FAx + Bz +Cx+ D

ou A, B, C et D sont des constantes.
Conditions aux limites :

e Poutre encastrée : ((0) = (0) et ¢'(0) = (0) > C=D=0

o Extrémité libre en x = L :

1. On retrouve bien Fy(z) = fIL fydz’ = pgwh(L — ).
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a) Force nulle en 2 = L

Fy(L) =0
(1) =0
PY
A=——=2L
Eh?
Donc :
g
¢(x) = 2§7h2 (z* — 4L2*) + Ba?
a) Moment nul en . = L
M,(L)=0
¢"(L)=0
309 o
p=Llp
Eh?
Donc :
_ P9 4 3 2,2
C(z) = SER? (x* — 4Lz +6L"x*) (4.15)
La fleche maximale de la poutre est :
3pgL*
A=) ="

2Eh?



Chapitre 5

Flambage d’une poutre (buckling)

)t = — —

0 vy

FIGURE 5.1 — Géométrie de flambage d’une poutre chargée axialement a ses extrémités libres.

On considére une poutre de longueur L et d’axe Ox chargée axialement a ses deux extrémités
par deux forces =F'¢,.. La barre est fixée et articulée aux deux bouts. Bien que la force ne soit pas
dans la direction Oy, 'expérience que 'on peut faire en comprimant une baguette fine prouve
que si la compression est suffisamment forte, la baguette fléchit.

On suppose la poutre fléchie et on note (z) sa déflexion & l’abscisse z (figure 5.1).

Au point M d’abscisse x, le moment de la force extérieure Foest :

= ((x) €y
= —(z
Mz = —C(Q’J

M o= MOAF
A

L’équation d’équilibre (4.5) s’écrit donc :

d2¢
2 F
P + L C(z)=0

Si la section de la poutre est constante, alors I, ne dépend pas de x et I’équation ci-dessus
admet des solutions de la forme :

¢(z) = Acos(azx) 4+ Bsin(ax)

ou
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Compte tenu des conditions aux limites :

C0)=0 — A=0
((L)=0 — Bsin(aL)=0

La solution non triviale est donc :

sin(al) =0
Soit
o= % avec p € N
D'ou :
ET,
Une solution fléchie ne peut exister que si F' > F,. avec
EI,
F.=n? 3 (5.2)

F, est le seuil de flambage. Pour une poutrelle hauteur h et de largeur w on a

_ LEwh®  ,Ewh (h)2
L

F = —
¢ 122~ " 12

La contrainte critique de flambage est donc :

F, 2 (B>
Uc_wh_E12<L>'

Plus le rapport d’aspect h/L est petit, plus le seuil de flambage est bas.

Note : si la force extérieure F' > F,. (F, correspondant & p = 1) augmente, la déformation
augmente elle-aussi. La tige prend les formes représentées fig. 5.2.

FIGURE 5.2 — Formes d’un tige ayant flambé, pour F' > F, (grandes déformations).

Remarque : Le flambage concerne aussi les plaques minces élastiques. Il est a l'origine de
certains reliefs géologiques (bosses et creux secondaires apres la compression d’une masse conti-
nentale).



