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Série 02 : Espaces vectoriels finis

Exercice 01
1. Dans l'espace vectoriel R?, on considére les vecteurs u := (1,—1,1) et v := (0,1,a), on a € R.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur a pour que w := (1,1,2) € Vect(u, v).
2. Méme question pour v = (3,1,m),v = (1,3,2) et w = (1, —1,4).
Exercice 02
Soit £ = F(R,R) I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. Etudier I'indépendance linéaire des
familles suivantes :

1. (x,e" sinx);

2. (€")aer;

3. ((sinz)™)p>1.
Exercice 03

Dans R¥, on considére les fonctions ey, es, €3, f1, fo et g définies par :
er(z) =1, ey(x) =cos2z, es(w)=cosdr, fi(z)=-sin*(z), folx)=-cos’2x, g(x)= cos’u.

On note E = Vect(ey, e9, e3), F' = Vect(f1, f2) et G = Vect(g).

1. Montrer que F C Fet G C E.

2. Déterminer les dimensions de F, F et G.

3. Montrer que £ & G.

Exercice 04

Soient ¥ = {P € R3[X],P(—1) =0et P(1) =0} et F ={P € R3[X]|,P(X +1)=P(1 - X)}.
1. Montrer que FE et F' sont des sous-espace vectoriel de R3[X].

2. Déterminer une base et la dimension de E.

3. Montrer que Vect(X, X?) est un supplémentaire de F.




Exercice 05

On considére la partie F' de R* définie par
F={(v,y,2,t) eRYz+y=0et z+2z=0}

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R* et donné une base de F.

2. Compléter la base trouvée en une base de R*.

3. On pose u; = (1,1,1,1), us = (1,2,3,4) et ug = (—1,0,—1,0). La famille {uy,uq, us} est-elle
libre ?

4. On pose GG 'espace vectoriel engendré par les vecteurs uy, us et us. Quelle est la dimension de G 7
5. Donner une base de F N G. En déduire que F + G = R*.

6. Est-ce qu'un vecteur de R* s’écrit de facon unique comme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur
de G7?

7. Posons wy := (—1,1,1,1) et wy := (2,—2,—2,1). Montrer que F' = Vect{vy,vs} et exprimer

u=(x,y,zt) € F comme une combinaison linéaire de w; et ws.




