Exercices

ice 1. On muni R, de la loi interne notée @ et définie par :
Ve e R, Vy e R, 2Dy =y

et d’une loi externe définie par :

VA e R, Vx ERi,)\-x:x’\.

Monter que (R, ®, ) est un R-espace vectoriel.

Solution dans la page 3

ice 2. R? muni de la loi interne définie par :
Y(@1,22), (y1,92) € R?, (1, 22) + (y1,92) = (21 + Y1, T2 + %2)
et d’une loi externe définie par :
VA € R, V(z1,22) € RN - (71, 72) = (N2m1, A2my).
est-il un R-espace vectoriel.

Solution dans la page 3

ice 3. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont, ou ne sont pas, des sous-espaces
oriels ¢

(1) E: = {(z,y,2) € R%z+y+32=0}.

(2) By ={(z,y,2) € R}z +y+32=2}.

(3) Ez ={(z,y,2,t) € Rz =y = 22 = 4t}.

(4) By = {(z,y) € R*%zy = 0}.

(5) BEs = {(z,y) € Ry = 2?}.

(6) Es ={(z,y,2) € R} 22+ 3y — 52 =0} N {(x,y,2) € R¥% 2z —y+ 2 = 0}.
(7) E; ={(z,y,2) e R3 22+ 3y — 52 =0} U{(z,y,2) e R}z —y+ 2 =0}
(8) Es ={P € R[X]; P(0) = P(2)}.

(9) Ey ={P € R[X];deg(P) > 3}.

(10) Eyy = {P € R[X]; P’ divise P}.

(11) Ey; ={f € F(R,R); f est bornée }.

(12) E1a ={f € F(R,R);f est minorée }.

Solution dans la page 4




4. On note E ’ensemble des suites réelles convergentes, F' l’ensemble des suites
de limite nulle et G ’ensemble des suites réelles constantes.

1) Montrer que E, F,G sont des sous-espaces vectoriels de RY.

(2) Montrer que E=F & G.

Solution dans la page 5

5. Soit E = C([a,b],R). On note F' I’ensemble des fonctions f de E telles que

/a ’ Hb)dt =0

et G l’ensemble des fonctions constantes sur [a,b].
Montrer que F' et G sont deux sous-espace supplémentaires dans E.

Solution dans la page 5

6. Soient F', G et H trois sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E tels

F+H=G+H, FNH=GNH, e FCAG.
Prouver que F = G.

Solution dans la page 6




Solutions

Solution d’Exercice 1 dans la page 1 :
1) (R%,®) groupe commutatif ?
(a) Pour tout =,y € R% , on a

rOy=ry=yr=you,

alors @ est commutative.
(b) Pour tout z,y,z € R, on a

@ (yd2) =10 (y2) =x(y2) = (zy)z = (zy) B2z = (z DY) & 2,

donc @ est associative.
(c) C'est clair que pour tout x € R :

lezr=1z ==z,

d’ot 1 est I'¢lément neutre de (R}, ®) (er:,0) = 1)-

(d) Pour tout € R, on a

; br=1= e(]R’jHEB)

donc tout élément de R* admet un élément symétrique pour la loi .

2) Pour tout z € R, on a
1

lgrx=1-2=2 ==
3) Pour tout o € R, Pour tout z,y € R :
a-(z0y)=a-(zy) =(zy)* =2y =2"0y*)=a-z2@a-y.
4) Pour tout «, 8 € R, pour tout z € R :
(a+p) z=2*P =z =20y’ =0 - 208 =z

5) Pour tout o, 8 € R, pour tout x € R, :

(aB) z=2® =P *=a - 2P =0 (B 2).

Solution d’Exercice 2 dans la page 1 : R? muni avec ces deux lois n’est pas un R
espace vectoriel car, pour tout «, € R et pour tout (z1,xs) € R2, on a

(a+B) - (21, 22) = (@ + B)?z1, (@ + B)’z2) = (0 + B + 208)z1, (o + B + 208)2)

mais

o (x1,29) + B (z1,22) = (62 + Bz, (0 + B2)xy).




Solution d’Exercice 3 dans la page 1 :
(1) E; est un sous-espace vectoriel de R? car :
(a) Ogs = (0,0,0) € Ej.
(b) VX = (x,y,2) € By et VX' = (2/,¢/,7/) € E; on a

(z4+2)+20y+y) - (+2)=@+2y—2)+ (' +2/ - 2) =0,

dou X + X' € F.
(c) VX = (z,y,2) € By et VA€ R, on a

AT 42 y — Az = Az + 2y — 2) = 0.

(2) E5 n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car : Ogs = (0,0,0) & Es.
(3)
(4) B, n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car il n’est pas stable par addition. En
effet, X = (1,0) et Y = (0,1) sont tout les deux éléments de Ey, mais X +Y = (1,1)
n’est pas élément de Fj.
(5) Les éléments (1,1) et (—1,1) sont éléments de Ejs. Si on effectue leur somme, on
trouve (0,2) qui n’est pas élément de Es, donc Ej5 n’est pas un sous-espace vectoriel de
R2.
(6) Posons F = {(x,y,2) € R} 2z 4+ 3y — 52 =0} et G = {(z,y,2) € R*;z —y+ 2z = 0}.
Comme a la premiére question, on montre que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels
de R3. Leur intersection F' N G est donc un sous-espace vectoriel de R3.
(7) Prenons (5,0,2) € F C FUG et (1,1,0) € G C FUG. Alors (5,0,2) + (1,1,0) =
(6,1,2) n’est pas élément de F' car 12+ 3 — 10 = 5 # 0, et il n’est pas non plus élément
de G car 6—1+2 =5 +# 0. Ainsi, £ = FFUG n’est pas stable par addition et n’est donc
pas un sous-espace vectoriel de R3.
(8) Es est un sous-espace vectoriel de R[X] car :

(a) Orz] = 0 € Es.

(b) \V/PhPQ EES on a

(P + P2)(0) = Pi(0) + P»(0) = Pi(2) + P5(2) = (P + P)(2),

alors P, + P, € Eg.
(c) VP € Eset VA€ R, on a

(AP)(0) = A x P(0) = A x P(2) = (AP)(2).

(9) Comme Ogpy & Ey, alors Ey n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X].

(10) En Remarquant que P, = X et P, = z? sont des éléments de Ejg, mais x + 22 =
Py + P, € Eyo en on déduit que Ejp n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X].

(11) Soit f,g € FEi; et soit My, My un majorant respectif de |f],|g|. Alors, pour tout
AER, et tout z € R, on a

(f +9)(@)] = [f (@) + g(z)| < |f(x)] +|g(z)| < My + M,

et
|((AS)@)] = Al % [f(@)] < [A] x My,




et comme la fonction nulle est bornée, on obtient que Ei; est un espace vectoriel de

F(R,R).
(12) Considérons la fonction f définie pour z € R par f(z) = 2. Alors f est minorée (par
0). Mais on a pour tout * € R : —f(x) = —2?. Ainsi, la fonction —f n’est pas minorée.

Donc f € F19 et —f & F19, d’'ot Ej5 n’est pas un espace vectoriel de F(R,R).
(13) C’est clair que 0z ) € F13. Soient f,g € Ej3et A € R, on a

(f+g)+2(f+g)=Ff+2f+d +29=0 et (af)+2(af)=a(f +2f) =0,

donc Fi3 est un espace vectoriel.
(14) Comme fab() = 0 alors Ormr) € E14. D’autre part, soient f,g € Eiyet A€ R, on a

b

b b b
/ (f + 9)(t)dt = / (F(t) + g(t))dt = / F(t)dt + / g(t)dt = 0

) /f(Af)(tW: /ab“f “)‘“:A/abf =

par suite Fq4 est un sous-espace vectoriel de .

Solution d’Exercice 4 dans la page 2 :

(1) Tout d’abord E, F, G sont inclus dans RY. Ensuite, la suite nulle appartient & chacun
des ensembles F, F, G car elle est convergente, de limite nulle et constante. Enfin, une
combinaison linéaire de suite convergentes (resp. de limite nulle, resp. constante) est
convergente (resp. de limite nulle, resp. constante). Ainsi, F, I, G sont des sous-espaces
vectoriels de RY.

(2) Une suite constante de limite nulle est nulle donc F' NG = {(0)}.

Une suite de limite nulle ou constante est convergente donc F' et GG sont inclus dans E.
Par conséquent F+ G C E.

Soit (uy,) € E : (uy) est donc une suite convergente. Notons [ sa limite. Posons v,, = u,, —1
et w, = [ pour tout n € N. On a clairement (v,) € F' et (w,) € G donc E C F + G.
Par double inclusion, E = F + G puis E = F @ G puisque F NG = {(0)}.

Solution d’Exercice 5 dans la page 2 :
Soit f un élément quelconque de E. Posons

[ / ’ Hoy

On en déduit que :

ce qui prouve que




Comme la fonction constante est élément de G on peut écrire :

—a

1 I
f:{f_b—a}—‘_b )

montrant que £ = F' + G.

Solution d’Exercice 6 dans la page 2 : Il suffit de prouver que G C F'. Soit g € G.
Puisque 0 € H, il existe f € Het he Htelqueg=f+h.Onadonch=9g— f € G et
he H,ainsihe GNH=FNGdouhe€ F puisg=f+h e F.On a donc prouvé que
L G CF.




