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TD 2 : Fonction d’une variable complexe

Exercice 1
Trouvez les parties réelles et imagénaires des fonctions suivants :

a)f(z) = e−z, b)f(z) = ch(z − i), c)f(z) =
iz + 1

1 + z̄
.

Indication
Soit z = x+ iy et ω = f(z) = u+ iv
a)f(z) = e−x cos y − ie−x sin y,
b)f(z) = ch(z − i) = cosh x cos(y − 1) + i sinhx sin(y − 1),

c)f(z) =
iz + 1

1 + z̄
=
−2xy − y + x+ 1

(1 + x)2 + y2
+ i

x2 − x− y2 + y

(1 + x)2 + y2
.

Exercice 2
Soit la fonction

f(z) =


zRe(z)

‖z‖
si z 6= 0

0 si z = 0

a) Étudier la continuité de f en z0 = 0.
b) Étudier la dérivabilité de f en z0 = 0, que remarquez-vous ?
Indication
a) f continue en z0 ssi lim

z→z0
f(z) = f(z0)

b) f dérivable en z0 ssi lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
existe et finie.

Exercice 3
Examiner si les fonctions suivantes sont holomorphes sur le domaine indiqué
a) f(z) = x+

x

x2 + y2
+ i
(
y − x

x2 + y2
)
, sur C∗

b) f(z) = ‖z‖2 + 2z, sur C

c) f(z) =
‖z‖+ z

2
, sur C.

Indication

f = u+ iv holomorphe sur ssi
du

dx
,
du

dy
,
dv

dx
,
dv

dy
existes et continues et

du

dx
=
dv

dy
,
du

dy
= −dv

dx

Exercice 4
Soit la fonction

u(x, y) = x2 − y2 − 2xy − 2x+ 3y, x, y ∈ R.
a) Montrer que la fonction u est harmonique.
b) Trouver une fonction v pour que la fonction f = u+ iv soit holomorphe.
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Indication

a) u harmonique ssi
d2u

dx2
+
d2u

dy2
= 0

b) Pour trouver une fonction v pour que f = u+ iv soit holomorphe, on utilise les équations
de Cauchy-Riemann.

Exercice 5
Quelle est la nature des singularités de chacune des fonctions suivantes ?

a)f(z) =
z + 3

z2 − 1
, b) g(z) =

1

sin( 1
z2

)
.

Indication
a) les points singuliers de f sont 1 et −1 qui sont des pôles simples isolés

b) les points singuliers de g sont z = ± 1√
kπ
, k ∈ Z? qui sont des pôles simples isolés

De plus z = 0 est une singularité essentielle non isolée

R de la matière : S. Bourourou
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