Chapitre 6

Grammaire Algébrique (a contexte libre)




Rappel sur les grammaires et langages
algébrique

* Définition d’une grammaire de type 2 : Une
grammaire G=(VT,VN, S, R) est dite de a contexte libre
(Algebrique ou de type 2) si et seulement si toutes ses regles
de production sont sous la forme : A — B avecA EVN et B
E(VT UVN)*,

* Definition des langages de type2 (hors contexte ou
algébrique) : Ce sont les langages qui peuvent etre definis

par des grammaires de type 2.

* Remarque: [’ ensemble des langages réguliers est inclus

dans I’ensemble des langages algébriques.
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L arbre syntaxique

® Vue 'utilisation d’un seul symbole non terminal a gauche des
regles de production dans les grammaires a contexte libre, il est
toujours possible de construire un arbre de dérivation pour un
mot genere.

e Définition

Soit la grammaire G=(VT, VN, S, R) et soit ® € L(G). Un arbre
syntaxique associ¢ a ® est construit tel-que :

* La racine de I’arbre est etiquetee par 1’axiome;

* Les noeuds intermédiaires contiennent des non terminaux;

* [ es feuilles sont des terminaux.

La lecture de gauche a droite des feuilles de I’arbre reconstitue le
mot auquel I’arbre est associé




Dérivation gauche (droite)

Dérivation gauche: (resp. Droite)

Soit G<VT,VN, 5, R une grammaire algébrique. on dit qu'un mot w s'obtient par dérivation
gauche (resp. droite) s'il est obtenu a partir de l'axiome en remplacant au cours des dérivations
toujours le non-terminal le plus a gauche (resp. a droite).

Exemple :

S—>aAS|a
A —ba
Soit w=abaabaa

Dérivation sauche : 5 - ads5 - abalS + abaaAS + abaabas - abaabaa

Dérivation droite : 5§ + adS - adadS F adada + adabaa + abaabaa




Notion d’ambiguité
e Définition d’un mot ambigu - Un mot M est dit ambigu

si et seulement s’il existe deux arbres de dérivation differents

qui lui sont associes.

e Définition d’une grammaire ambigu'é : Une
grammaire QG est dite ambigué si et seulement s’il existe au

moins un mot ambigu appartenant a L(G).




Ambiguité

Définition :
Soit G=X_V_P_5= une grammaire algebrique, on dit quun mot w est ambigug ss1 1l existe pour

ce mot plus quune dénvation gauche (resp. plus dune dérrvation droite).

Exemple :
E — E+E |E-E |ExE | E=E | (E) | ID

ID x|y

Appliquez pour le mot W= X XX +¥




Exemple 1

e Soit G la grammaire qui posséde les régles de production
suivantes :

S—SAS|SVS|S=-S|S<-S|-S [q|p

Question : Montrer que G est ambigué.

Réponse : Le mot pAq <p est ambigu, car il existe deux

dérivations différentes qui nous permettent de 'atteindre,
si nous numérotons les regles de 1 a 7 alors on aura :

SFO S SFOSAS e SFDpAS© SFO pAqe SEFD pA g e p.
SFDSASFO pASFYpAS < SHFO pAge SEFD pAqgep.

Par conséquent la grammaire G est ambigué.
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Exemple 2

w=2x5+4

E — E+E |E-E |ExE |E<E |(E) | ID

ID—>1|2].. |9

/\\
/I\

2 ID ID
5 4
2x9=18




Définitions
Non terminal productif et improductif

* Un non terminal AEVN est dit productif si et seulement si 3w €
VT#* tel-que AF* w.

* Un non terminal AEVN est dit improductif si et seulement si

Vw € VTx, il n’existe aucune dérivation indirecte tel-que A H* w.

Non terminal accessible et inaccessible
* Un non terminal AEVN est dit accessible si et seulement si
da €(VT UVN)* tel-que S F* o et A apparait dans

* Un non terminal AEVN est dit inaccessible si et seulement si VQ
€ (VT UVN)*,si S F* a alors A n’apparait pas dans .




Définition
¢ Grammaire réduite

Une grammaire est dite réduite si et seulement si tous les non
terminaux de ses régles de production sont atteignables

(accessibles) et productits

Remarque

[es régles de production qui contiennent des non terminaux
improductifs ou inaccessibles sont inutiles et peuvent étre
supprimées sans aucune influence sur le langage généré par la

grammaire




Production unitaire

® On appelle production unitaire toute régle de production

sous la forme A — BouA, B EVN,

* Remarque : Pour supprimer la regle unitaire A — B, il
suffit de rajouter aux regles de production de A toutes les
productions de B.Cette suppression peut faire apparaitre
d’autres productions unitaires, c’est pour cela qu’il faut

appliquer un algorithme recursif




g n ] n
Définition
e Grammaire propre
Une grammaire est dite propre si et seulement si :
* Elle est reduite;
* Elle ne contient pas de productions unitaires;

’ . . r . . .
* Il n ya que I'axiome qui peut gencerer €, avec la condition qu’il
n’apparaisse dans aucun membre droit des regles.

® Pour ¢liminer les &-productions, il faut determiner d’abord
I’ensemble des non terminaux derivables en € (directement ou
indirectement); ensuite,on modifie les productions contenant ces
non terminaux, de sorte a remplacer dans toutes les parties
gauches des productions les symboles annulables par le mot vide,
de toutes les manieres possibles.




Exemples

Exemple 1 :
1) S—aSb|ab

2) S—aAb|e;A—aAb|ab
G est e-libre.
Exemple 2 :
S5 — aSb | £ ; G est non £-libre.
5 =5 |€
5 —asb|ab

Exercice :

S — AbB 5—b|bB|Ab| AbB
A —aAb e = A —aAb |ab

B—Bale B—+DBala
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Exemple

e Soit G la grammaire definie par les régles de production

suivantes :
S—AB|EaE E—D
A—AalaB D—}leE
B—bBlaA

C—AB|aS

1. Trouver le langage généré par G.
2 . Transtormer G en une grammaire reduite.
3. Transformer G en une grammaire propre.

4. Veérifier le langage trouve dans la question 1




e

-

Solution

1. L(G)={d'ad//i,j 20}.
2. Le non terminal C n’est pas atteignable, A et B ne sont pas productifs, donc on

enleve les regles contenant A, B ou C et on aura la grammaire suivante :
S—EaE
E—D
D—dD | &

3. La grammaire possede une production unitaire E—D, on I’enleve et on remplace

tous les E par des D et on aura la grammaire suivante :
S—DaD
D—dD|¢

La grammaire n’est toujours pas propre a cause de la regle D—¢€, donc on I’ ¢limine
et pour chaque D qui apparait a droite d’une regle on cree une autre regle, on

obtient la grammaire propre suivante :
S—DaD |aD |Da |a
D—dD |d

4. Le langage trouve est le bon,mais plus facile a trouver avec la grammaire propre.




Forme Normale de Chomsky

* Une grammaire G=(VT, VN, §, R) est dite sous forme normale de
Chomsky (FNC) si et seulement si toutes ses regles de production

sont sous la forme

A—BCouA —aavecA,B,CEVNeta EVT.

*Proposition :
Pour toute grammaire algebrique, il existe une grammaire ¢quivalente

sous forme normale de Chomsky.

*L’interet pratique de la FNC est que les arbres de derivations sont
des arbres binaires, ce qui facilite ’application des algorithmes

d’exploration des arbres




Forme Normale de Chomsky

Pour obtenir une grammaire sous forme normale de Chomsky équivalente a une

grammaire algebrique G, il faut :

. Transformer la grammaire en une grammaire propre ;

. Pour chaque terminal a, introduire le non terminal C,, puis rajouter la regle
C, —a;

. Pour chaque régle A — «, avec |a] > 2, on remplace chaque terminal par le non
terminal qui lui est associé ;

. Pour chaque regle A — 3, avec |B| > 3, (8 = B152--..0,), créer les non terminaux
D;, puis remplacer la régle concernée par les regles suivantes : A — 31D,
Dy — BsDs,...D,, o — B, 1B,. ou D; = B;;1B;s...B,, avec i variant de 1

jusqu’a n — 2.
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Exemple

5 —Bal|Ab
A—SaAAbla =
B—-5b|BBalb

5 — BA; | AB;
— A 5A1| AX,la

B—-5B; BX;|b

X1—=AB;

X:—BA,;

Arj—a

Bi—b

5 — BA; | AB;

A — SA;|AAB | Ay
B — 8B; | BBA; | By
Aj—sa

Bi—b




Forme Normale de Greibach :

*Une grammaire algebrique est sous forme normale de Greibach (FNG)
si et seulement si toutes ses regles de production sont sous la forme
A —x00uS— gavecx EVT, 0 EVN*

et S est I’axiome.

*Proposition :
Pour toute grammaire algebrique G1, il existe une grammaire G2 sous

forme normale de Greibach tel-que L(G2)= L(G1).

*L’interet pratique de la FNG est qu’a chaque dérivation, on détermine
un prefixe de plus en plus long forme uniquement de symboles

terminaux. Cela permet de construire des automates a piles a partir des
grammaires plus aisement, et par consequent des analyseurs syntaxiques

sont facilement implémentables.




e
Construction de la FNG d'une

grammaire
- Entrée: G réduite et propre
- Sortie: G' sous FNG
Soit G une grammaire algébrique, réduite et propre.
Définitions:

- Un symbole non terminal A est dit récursif a gauche s1 1l existe

au moins une régle de production dans P telle que
A—>AcaAeVN ,ae (VNUVT ™.
- Une grammaire est dite récursive a gauche si1 1l existe

au moins un non terminal récursif a gauche.




Algorithme d'élimination de la
récursivité a gauche

° Appliquer la transformation suivante pour toutes les régles
de production jusqu'é eliminer toutes les réecursiviteés a

gauche directes et cachee.

Si(A—>A0;/B;) €P avec 0;, Bi. & € (VNUVT)* et P=Ad

Alors (A — B/ BA et A' = o; / 0GA")




Exemple : récursivité a gauche simple

Laregle A — AAS /aS /b est transformee en
A —a5/b/aSA" / bA

A'— A5 7 ASA




Exemple : récursivité a gauche cachée

e Soit la grammaire detinit par I'ensemble P suivant :
e S>AA/a
e A—>SS/b

Transformation:
Eemplacons S dans A — 55 /b, onadonc A — AAS /a5 /b (transformée déja)
A —aS/b/aSA' /bA
A'— AS 7 ASA
Donc la grammaire résultante (non récursive a gauche) est défini par 'ensemble P' suivant :

S—>AA/a
A —aS/b/aSA'/bA’
A' 5 AS/ASBA'

__ J




Définition

® On dit que A < B si et seulement si
A—-BuvVAetB eV oe XUV

e Obtention de la FNG:
a) Etablir I'ordre linéaire.

b) Substitutions des non terminaux.




Exemple

S—+»AA/a
A—=a5/b/aSA" [bA’

A' = A5 TASBAT
Onas<AetA'< A donc cela signifie que la régle sur A est sous FING.
Substitutions :

= De A dans 5:
S —adA/bAasA'AbAA 2 [FI]
= De A dans A"
A'—a55 /b5 /aSA'S /BA'S /bSA' alA'SA' T BA'SAA" [F2]
Danz la grammaire FING de G est G tel que: [F1] . A —aS/b/aSA'/bA’, [F1]




Langages Algébriques

. Proposition - La classe des langages algébrique est
fermee par rapport a l'union, la concatenation, le miroir

et |'itération.

°* Remarque : La classe des langages algébriques n'est pas

fermee par rapport a l'intersection et le complément.

e Théoreme : La classe des langages reconnus par les
automates a pile est égale a la classe des langages

engendrés par les grammaires algébriques.




Lemme de la double étoile (lemme
d'Ogden)

* Pour tout langage algebrique L, il existe un entier k tel que
pour tout mot w € L de longueur |w |2k, admet une
factorisation en w=0ou3vo avec |uv|>0et|uPv|<k telle

que .

V neN au"pvtoeL




Exemple

Montrons que L={a"4"c", n=0} n'est pas un langage algébrique.

sSupposons que le langage L so1t algébrique et w un mot quelconque de L.

3 n20 tel que w=a"&"c" et w peut se mettre sous la forme w=cwfvy et la propriété r:mkﬂv't;-rEL
Th=0 doit étre vernfiee.

Il suffit donc de trouver un k qui ne verifie pas la proprieté, suivant le decoupage choisi.
Prenons ao=a ; w=b"; f=¢" : v=v=¢

Formons o Bv™ pour k=2 par exemple: au’ E-v:*g =.I"{br'j:c'ﬂaa=a”.ﬁ-:'"c”£L.

Il v a une contradiction et ainsi I'hypothése est fausse et donc le langage {a"5"'c", =0} n'est

pas algebrigue.
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