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1.Généralités sur les matrices :

1.1.Définition:
Une matrice d’éléments de IR est un tableau a deux dimensions composé de m
lignes et n colonnes. L’ensemble des matrices de IR de dimension m,n est

not¢ M,, ,, et forme un espace vectoriel sur IR

1.2.Propriétés :
Soient A et B deux matrices :
e A+B=|a;;+bylu1<i<m, 1<j<n
o aA = [axij]m,n
e On appelle transposé de A la matrice A? telle que :
[A']; =a; 1<i<m, 1<j<n
e Soient A € My, ,et B € My, alors le produit C € My, , set donn¢ par la
formule suivante. Cj = Xp=1Qipbp;1<i<m, 1<j<n
e AB # BA
e A(BC) = (AB)C = ABC
e a(AB) = (a¢A)B = A(aB)

e On dit qu’ une matrice A € M, et seulement si AA™' = A7*A =1

e Une matrice A est dite symétrique si A® = A (autrement dit si q; j=aj;) et

antisymétrique si At =-A

=
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e On dit que A est orthogonale si : A1 = At.
e Une matrice L est dite triangulaire inferieure si a; ; = 0 pour j > i

e Une matrice U est dite triangulaire supérieure si a; ; = 0 pour i > j

a110 0 aiq 0
: . : 0
L - 0 U - .
An1 Ay 0 0ayn
On appelle systétme de m équations a n inCONNUES X1 Xp .......ouvvennnnn. Xn, la

famille d’équations.

all x1 + a12 xz + """"" + alnxn — bl
a21x1 _|_ a22x2 _|_ ......... _|_ a2nxn = b2
Am1X1 + ApaXo + 0 e e A Xy, = by

Que I’on peut mettre sous la forme A X = B
Ouw: A € M,,,,,(I R) est une matrice donnée par ses ¢léments (ai j)
1<i<m1<j<n e X le vecteur inconnu de composantes

(X1, X9 wev eer e ee e X))

1.3.Définition:
Une méthode de résolution est dite directe si on arrive a la solution du probléme

aprés un nombre fini d’opérations arithmétiques.

2. Méthode de Gauss :
La méthode de gauss consiste a transformer le systtme AX=b a un systéme

triangulaire équivalent a I’aide d’un algorithme d’¢élimination.
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Remarque :

Les transformations suivantes appliquées a un systéme linéaire donnent un

systeme lin€aire équivalent :

- Une équation peut étre remplacée par cette méme équation a la quelle en ajoute
ou on retranche un certains nombre de fois une autre ligne.

- La multiplication d’une équation par un constant non nulle.

- La permutation de deux lignes ou deux colonnes.

(1) est écrit sous la forme AVX = BM ... ... (2)
Avec AW = (aij®)=4 , BW= bj(l) =B

aj1 Az ... Ay, b,
az1 E b,
An1 Ann by,

C.a.d. on regroupe A et b dans une seule matrice.

2.1.Résolution d’un systeme triangulaire supérieure :

Si le systéme AX=b est triangulaire supérieure, il a la forme suivante

2.2. Théoréme :

Soit le systéme triangulaire AX=b ou A € M,,,,(I R)est une matrice carrée

etBEIR”,sia/&&¢0Vk € [1,n].

Alors le systtme AX = b admet une solution unique et cette solution.

x est donnée par la formule suivante

n
1 —
x;=—|b; — Z a; jX; i=n1l

- a. .
Lt j=i+1
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Si la matrice A est triangulaire inférieur le systéme A x=b s’écrit comme

suivant :
i
z a;jxj = b; i=1n
j=1
a;; =0 Sij>1i
Alors : x; = i [bi — ¥ iaix]i=1n

2.3. Etapes de la méthode de Gauss
Soit A une matrice d’ordre n réguliere
Principe : transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure.

Pour cela on construit [A: b]et

tranaf ormatio
7

[A: D] r[A (). b(n)] Ou AM™est une matrice triangulaire supérieure.
(1) 1
aly .. aM b
c—a—d:[A:b]l=| - - - N
1 1 1
o) a0
(n) ()
11 alr(zn) b
[A(”): b(n)] =| 0 _
SR B )
0 Ann . by

Puis. On résout le systéme A™. x = b™dont x est la solution exacte du systéme
A.x=b.

On procede de la maniere suivante :

Etapel : Onpose A = AV eth = pW

Si all(l) # 0 on fait les opérations suivantes :

-
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L(Z) _ L(l)
L,est maintenue< (2)

11

On obtient alors :

@ @
a11 i,
)
[A®: p®)] = 8 %2
0 (m
L 0 nZ

Et ainsi de suite :
Lg(k+1) _ Lg(k)
. . q. &
LE +1) — LE ) Yk

®
— o Lk

kk

Résolution de A™.x = p™
ag)x1
Ax=b >AM x = p(W)

nn

On commence par déterminer x,, puis X,,_...(résolution par retour en arricre).

Exemple :

a™

1 _ ag” ()
= L; 1(1) L,

_b1

_bn

Trouver la solution du systéme suivant par la méthode de gauss :

le +2x2 == 2

{x1+3x2+3X3=0

3x1 + 2x2 + 6X3 = 11

1 3 3 : 0
AW =10 -4 -6 : 2

0o -7 -3 : 11
L’étape 1 :¢élimination de x;

1D [0 g ®

— L

=
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1P — 1 318

1 +3 3 : 0
A® =10 -4 -6 : 2
0 -7 -3 : 11

L’étape 2 : élimination de x; :

-7
L(33) . L(32) _ (_) L(ZZ)

—4
1 43 3 : 0
4 -6 : 2
o 0 = : —
2 2

On remplace inversement on obtient

15 15
7X3=7$X3=1
—4x2—6X3=2$x2=—2

X1 +3x,+3x3=0=>x; =3

3. Méthode de Cholesky :
3.1.Définition :

Une matrice est dite définie positive si et seulement si pour tout

XEIR#0: xtAx >0

a1 A2 - Qqg

” azq az; A4
Condition suffisante pour que A =

p 9 asq as; A34

anl anZ ann

¢
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Soit définie positive est : si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs

(det Acgy,pen > 0)

diq a12|

>0,
|321 dz»
detA >0

3.2.Proposition :
Une matrice A symétrique, définie positive si et seulement s’il existe une

matrice L triangulaire inférieure inversible telle que A = L L*

3.3.Algorithme :
Soit A une matrice symétrique, définie positive pour résoudre

le systéme Ax = b il faut résoudre :

{Ly=B
L'x=y

Construire la matrice L = (li j)triangulaire inferieure telle que

A=LLt oud = (a'lj)

n
aij=zfi/efj/@ 7=
=

a1 - A
Donc : a1 = 'glf = fll =+0a11 et ap1 = ‘Eilfll = ‘gil == f_lll == Z,Tl
11

La construction de la matrice L se fait colonne par colonne

£—1

— 2
Cop = akk_z{)kj
=

Et:a;p = Zlefiﬂw =tintar +Zf=_11{)ij 2y

Donc: ¥, =a;s — 25&;11 Cijtai)/tan
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Exemple 1:
1 2 _[* 2
a=|, JJ—hJER
2 0
xtA x = (xq,x5). (Zx;l-:_ 82) = (x; + 2x,)* +4x,2 =0 & {2 0 X= 0

Alors A est définie positive.

Exemple 2 :

9 3 15
Soit la matriceA=|3 §5 7
15 7 42

3
Et le vecteur b = [ 5 ]
15

Condition de convergence (méthode de Colesky) =A symétrique définie
positive.
- A est symétrique

- Est-ce- que A est définie positive

A=9>0
19 3 oo
b=y | =%-9=36>0
As
oI5 7| _ 13 7 3 51 _ _
::detA;—-9|7 42| 3|15 42|+15|15 7|_.9(161) 3(21) + 15(54)

=149 —63—-810=576 >0

&
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€11 0 0 'gll £21 £31
A=LLt= ‘€21 '822 0 0 '822 ’€32
3311 0 0 33

%3 t11€21 ¥11%31
= [f21%11 O, +4,7 t31€31 + €2273;
031811 31831 + 3280 45 + 45, + 15

La 1% colonne :

2, =94, =3
pt11=3=>4=1

3,01, =15=> ¢35, =5

La 2°™ colonne :

3, +45,=5>10,, =2
U310 + 43280 =7 =143, =1

La 3" colonne :

‘€§1+'€§2+'€§3=42 ‘€33=4‘

3 0 O
=>L=|1 2 0

5 1 4

3 0 0] [ 3 1
LY=be |1 2 0].[Y2|=|5|=>y=]2
5 1 41 Y3 15 2

3 1 571 [*1 1

LY =b
rzteemyfp 2 -
X3 2

0 0 4

=
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Remarque :

Ona Ay = LyL," ou Lysont les matrice composées des £ premicéres lignes et £
premicres colonnes de A et de L

det Ay = (g - lap-lgz e cee v g )2 = 13 135 155 e L2 >0 st
symétrique définie positive).

- La méthode de Colesky permet de calculer det A par :det A = [[~, £2.

4. Méthode de Crout-Dolitle ou LU

Cette méthode consiste a factoriser la matrice A pleine en deux matrices
triangulaires L et U, tel que L est triangulaire inférieure et U est triangulaire
supérieure dont les éléments de la diagonale sont égaux a I'unité (uii = 1).
On a donc AX=b et A=LU donc LUX=b, on pose UX=Y (Y vecteur inconnu),

cela donne :

ux=v

Le systéme AX=b est décomposé en deux systémes triangulaires faciles a
résoudre. Le systéme a matrice triangulaire supérieure et résolue par substitution

directe, celui a matrice triangulaire inférieure par substitution inverse.

2.3.1 Détermination des matrices L et U

L. o O
1..1 . ] 1u12 ces ulTl

L, =l

Les ¢léments de chaque matrice sont donnés par :
_ i—1
i = aki'Zj:l lkj Uj;

Avec :i=2,3,.......... n et k=ii+1,......... n
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(aik - 2;11 Lij ujk)
Li;

Uik =

Exemple :

2 1 -2 1
4 5 —3] et b= [6]
-2 5 3 6

On applique I’algorithme de Crout et Doolittle pour résoudre le systeme AX=b.

Soit A=

i O 0 1w s
Oncherche L= |l;; [l 0 letU=[0 1 uyg| tel que A=LU
31 L3z 33 0 O 1

-On identifie la premiere colonne de A et la premiére colonne de LU, cela

permet d’obtenir la premiére colonne de L:

1 u12 u13 2 1 _2
l22 u23 = 4 5 -3
- l32 _2 5 3

- On identifie la premicre ligne de A avec la premicre ligne de LU, cela permet

d’obtenir la premiere ligne de U :

—1 2 1 -2
—2 L, = 2 5 3

- On i1dentifie la deuxiéme colonne de A avec la deuxiéme colonne de LU, cela

S RN -

permet d’obtenir la deuxiéme colonne de L:

2 0 o1[t L 1] 12 1 -2

4300%u=45—3

—2 6 I 23| |
3309 o 2 5 3

1

&
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- On identifie la deuxieme ligne de A avec la deuxieme ligne de LU, cela permet

d’obtenir la deuxiéme ligne de U :

2 0 Oul _1‘ [2 1 —2}
4 3 0 =4 5 =3
0 1 1/3
2 6 I _
331 1 2 5 3

-On identifie la troisiéme colonne de A avec la troisiéme colonne de LU, cela

O RN -

permet d’obtenir la troisiéme colonne de L:
1

[2 0 0”1 5 —1‘ lz 1 —2]
4 3 0 =4 5 -3
B R | O V] B O

2 6 -~ o 2 5 3

Puis on remplace dans

ux=v

2 0 01
4 3 0”yz
-2 6 —1llys
1/2
|
1

on obtient

L

V1
Y2
V3

Et

S R N
W AN -

—_ 1 xl
3 |LX3
1

Alors :

X1 2
X21 =11
X3 1

=





