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Chapitre 1

FORMULATION MATHEMATIQUE DE L’EQUATION DE LA
CONDUCTION DE CHALEUR UNIDIMENSIONNELLE (1-D) ET
BIDIMENSIONNELLE (2-D)

1.1 Introduction

Le processus de transfert de chaleur par la conduction s’appuie sur un milieu matériel
sans mouvement de matiere est di a des phénomeénes physiques microscopiques
(agitation des atomes ou des molécules, flux d’électrons libres...). Il peut étre vu
comme un transfert d’énergie des particules les plus énergétiques (les particules
chaudes qui ont une énergie de vibration élevée) vers les particules les moins
énergétiques (les particules froides d’énergie de vibration moins élevée), dii aux
collisions entre particules. Dans les solides, le transfert d’énergie peut également se
produire sous I’effet du déplacement d’¢lectrons libres dans le réseau cristallin (par
exemple pour les métaux). Ainsi les bons conducteurs d’électricité sont en général

également de bons conducteurs de la chaleur.
I.2Equation de la conduction de chaleur unidimensionnelle (1-D)

I.2.1Equation de la conduction de chaleur dans une paroi plane large :

Egen /’,élement de volume
i

y |4
| — —>
| — N
: —> —>
! —> —
| — —>
»> —>
: —=/ —>
1
| —> —>
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—> —>
) —> —>
| X ax

v

Figl.1 conduction de chaleur unidimensionnelle a travers un élément de volume
dans une paroi plane large.

Nous considérons un élément mince d’épaisseur dx dans une paroi plane et
large (Fig I-1) supposé que la densité p, de la paroi, la chaleur spécifique est C, et la
surface de la paroi normale a la direction du transfert de chaleur est A. En I'absence de

e
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géneration de chaleur, un bilan énergétique sur cet élément mince d'épaisseur AX
pendant un petit intervalle de temps At peut étre exprimé comme

Tauxde la conduction Taux de la conduction
de - de
chaleur a x chaleur ax + dx

Taux de generation \

de Taux de changement
_|_| chaleur alintérieur | i de
de | énergie contenue dans
\ | élement / I'élement de volume
de voulume
AE:élément
Qx — Qxtdx TEgen-element = T s (I.1)

AEgsment = Etrar — E¢ = me(Tepae — To) = p.dx. A. C. (Tepa —T) (1. 2)
AEélément = e'gen élément * Vélément = e'gen &lément Adx . ee e e (I 3)

En remplacant(1. 2)et (I. 3)dans I’equation (I. 1)

Teaar—T

Q — Qurde *+ €gen aigment A dx=p.dx. A.C.(THEZ) L (1L4)
eg = egen élément

AEélément = j egen.A. A e e e e e e et eee eee e aar vae e aae aee o aae s (I 5)

Tegac—T
Qv = Qxraxt €gen-A.dx = p.dx.A.C. (%) ISR (B )
Tegac—T
~Qi + Qivax + Cgen- Acdx = p.dx. A.C.(FHETE) (1)
On divise I’équation (1.4) par A.dx
1 Qy gy —Qx o Tesar—T
— Ll Wy o =p.C. (T) T ¢ )
Qx+dx—Qx _ 9Q _
e o2 ( —K.A ) e oo oo e (L7)
La loi de fourrier de la conduction de chaleur
Limite dx— 0
En prenant, dx— 0, dt— 0 1’équation(l. 6)devient.
im (Tt+At - Tt) — a_T
A—-0 dt at
L
e (K AZ ) €gen = - C.0r oo e e (1.8)




En notant que la surface de la paroi plane est constante. L’équation de la conduction

de chaleur transitoire unidimensionnelle (1-D) dans une paroi plane devient
*Conductivité thermique variable

d oT\ _ _ aT
& (KAE) = egen = p. CE e war war wer eer eer aes ees eer ees ees aee eee ees eee see s s (I 9)

*Conductivité thermique constante

0°T 4 Shen _pCOT _ 0°T , Chen _ 10T

E K ot 9%t K a'g aa amr e was mer wws wms rea was mer ores wases (I 10)
*Régime permanent :
[62T L Gen _

92t K

92T e nn (1L11)

| ozt 0
*Régime transitoire pas de génération de chaleur
d°T _ 10T
Genération de chaleur (e, =0)
*Régime permanent pas de génération de chaleur
a°T

aT

(E =0, €gen :0)
Exemple(l.1)

Une paroi plane large est soumise a une température spécifiée sur la surface gauche et
a une convection sur la surface droite. La formulation mathématique, la variation de la

température et le taux de transfert de chaleur doivent étre déterminés pour un transfert

de chaleur unidimensionnel régulier.

Hypothéses /ﬂ k

T,=80°C
1- La conduction thermique est stable et unidimensionnelle. . JNT T=15°C
—eom L=04m | h=24W/mi.soC

2 -La conductivité thermique est constante.

3- 1l n'y a pas de génération de chaleur.

Propriétés La conductivité thermique est donnée comme étant
k=23W/m.°C.




En prenant la direction normale a la surface du mur comme étant la direction x avec x

= 0 a la surface gauche, la formulation mathématique de ce probléme peut étre
exprimée comme suit:

2T _1 _gpec k9T _ -
W_oEt T(0)=T,=80°C ~k— = =h[T(L)-T,]

(b) Intégration de I'equation différentielle deux fois par rapport aux rendements x
dT
o~ A T =Cx+G

Ou et C, sont des constantes arbitraires. L'application des conditions aux limites
donne

x=0:T(0)=C;x0+C, —» C,=T,

hC-T.) _ o _ hM-T.)

X =L:-kC, =h[(C,L+C,)-T. C =- =
1 =h[(CL+C))-T,] —» C KhL 1 K+ hL

En se substituant a la solution générale, la variation de température est
déterminée comme :

h(T,-T,.)
 k+hL
~ (24 W/ m?.°C)(80-15)°C

(2.3 W/m-°C) +(24 W/ m?.°C)(0.4 m)
=80-1311x

T(x)= X+Ty

80°C

(c) Le taux de conduction thermique a travers le mur est

O = kAL = ac, = kAN =T
dx k +hL

(24 W/m? .°C)(80 —15)°C

= (2.3W/m -°C)(20 m?) - =
(2.3W/m -°C) + (24 W/m? -°C)(0.4 m)

030 W

Notez que dans des conditions stables, le taux de conduction thermique a travers un
mur est constant.




ar

Qr+ar

I.2.2Equation de la conduction de chaleur dans un cylindre long

Egen - élément

1'élément de volume

r

Fig 1.2 conduction de chaleur unidimensionnelle & travers un élément de volume
dans un cylindre long

On considére un élément de coque cylindrique mince d'épaisseur dr dans un cylindre
long. La densité du cylindre est p, la chaleur spécifique est C, et la longueur est L. la
surface de cylindre a la direction normale de transfert de chaleur a n'importe quel
endroit est ou r est la valeur du rayon a cet en droit est A= n2rL. Notez que la surface
de transfert de chaleur A dépend de r dans ce cas, et donc elle varie selon
I'emplacement. Un bilan énergétique sur cet élément de coque cylindriqgue mince

d'épaisseur dr pendant un petit intervalle de temps At peut étre exprimé comme:
En remplagant 1’équation (I, 15) et (I, 16) dans I’Eq (1,14)

Taux de generation \

Taux de la conduction Tauxde la conduction \d?, L.
de _ de +| chaleur alintérieur
chaleur ax chaleur ax + dx . (,je
I élément
de volume
Taux de changement
_ de
| énergie contenue dans
1'élément de volume
. . + E Ill _ AEélément I 14
Qr — Qrtar* Ejen - €lément = T e e e s .. (1.14)

AEgsment = Eerar — Be = mc (Teype — Tp) = p.dr. A C. (Teype — To) - (1. 15)

AEélément = egen élément Vélément = egen élément Aldr s (I 16)




T T
Q: — Qiyar + Egen-A.dr = p.C. A.dr. (%) et e e (L17)

On divise I’Eq (1,17) par A.dr

1Qr+dr—Qr _ . Tevne—Tt
—ZT'F egen .= p. C. (T) (I 18)
Dans la limite, dt— 0 , dr—=0, I’équation (I, 18) devient
Qr4ar —Qi _0Q (Tt+At_Tt)=(6_T)
dr dr’ dt ot
Et en utilisant la loi de Fourier
10 T aT
—_— — |+ . - —_ —_
= (K.A ar) €gen = P-C.50 oo ve e e e (119) = (1.15)
La loi de Fourier
. Qryar —Qr_Qr _ 0 (_ G_T)
lim,, . a4 o K. A o) e e e e e (I1.20)

L’¢équation de la conduction de chaleur transitoire unidimensionnelle dans un
cylindre devient

*conductivité thermique variable

10 aT

s
S (KT 5] + €gon =P .30 e e (1. 21)

*Conductivité thermique constante

li(rf’T) 4 L et e e e e (1.22)

ror\ or K o ot

(- 5¢)

*Régime parementant

19 aT o
~5 (Kra—r) + €gen Z0. e e e e e e e e s (023)

(E)T 0)
ot
*Régime transitoire pas de génération de chaleur (ej,,, =0)

li(ra—T)—l e e e et et e e e e e e o (1,240

r or or) a ot

*Régime parementant pas de génération de chaleur

0 K o _ 0 .25

oT
(E =1 Cgen = 0)




Exemple (1.2)
Les surfaces supérieure et inférieure d'une tige cylindrique solide sont maintenues a

des températures constantes de 20°C et 95°C tandis que la surface latérale est

/ Insulated

AN
. o . D=0.05m T»=95°C
Parfaitement isolée. Le taux de transfert de chaleur ~ 71=25°C
v
a travers la tige doit étre déterminé pour les cas de tige de cuivre, [=0.15 m

D’acier et de granit.

Hypotheses

1- La conduction thermique est stable et unidimensionnelle. .
2 -La conductivité thermique est constante.
3- 1l n'y a pas de génération de chaleur.

Les propriétés des conductivités thermiques sont données a k = 380 W/m .°C pour le
cuivre, k = 18 W/m.°C pour l'acier et k = 1,2 W/m.°C pour le granit.

Notant que la surface de transfert de chaleur (la surface du cylindre a la direction
normale du transfert de chaleur) est constante, le taux de transfert de chaleur le long

de la tige est déterminé a partir de :

A T-T
:kAl 2
Q L

Ou L = 0,15 m et la surface de transfert de chaleur A est
A=7D?/4=7(005m)? /4=1964x10" m?
Ensuite, le taux de transfert de chaleur pour chaque cas est déterminé comme suit:

(95-20)°C

(@) Le cuivre: Q= ATz _ (380 W/ m-°C)(1.964 x 102 m?) =373.1W
L 0.15m
: T,-T —20)°
(b) l'acier: Q= kAlTZ = (18 W/ m-°C)(1.964 x1073 mz)w =17.7W
. S _ai— T o 32, (95-20)°C _
(c) granit: Q=KkA - =(12 W/ m-°C)(1.964x10° m )—0'15m =12W




Discussion:

Le taux constant de conduction thermique peut différer de plusieurs ordres de

grandeur, selon la conductivité thermique du matériau.

1.2.3 Equation de la conduction de chaleur dans une sphére

v

Elément de volume
Fig 1.3 conduction de chaleur unidimensionnelle a travers un élément de volume
d’une sphére.

On considere un mince élément de coque sphérique d'épaisseur dr dans une sphére. La
densité du cylindre est p, la chaleur spécifique est C et la longueur est L. la surface de
sphére a la direction normale de transfert de chaleur a n'importe quel endroit est ou r
est la valeur du rayon & cet endroit est A=4xR?0U r est la valeur du rayon & cet en
droit. Notez que la surface de transfert de chaleur A dépend de r dans ce cas, et donc
elle varie selon I'emplacement. Lorsqu'il n'y a pas de génération de chaleur .Un bilan
énergétique sur cet élément de coque cylindrique mince d'épaisseur Ar pendant un

petit intervalle de temps At peut étre exprimé comme:
En utilisant A= 4nr® ou lien de A=2IIrL.
L’équation de la conduction de chaleur transitoire unidimensionnelle pour une sphere

*conductivité thermique variable :

0

1 0 oT T
o (T2 K D) + €gen = . C. 50 e e (1.26)

*conductivité thermique constante :

19 (2l tim 1 O
= (r L) U =2 e (127)

(=7)




*Régime parementant

L9 (rz.KaT) F S 0 e e o (1.28)

r2or or K

<6T B 0)
ot
*Reégime transitoire pas de genération de chaleur (eg., = 0)

ii(rz 6—T) PRSP ¢ 171°)

r2 or or a "ot )

*Régime parementant pas de génération de chaleur

aT
(a =1 €gen = 0)

a(ZaT)—o (1.30)
20T | Hdl _
Our pm + Zdr =0

|.4.Equation général de la conduction de chaleur

Dans ce paragraphe nous développons 1’équation générale gouvernante dans tel
systéeme en coordonnées rectangulaire cylindrique et sphérique :

*Coordonnées rectangulaires (cartésiennes)

0 (kaT)+ 0 <k6T>+ d (k6T>+ o JaT 1.31)
FLE oy \“ 3y 52\ 37 €gen = P- cgp e e e e e v e v (L
*Conductivité thermique constante
0%T 0%T | 9°T | eyen _1or L 39
azx.azy 7, © _QE( )
kg . :
(a = E)Equatlon de fourrier
*Régime permanent
aT
= = 0
0%T  3%T . 9°T e
+ = 0 e e (133)

02x * 02y = 02z K
Equation de poisson
*Régime transitoire pas de génération de chaleur
9T , 9T | 3°T _ 1 aT

X T3, T o e e e e e e e (134)

e
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Equation de diffusion

*Régime permanent pas génération de chaleur :

92T 92T  4%T
02x 0%y = 0%z ( )

Equation de la place

*Coordonnées cylindriques

16(k 6T)+16(k8T)+6(k 6T>+_ _ CaT (1.36)
Zor .rar A G 57 'FOZ ege“_p"at""""""'

*Coordonnées sphériques
10 zaT) 1 a( aT) 1 a( : aT)
—\k.r*=)t+5—.—k =)+ 5—=. = —)+epen =
rZor (k r or r2.sin20 9o k 0P T r2sin26 96 kesin® or +egen

aT

Exemple (1.3)

Un récipient sphérigue est soumis a une température spécifiée sur la surface intérieure
et a une convection sur la surface extérieure. La formulation mathématique, la
variation de la température et le taux de transfert de chaleur doivent étre déterminés

pour un transfert de chaleur unidimensionnel régulier.
Hypotheses

1- La conduction thermique est stable et unidimensionnelle car il n'y a pas de

changement avec le temps et il y a une symétrie thermique autour du point médian.
2- La conductivité thermique est constante.

3- 1l n'y a pas de génération de chaleur
Les propriétés de la conductivité thermique est donnée comme étant k = 30 W/m. °C.

Notant que le transfert de chaleur est unidimensionnel dans la direction radiale r, la

formulation mathématique de ce probléme peut étre exprimée comme suit:

10



d rzd_T -0 T
dr dr

dT(ry)
k&) ey -7
2 hT(r) - T,

(b) L'intégration de I'équation différentielle une fois par rapport a r donne

24l

C
dr !

En divisant les deux c6tés de I'équation ci-dessus par r pour I'amener a une forme

facilement intégrable puis en intégrant,

ar _ G

dr 2
T(r)= —&+C2
r

Ou C1 et C2 sont des constantes arbitraires. L'application des conditions aux limites
donne

r=r1:T(I’l)=—%+C2 :Tl
1

r=r2:—k%=h[—&+C2—Tw]

h I

Résoudre pour donne simultanément

clzm and Cz=T1+&=T1+&r—2
_h_k N 1_';2_L £l
n hr rnhr

En se substituant a la solution générale, la variation de température est déterminée

comme étant

C C T, -T r r
T(r):__1+Tl+_1:Cl(i_£J+Tl :#[_2__2};&
r r r 1 k

! 1 _h Kk in r
n hr2
(0-25°C 21 21
S22 140°C = 29.63(1.05- 2.1
2.1 30 W/m-°C o, " |+0°C=29.631.05-2.1/r)

2 (18 W/m?-°C)(2.1m)

(c) Le taux de conduction thermique a travers le mur est

11



0 =—ka%T = k@amr) S = —amke, = -ank 27 To)
dx r LBk

(2.1m)(0 - 25)°C
2.1 30 W/im -°C

2 (18W/m?-°C)(2.1m)

— ~47(30 W/m -°C) = 23,460 W

1.3 Conditions aux limites

Une des caractéristiques des équations de type elliptique c’est qu’ils nécessitent des
conditions aux limites aux frontiéres du domaine d’étude. Nous présentons en ce qui
suit les conditions aux limites spécifiques a 1’équation de 1’énergie. Il existe 03 types

de conditions aux limites.

1.3.1 Conditions de Direchlet ‘Température imposée’

T(0)=T,
T(L)=T;

W

| I 4
0 L

Figure 1.4 Conditions aux limites du ler type.

La valeur de la grandeur a déterminée est connue aux différentes limites (frontiéres)
de la géométrie du domaine d’étude. Cette condition aux limite est facile a
programmé, par contre il est difficile de maintenir tout une surface a une température
fixe au laboratoire.

1.3.2 Flux imposé ‘condition de Neuman’

Aux frontiéres la densité du flux est connue (voir figure 1.5) lorsque la paroi est isolée

le flux thermique dans ce cas est nul. Cette condition est trés facile a mettre en ccuvre

au laboratoire.

12



dT
$o =—hk— dT

d —
x\ oL = kdx

\

L

Figure 1.5 Conditions aux limites du 2°type.
1.3.3 Condition aux limites du 3eme type.” Condition de Cauchy

Lorsque les frontieres du domaine d’étude sont en contact avec un fluide en
mouvement dont on connait le coefficient convectif et la température, la condition aux
limites imposée dans ce cas est la continuité des flux convectif et diffusif a I’interface

(frontiere solide/fluide).

hﬂ; Tm
hL: Tm

\

Fluide en mouvement

X

Figure 1.6 Conditions aux limites du 3°" type.

La condition a I’interface limite s’écrit comme suit :
Ax=0 flux convectif = flux diffusif
L’expression de la densité du flux convectif est donnée par la loi de refroidissement

de Newton :

L’expression du flux diffusif est donnée par la loi de Fourrier :

0 ou ®, = kz—z U ¢ A 1°)

e
13




A Dinterface

(po=-@§=hoab—rm)m"”""”""”""”""“""”""”""”"m(L40)

Noter qu’a partir de la relation (I. 40)on détermine le nombre de Nusselt comme suit :

Nh=ﬁ%£".m.""“"".m.""“"".m.""“"".m.""“"".m.""“(L41)

Avec :
LC : longueur caractéristique.

Donc en réécrivant 1I’équation(I. 41), on aura :

dT

ho T

Multipliant les deux membres de 1’équation (I. 42 )par la longueur caractéristique LC

dTL
_hOLC _ “dx C
N, =2k — e et et et et et et et e e e
k (TO —Tw )

oo (1.43)

14



Chapitre |1

CLASSIFICATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES.

11.1Définition :

*Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation faisant intervenir les
variables indépendantesx; ,x,... ... ... ... .x1,, la fonction f et ses dérivées partielles.
Par exemple, si f est une fonction de deux variables, une EDP peut s’écrire par la

relation :

F(x of of 0*f 0*f 9*f 9°f 9% 9% 9% 9% ) (L 1)
" 9x oy’ ax2’ay2’ axdy 'aydx '9x3’ay3’axay?’ax2ay’ ) TN

* On appelle ordre de I’EDP I’ordre le plus ¢élevé des dérivées partielles intervenant

dans I’EDP, par exemple :

3f a%f a’f  of ,
Xy +3-5+ xayz +—- +f+C =0 estd’ordre3...............(IL. 2)
(aZf 621‘)2 | (azf )2 — ¢ = 0 Est d’ordre 2 (IL. 3)
aXz ayz axay PewEs mew mEs wEE mmw wEs www wes .

L’EDP est dite linéaire si F est linéaire par rapport a ses arguments f et ses dérivées
partielles, et si les coefficients qui les lient ne dépendent que de (x, y) ; sinon elle est

non linéaire. Par exemple, ’EDP du second ordre :

2 2 2
Of L0 O g O O o _
Qo s+ Qoo Ay oo+ as s+ Asf +a7 =0 (IL4)

Est linéaire si les a; ne dépendent que de (x, y).

11.2. Classification mathématique des EDP linéaires du second ordre (cas de deux
variables indépendantes) :
GEL) GEL)

A=+ B—+c—+Dai"+ E—+E<D+G(xy)—0 ......... (IL.5)

Généralement les équations ou dérivées partielles sont classe on trois catégories

appelles : elliptique, parabolique, hyperbolique.
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pour illustrer cette classification nous considérons 1’équation au dérivées partielles du
deuxiéme ordre au deux variables in dépendants x, y donner par Forsyth et Asonen
1967. ici nous supposons une équation lineaire qui est A, B, C, D, E et F sont fonction
de (x, y) mais ne dépend pas de la variable @

La variable @ = Température, pression, densité ou vitesse.

L’équation de (1) dépend de A, B, C, D, E, F.

L’équation au dérivée partielle de (1) un point (x,y) est appel :

Lorsque la quantité A = (b®-4ac) < 0 I’équation (2) est dite du type elliptique.
*Lorsque la quantité A = (b®-4ac) = 0 I’équation (2) est dite du type parabolique.
*Lorsque la quantité A = (b?-4ac) >0 I’équation (2) est dite du type hyperbolique
Cette classification est purement mathématique, une particularité des équations de
type elliptique c’est qu’elles nécessitent des conditions aux limites a toutes les
frontiéres du domaine d’étude.

11.3. Classification mathématique dans le cas général (n variables

indépendantes) :

Si f est une fonction de n variables indépendantes, les EDP linéaires du second ordre
Sont du type :

i of
2izt Fixy.oxy) goztui=1 DiGer ) 5, 1600 e 20)f +d (2 X)) =
O ¢ M)

* Si tous les aj sont non nuls et de méme signe, I’EDP est de type elliptique.

* Si tous les ajsont non nuls et sont ; & une exception pres, de méme signe, ’EDP est
de type hyperbolique.

* Si un seul des a; est nul (noté a;, et tous les autres de méme signe et si bjp est non

nul, ’EDP est de type parabolique.

Les fonctions a;et b; étant dépendantes des variables (xi, ... . .n), la classification est
évidemment
Fonction du point (xi, ... . .n) considéré. Une EDP peut donc étre de différents types

suivant les points considérés : on dit qu’elle est de type mixte.
Exemples (11.1) : soient (x, y) une fonction de deux variables et (x, y, t) une fonction

de trois variables.

9°T  9°T _ e
ooz + 357 - 0 Est une EDP elliptique.
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d%g . 9%g  d%g .
>+ 272 Est une EDP hyperbolique

at2  ox

99 _9°9 1 99 £t \ne EDP paraboli

o —ax2 T ay? st une parabolique
a%f | 9if -
522 Tay = 0 Elliptique pour x>0

Hyperbolique x<0

Parabolique x=0

11.4. Classification physique des EDP :

De nombreux phénomenes physiques se rangent dans [’une des classes suivantes :
*Les probléemes d’équilibre étudient 1’état stationnaire d’un phénomeéne (champ,
chaleur...... ) dans un domaine borné ou non. IIs sont gouvernés par I’EDP elliptiques.
*Les problemes de valeurs propres sont en général des extensions des problemes
d’équilibre dans lesquels les valeurs critiques de certains paramétres doivent étre
déterminées. C’est le cas par exemple de la résonance des circuits électriques.

*Les problémes d’évolution étudient 1’évolution avec le temps d’un phénomeéne
(champ, chaleur, vibration,....) a partir d’un état initial donné. Ils sont gouvernés par

des EDP hyperboliques ou des EDP paraboliques.

11.4.1.- Equation de la chaleur :
La conduction thermique a I’intérieur d’un domaine D bidimensionnel provoque un
changement de la température (t, x, y), qui régi, en ’absence de source de chaleur par
I’EDP :

oT 0 oT d (0T
Ou k, p, c sont respectivement la conductivité thermique, la masse volumique et la
chaleur spécifique du solide constituant le domaine D.
Lorsque k dépend seulement de la position (x, y), ’EDP est linéaire; si k dépend de la
température T, ’EDP est non linéaire.
Dans la majorité des cas rencontrés, on considére k comme constante et 1’équation de

la chaleur peut étre sous la forme:

aT  k (9°T | 3°T\ _
a%T | 3°T , . :
AT = Xz + >z désigne le la placien de T
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k .
o= p—c est le coefficientde T

De maniére générale, si T dépend de n variables d’espace (xq, ... .. x,)0Nna:
T _ xvi=n a°T
ot Hi=1 gy2

Tous les problémes de diffusion sont régis par ce type d’équations.

Exemples(11.2):

d aT d aT d aT dT

&(ka) +E(ka) +£(k£) +egen = p. CE .................. (131)

-2-D bidimensionnelle (x,y)aa—Z (ka—T) =0

Z

- Régime permennt%—f =0

-Pas génération de chaleur €ge, = 0

Propriétés constante (k=cte)
L’équation de la place qui est elliptique (1.31)

2T 6
6_ 6_ 0 K=cte

ax2
A= (b? -4.a.c) =-4 < 0, A=1, B=0, C=1 I’équation elliptique

L’équation de la conductivité de chaleur avec la génération de chaleur

2 2 e
et

Laquelle est une équation elliptique

La caractéristique de 1’équation elliptique, laquelle est exige la spécifique des
conditions au limite appropriées sur toutes les limites.

* les équations de la conduction thermique en régime variable (transitoire) sans

génération de chaleur avec K= cet.

0°T 1 aT . _ L
— =—.— Equation parabolique unidimensionnelle (1-D)

2
422+ B +C +D%+Ez—y¢+E¢+G(x,y)=0

A=0 B=0 C=0 A=0

L’équation d’ordre deux 2°™ Ordre

e
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0°® 1 0%@T
d%x  C?" ot

e (1L5)

On t et le temps x est la variable d’espace, et c est la variable de la vitesse de la

propagation de I’onde
1 1
A=1, B=O, C=—2A=—2>O
C C
Est I’équation hyperbolique

e I’équation de la conduction de chaleur (2D) régime transitoire, avec la
génération de chaleur et propriété constante K=Cst.
62T+62T+e;qen _1lor
0%x  dy? k a’ ot

Est une équation parabolique dans le temps

I1.5.Résolution des systéemes d’équations liniéres

Dans cette partie, nous intéressant a la résolution de 1’équation algébrique lini¢re qui la forme
générale suivant :

ai1xq aizxXxy A1nXn =b1
aAr1X1 QyrXxXp, Az1Xn = b2

a11X1  QA12Xy  *** App Xy = b3

Ou les coefficients a;1a4, a,, , sont des coefficients constants et n le nombre

d’équations.
Pour de petit nombre d’équation n <3

L’équation liniére (parfois non linéaire) peut étre résolue par des techniques simples

(Méthode cramer)

*cependant pour quatre équations ou plus la résolution deviennent ordeuse et les

ordinateurs doivent étre utiliseés.

La méthode d’élimination de Gauss (Méthode directe), algorithme de thomas
(Méthode directe) et la méthode de Gauss-seidel (Méthode itérative) seront présentés

dans ce chapitre ainsi leurs algorithme.

Notation matricielle :
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a1  aqo Az -t A
[A]= 0?1 agz a?3 azzm
a,;l a;lz ar.l3 ar;m
La matrice dans la figure (I1.1)a n rangées et m colonnes ayant une dimension de n

par m (ou n x m) elle est appelé n x m
Les matricesoun=1  [B]=[b; b, -+ b,] estappelées vecteurs rangées

e |es matrices ou m=1

e les matrices ou n=m sont appelées matrices carrées par exemple une matrice u

par u

aiy aiy a3 A14
[A]: a1 0apy az3 A4
az1 dzp A3z 0A34
Ag1  Qgp Qg3 Qyq

*une matrice symétrique

5 1 1
[A]=(1 3 7
2 7 8

a = A::

ij ji
a; Les éléments de la matrice, i désigne la lecture des €léments dans la direction
horizontale, et j la lecture des éléments dans la direction verticale.
e une matrice triangulaire supérieure
ain Q12 4g3

[A]=| 0 az a3
0 0 ass

e une matrice triangulaire inférieure

o

a11 0
[A] =|a;; ay;; O
asz1 dszqp Qass
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e une matricé d’identité

1 0 0
[A]=(0 1 0
0 0 1

e une matrice tri-diagonale a la forme suivante:
aip, a2 0 O

[A]= a1 Qyy A3 O
0 azp 0azz dszs
0 0 Q43 Qg

11.5.1. Méthode de Gauss-seidel :
Quand le nombre d’équation est tres large une méthode itérative préfére a la méthode

directe de solution.

-la Méthode itérative converger bien pour un systéme d’équation ayant une diagonale
dominante (pas de zéro) parmi les Méthode itérative ,on a la méthode de (gauss-

seidel),cette Méthode est trés utilisée par apport a autre méthodes itératives.
*supposer que nous avons un systéme d’équation de n équations

[A]lX] = {B}
*prenons n=3, un systeme d’équation de 3X3

*Si les éléments de la diagonale sont tous nuls

ai; 4i2 aA13] (%1 by
A= |az1 azp  azz|=¢x2:{B} =4b;
dz; dzz azzl \X3 b3

e le systeme d’équation (n=3)
a11X14+0Q12 X2 + A13X3= by
A21X14022 X9 + A23X3= D9 wev ces e ee et e e e ee eve e e (1L 12)
a31X140a32 X + azzx3=b3
La premiére équation peut étre résolue pour x4

La deuxiéme équation peut étre résolue pour x,;
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La troisieme équation peut étre résolue pour x3

bi—ajpy xp—a13X3

=> X, = PR (11.13.a)
b, —a,1 X4 — a,z:X
=>x,=—217L T3 . (IL13.D)
YY)

b; —az; X1 —azXx; (I.13.¢)

d33
Maintenant nous peuvent commencer la procédure de solution on choisit les valeurs
estimeesxy, x,, X3.
Une méthode simple pour obtenir les estimations initiales et de supposer que des

valeurs x,,x3 sont nulles ces zéros sont remplacés de (11.13-a) pour calculer x; =

b :
a—l.alors nous remplagons cette valeur de x;dans I’équation de (11.13-b) pour calculer
11

la nouvelle valeur dex,.

La procédure est répétée pour 1’équation (11.13.c) pour calculer une nouvelle

estimation pourxs.

Ainsi nous retournons a la premiére équation est répété la procédure jusqu’a votre

solution converge assis pres des valeurs critéres.

e la convergence peut étre vérifiée en utilisant le critére suivant :

&=~ —|<e:
i
pour tout i(x;,i=1,,,,,n)
j et j-1 sont respectivement la présente et la précédente itérations.
Exemple (11.3)

Utiliser la méthode de Gauss-seidel pour obtenir la solution du systéme d’équation

suivant :
3x1 — leZ —_ OZX3 = 785

0.10; 4 7%y — 0.3%3 = =19.30s crs cee e e ees ereees e e e e wee enen (11 14)
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0.3x; — 0.2x, + 10x3= 71.4
Sachant que la solution exacte est x; = 3,x, = 2.5,etx3 =7
Estimer x, = 0etx; =0

7.85-0.1 XZ—O.Z X3

= Xy = g eeeeeeeeeeeeeeeesssi (Il. 14.a)
—19.3-0.1 x1+0.3

= x, = 7’“1 S (IL. 14.b)
71.4—0.3x1—0.2

= X3 = i e e v (IL14.0)

10
' 7.85+0+0
L’équation(ll.14.a) X1 = T: 2.6166

Cette valeur avec x3=0 est remplacée a I’équation (11.14.b) pour calculer

_ —19.3-0.1(2.6166)+0
Xy = -

=-2.7945
La premiére itération est terminée, en remplacant la valeur de x; et x,dans 1’équation
(11.14.c) pour obtenir x5

_ 71.4-0.3(2.6166)—0.2(—2.7945)
— 10

X3 =7.0056.

2eme

Pour la itération la méme

_7.85—0.1(=2.7945) + 0.2(7.0056) _

le;| = 0.31% X1 3 = 2.9905
~19.3 - 0.1(2.9905) + 0.3(7.0056)
le;| = 0.015% x, = = — —2.49962
71.4 — 0.3(2.990557) + 0.2(—2.49962)
|8i| = 0.0012 X3 =
10
= 7.0002

La meéthode est, par conséquence, convergée vers la solution exacte des itérations en

plus peuvent étre appliquées pour améliorer la solution.
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11.5.2Amélioration de la convergence en utilisant la relaxation :
La relaxation une légére modification de la méthode de Gauss-seidel et elle est
désignée pour augmenter la convergence, donnée par la relation suivante :
xNe=pxNe + (1 —n)xPH
A: facteur de relaxation, 0< A<2
Si 0<A<I :=> sous relaxation

Si 0< A<2 :=> sur relaxation
Si A =1 la méthode est dite Gauss- Seidel

11.5.3Méthode de Jacobi

Exemple : soit le systeme suivant :
*le systeme d’équation (n=3)
a11X14+012 X2 + A13X3=b;
Ap1X14022 X3 + A23X37D7 ev v et e e e e e e e e e e (1L 15)
a31X14+0a32 X2 + a33x3=b3
La premiére équation peut étre résolue pour x;

La deuxieéme équation peut étre résolue pour x,

La troisieme équation peut étre résolue pour x;

b — —

& x; = 22 ‘”2;21 S e e e oo e et e ene e e e (1. 15.2)
boy— —

=> x, = =2 “21:212 SCELEN e e e e n(IL 15.b)
b — —

=> yy = S BLTdseR e e e e n(IL15.€)

aszs

Maintenant nous peuvent commencer la procédure de solution on choisit les valeurs

estimer x4, x5, X3.

Une méthode simple pour obtenir les estimations initiales et de supposer que des

valeurs x;,x3 sont nulles ces zéros sont remplacés de (15-a) pour calculer x; =
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b :
a—l.alors nous remplacgons cette valeur de x;dans 1’équation de (2.15-b) pour calculer
11

la nouvelle valeur de x,.

La procédure est répétée pour 1’équation (15.c) pour calculer une nouvelle estimation

pour xs.

A la 1ere itération on donne des valeurs initiales axq, X3, X3, Soit (x; = x, = x3 =
0), on obtient x7, X,, X3 ensuite on passe a la 2éme iteration (itération 2), on calcule
X1,Xp,Xx3 a partir de (xq,x,x3)de lére itération et ainsi de suite jusqu’a la
convergence :

11.5.4. Méthode de résolution directe :

Le probléme essentiel de la méthode directe est la place mémoire. Cette méthode
présente des avantages et des inconvénients par rapport a la méthode itérative :
*Avantage :

-Le temps de calcul en général plus petit pour une méme précision ;

-Dans certains cas la méthode itérative peut ne pas converger.

*Inconvénients :

-Occupation mémoire importante ;

-Risque d’erreur d’arrondis importante si certains pivots sont trop petit ;

-La méthode directe n’est pas applicable aux équations non linéaires.

11.5.4.1 Méthode d’élimination de Gauss :

Soit le systeme donné sous cette forme

a1 X1 aq2Xy o Ap Xy =b1
ar1XxX1 ayr Xy a1 Xy, = bz (H 16)
A11X1  Qg2Xy  *° QupXp = b3
a;; a; 43 o am[*1] [B
_|q21 ax a3 Aom | [ X2 |_| b2
[A]=] : : : o I
a’nl anz an3 cee anm xn bn
AX=Db
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La méthode consiste a transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure

S, le vecteur b subit les mémes opérations et devient b’

S.X=b’

[A11 Q12 aiz - Aepn [xl] —bl_
0 %) ass o a,2n |x2| b;
0 0 a33 coe a3n | f |: b3

L0 0 o a;m_lan b,

Exemple (11.4) : Résoudre le systéme suivant :

3X1 — X7 + Z.X'3 =12 ..... (1)
X1 + 2.'Xf2 + SX3 =11..... (2)
le — 2x2 - X3 = 2 i (3)

3 -1 27[*
1 2 3 ||*2
2 =2 —111%3

Etape 1 : Elimination de xi des équations (2) et (3)

eq, — =2 eqy- eCI2—— €0,

ai
asq 1

€0o— —— €(1=€Q3— . €y
ai 3

On obtient le systéme suivant :

3X1 — X + ZX3 =12 (1)
0.x; + 233x,+ 233x3=7 (2)
0x; — 1.33x, — 2.33x3 =—6 (3)

3 12
0 2 33 2. 33
0 —-133 -2.33 x3

Etape 2 : Elimination de x3 des équations (3°)

(-1.33)

asy
€Qzy— —. €(=€eqz—

ay, 233 " el
3x1 — X + ZX3 =12 (1)
0.x; + 233x,+ 233x3=7 (2)
0x1 — Oxz — X3 = -2 (3”)

e
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s 2

Etape 3 : substitution en arriere
De I’équation (3") on obtient

X3=2

De (2") on obtient :
2,33x, +2,33x3=7
X>=1

De (1) on obtient :

x1=(12+ x, - 2x3)/3
X1 = 3

11.5.5.2Algorithme de Thomas (Méthode direct)

Considérer un systeme de N équation algébrique le coefficient de la matrice tri

diagonal est les suivants

12 0 0 0 0 T Ty 1 1]
a1 b2 C2 0 0 0 T2 d2
0 as b3 CS 0 0 T3 d3

: : ~ 0 : :

0 0 0 =~ byq Cn-1||Th-1]| |du
L0 0 0 0 a, b, 1L Ty 11 dy |
1°" étape :

La premiére équation (Eq(1)) est choisie comme’ pivot *

Multipliée XZ—Z. (Eq(2) x Z—Z) est soustrait a partir de la deuxiéme équation (Eq(2))
1 1

pour éliminer a, de 1’équation (Eq(2))

Nouveaua, = az—[z—z xb,=0
1
az

Nouveaub, = bz—[b—]XCFO
1

Nouveaud, = dz—[Z—Z]XdFO
1
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2°"° étape :
La deuxieme équation Eq (2) modifiée
Est choisie comme pivot, une approche similaire est suivie pour éliminer, as

Nouveauaz= 0

Nouveaubs = b3—[z—3]XC2=O
2

Nouveauds= dg—[Z—B xd»=0
2

3% étape :
La procédure est continue jusqu’a ay est éliminé (ay=0)
De la derniére equation Eq(N)

En générale :

Remplacer b; par bi—[;i]x Ci1i=0 pouri=2,3,...N
i—1

Remplacer d; par di—[;i]x di.i=0 pouri=2,3,...N
i—-1

les inconnues Ti(Ty, T, Ts...... Ty) sont calculés par substitution, en arriérée

commencant de la derniére équation :

Ti_di—Ci*Ti_l ) i:N'l, N-2 .........
==

Exemple (11.5):considére de systéme suivant une matrice a coefficient tri diagonale

Résoudre le systéme avec la méthode de thomas.

-1 1 0 0

1 -2 1 0 ‘ l—SO
0 1 -2 1 —30
0 0 1 -2 —30
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_Tl + Tz -

Ty T, T3 _
T, 2T, T =30
T3 2T, *
Appliquons les équations (2.14a) et (2.14b)
b1 C1 0 T1 d1
a, by, c||T2|_|d2
0 az bs|[T3]| |ds
0 0 ay T4 d4
Remplacer bi par :
bi'(b?__il) Ci—1
( bi- —1
b 2 < ! )Xl 1
2= - _1 -
< b 2 < ! )Xl =-1
3= — _1 -
1 —
Lb4‘ _2— (_—1>X1 =—1
Remplacer di par : di-(%) di_q,1=2,3,4
( d1= -1
1
d,— _30 — (_—1)X —40=-70
$ 1
b;— _30 — (_—1)X —70=-100
1
\b4= _30 — (_—1>X — 100 =-130

Appliquons I’Eq 2.20 pour calculer :

Tli T2'T3HT4

_ da_ —130 _
T, = 3t=—1=130

_d3C3*T, —100—1%130

T, =
3 bs —1
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dZ—CZ * T3 . —70—1%230 _
bs B -1 B

d,_C *T, —40—1%300

= = 340
bs —1
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I11. Méthode des difféerences finies

C’est une méthode d’approximation des équations. On cherche une solution exacte a

: P . el 0 a2 .
partir de la discrétisation des opeérateurs différentiels (E Py )sur un maillage.

9
) ay )
I11.1 Approximation des opérateurs différentiels.

Le développement autour du point i (dans le maillage) d’une grandeur quelconque donne

By = b; — T Ax (dx)i 4 Ax (dxz) +2 Ax (jj;’;)l RN ) )

Dygy = B+ Ax (dx). = Ax? (‘:T‘f) +— Ax (fixf) e e (11 2)

Sachant que AX=RNi1-Ni= CtS s v e s e e e e e e e e (11 3)

Ce qui signifie que la dérivée d’ordre 1, au point i, est approchée par différences
finies régressives d’ordre 1.

En retenant les premiers deux termes du développement de la relation (3.2) on obtient

de) _ Pir1—®
(dx)i = e e e e e s e s o111 6)

Ce qui signifie que la dérivée d’ordre 1, au point i, est approchée par différences finies
progressives d’ordre 1.
En soustrayant la relation (III. 1) de la relation (IIL. 2) on obtient I’approximation par

différences finies centrées d’ordre 2

aeo Piy1—Pi—1
(dx)i e SRR (111 7)
En additionnant les relations (I11. 1) et (III. 2) on obtient I’approximation de la dérivée
de deuxieéme ordre par différences finies centrées d’ordre 2.

2 2D .
(53) = 2R e e(11LB)
l

dx? Ax?

111.2 Maillage

Positionner des nceuds ou seront stockées des différentes grandeurs a étudier dans le

domaine d’étude.
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111.2.1 Maillage structuré et non-structuré

Ces maillages sont présentés dans la figure suivante, Les avantages et les

inconvénients des deux maillages sont :

A

Figure 111.1 Maillage structuré et non-structuré

Le maillage structuré est simple a mettre en ceuvre, par contre, il est limité pour des
géométries simples. Le maillage non-structuré est trés compliqué a mettre en ceuvre
(utilisation des logiciels commerciaux comme Gambit, Catia..). 1l est utilisé pour les
géomeétries complexes comme le corps humain (étude de la portance et de la trainée
générées par les nageurs), écoulement autour des ailes d’avion, aubes...

Nous utilisons en ce qui suit des maillages structureés.

111.3 Géneration du maillage structuré

111.3.1 Maillage régulier

C’est un maillage ou la distance entre les différents nceuds est constante. 1l est facile a

mettre en ccuvre.

111.3.1.1 Procédure

On fixe le nombre de nceuds n (cas unidimensionnel) pour le cas bidimensionnel, on
fixe n et m.

Calculer la distance entre les nouds par la relation suivante

Ax = - OO OO ¢ || )

—n_luuuu

On utilise ce type de maillage lorsque la variable a déterminer dans le domaine d’étude

varie faiblement.
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111.3.2 Maillage irrégulier
Recommander si la variable varie fortement dans le domaine d’étude, dans ce cas, il est
préférable de raffiner le maillage dans certaines zones ou les gradients varient fortement

afin de capter au mieux I’information.

111.3.2.1 Procédure
Fixer le nombre de nceuds selon la direction ou la variable a déterminer varie fortement

Calculer le premier pas selon la somme d’une suite géométrique définit comme suit :

BX(1) = L () e o o o e - (111 10)
Les autres pas sont déterminés par I’expression suivante :

Ax(i 4+ 1) = Ax (D). 7™ e s e e e e e e e et e e e (1T 1)
Avec

r: Raison de la suite géométrique (généralement 0.8<r<1.2) pour obtenir une solution
stable.

L : longueur du domaine a discreétisé.

111.4 Résume

Pour résoudre les équations aux dérivées partielles par la méthode des différences
finies, on procede comme suit :

1- Mailler le domaine d’étude

2- Discrétiser les équations ainsi que les conditions aux limites

3- Constitue le systéme d’équation globale

4- Résoudre ce systéeme

111.5 Etude numérique de la conduction unidimensionnel stationnaire
111.5.1 Exemple 1

Soit une barre de longueur L. les températures aux bouts de celle-ci sont T(0) = 10°C
et T(L) = 50°C. Déterminer les températures aux points x:%,éet%

Solution
1/ maillage
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T(L) = 50°C

| | [ o | |
| =] el el

T(0) = 10°C
/
-4 +

|
|
0 X
L/4 L/2 3L/4 L

.

-

Figure 111.2 Géométrie du probleme.
Le nombre de nceuds est n=5
2/ Modeéle mathéematique.

L’équation de la pure conduction en 1-D stationnaire est:

(4T _
dx?
T(0) = 10°C
T(L) = 50°C

Le modele mathématique comporte les équations qui régissent le phénoméne
physique ainsi que les conditions aux limites imposées.

3/ discrétisation:

L’opérateur différentiel du deuxiéme ordre est évalué par le développement en serie
de Taylor, on obtient :

Tiy —2T; + T4y
- - AXZ -
Noter que cette équation est valable uniqguement aux nceuds internes.

Construction du systéme d’équation
i= 2 T1 - 2T2 + T3 = 0
i= 3 Tz - 2T3 + T4. = 0
i= 4 T3 - 2T4 + T5 = 0
La discrétisation des conditions aux limites donne :
T, = 10°C
Ts = 50°C

L’écriture du systéme d’équation pour tous les nceuds donne :
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T, = 10
2T, + T3= 0
2Ts+ T, = 0
2T4+ T5= 0
Te = 50

Mise sous forme matricielle elle s’écrit :

1 0 0 0 0 \[T1]
1 -2 1 0 0 T,
0 1 -2 1 0]||T;

o 0 1 -2 1]l1,

o 0 0 0 1/LTl

o]

H

La matrice associée aux systémes est tri-diagonales, on utilise 1’algorithme de Thomas

[1] pour obtenir la solution.

On obtient finalement :

111.5.2 Exemple 2

L]

Figure 111.3 : Géométrie du probléme.

Solution :

Le modéle mathématique du présent exemple est :
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(deT

S = 0
dx2+ q

T(0) = 100°C
T(L) = 200°C

L’équation de la pure conduction en 1-D stationnaire avec source interne. La
discrétisation du modele mathématique donne :
kTi—l_ZTi+Ti+1+q_ —0

Ax? t

Comme le chauffage est homogéne qi est constant dans tout le domaine d’étude, Le

systeme d’équations obtenu pour tous les nceuds est :

( T, = 100
2
T,— 2T+ T,= _qux
2
{Ty— 2T3+ T, = _qux
2
Ts— 2T+ T, = _qux
\ Te = 200
Noter que
K
©= 4= a= 1000
111.5.3 Exemple 3

Résoudre I’exemple 2 pour le cas ou la face « Ouest » est maintenue a 100° C et la
face « Est » est isolée.

Solution.
a’T + = 0
dx? 1=
T(0)= 100°C

kéx = Lparoiisolée Q=0

A la face Est, la paroi est isolée, on introduit la définition de la densité du flux par la
loi de Fourrier
dT
QL= I
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. . .dT .
On évalue le gradient -, barun développement en série de Taylor d’ordre 1 a gauche
d71 7} _'7}_1
dx  Ax

A X = L c'est-a-dire au dernier nceud, dans notre cas n =5

Te — T,
Ax
T5 = T4_
( T, = 100
2
T,— 2T+ T,= _qux
2
{Ty— 2T3+ T, = _qux
2
Ts— 2T+ T, = _qux

k T5 = T4_

0 1 -2 1 olls|H =

\0 0 1 -2 1/ T, | 22042
0o 0 0 -1 1/lrl] *

qZsz

| k .

111.5.4 Exemple 4

Une plaque d'uranium est soumise a une isolation d'un c6té et a une convection de
l'autre c6té. La formulation de différences finies de ce probleme doit étre obtenue, et

les températures nodales dans des conditions stables doivent étre déterminées.

Hypothéses

1- Le transfert de chaleur a travers le mur est régulier car il n'y a aucune indication de
changement avec le temps.

2- Le transfert de chaleur est unidimensionnel car la plaque est grande par rapport a
son épaisseur.

3- La conductivité thermique est constante.

e
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4- Le transfert de chaleur par rayonnement est negligeable.
Propriétés La conductivité thermique est donnée comme étantk =28 W/ m. ° C.

Le nombre de nceuds est spécifié pour étre M = 6. Alors l'espacement nodal AX
devient

L 005m
T M-1  6-1

Ce probléme implique 6 températures nodales inconnues, et donc nous devons avoir 6

AX =0.01m

équations pour les déterminer de maniére unique. Le nceud O est sur une frontiére
isolée, et nous pouvons donc le traiter comme une note intérieure en utilisant le
concept d'image miroir. Les nceuds 1, 2, 3 et 4 sont des nceuds intérieurs, et donc pour

eux, nous pouvons utiliser la relation de différence finie générale exprimée comme

T = 2T + Tt +g_m:0’ pour m=0,1,2, 3, et4
AX? k

Enfin, I'équation aux différences finies pour le nceud 5 sur la surface droite soumise a
convection est obtenue en appliquant un bilan énergétique sur I'élément demi-volume

autour du nceud 5 et en prenant la direction de tous les transferts de chaleur vers le

nceud considéré:

h, T,

nceud O (surface gauche -isolé) : LW +9_-0 o~
AX k
Neeud (interieur) : w 9 9 g
AX k isolé o~
. —
neeud 2 (interieur) : T1—2T—22+T3 +2o0 —.
AX k 0, 5
nceud 3 (interieur) : erg -0
nceud 4 (interieur) : erg ~0
AX k
. . T,-T
neeud 5 ( surface droit - convection) : h(T, —T,) +k———=+§(Ax/2) =0

OUAx =0.01m, g =6x10° W/m®, k =28 W/m-°C, h =60 W/m?-°C, and T, =30°C.
Ce systeme de 6 équations avec six températures inconnues constitue la formulation
de différence finie du probléme.

(b) Les 6 temperatures nodales dans des conditions stables sont déterminées en
résolvant les 6 équations ci-dessus simultanément avec un résolveur d'égquations a
Tp=556.8°C, T;=555.7°C, T,=552.5°C, T3=547.1°C, T, =539.6°C,
etTs=530.0°C.
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CHAPITRE IV

DISCRETISATION DE L’EQUATION DE LA CONDUCTION DE
CHALEUR (2-D) ENREGIME PERMANENT PAR LA METHODE
DES DIFFERENCES FINIES
V. Discrétisation de I’équation de la conduction de chaleur (2-D) en

Régime permanent par la méthode des différences finies

Considére une région rectangulaire dans laquelle la conduction de chaleur est

important dans la direction x,y
maintenant, divisons le plan (x-y) de la région en maille rectangulaire ayant des

nceuds espaces de Ax et Ay dans les directions X,y ,et considérons Az=1 dans la

direction Z.
Notre objectif est de chaleur les temperature aux nceuds m = 1, 2, 3........ M-1
suivant x et N=1, 2, 3........ N -1 suivant y les coordonnée du nceud (m, n) sont

simplement X = m.Ax ety = n.Ay

N
O O O 2
th x
d
P |
Wo i Q e PF A &
d
v
3
o O O X
S
IA LI
[~ i
A
d d

FiglV.1 : élément de volume d’un neeud général (m, n) pour la conduction (2-D)

en coordonnées cartésiennes.
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Maintenant considérons un ¢lément de volume de dimensions Ax.Ay.1 centré ou tour
du nceud (m, n) dans une région dont laquelle la chaleur est générée a un taux de e

(m/m?) et la conductivité thermique K est constante (voir FiglV.2)

L’¢équation d’énergie sur 1’élément de volume de la fig 1V.2 peut étre exprimée

comme, en régime permanent.

. toux de generation
toux de la conduction de chal \ toux de
de chaleur aux | ;7) .C @ gur ¢ | changement
| surface |+ d l?tirleurt I del . rgied
(left,reght, bottom, top ¢ retemen ) ’ene I
l'elment
+ + + E — AE glement IV 1
Qcond, left Qcond,right Qcond,top Qcond,bottom gen,elem™ At T ( ' )

Remarque: les températures entre les nceuds adjacents doivent variés linéairement, la
surface d’échange dans la direction x, Ax= Ay.1=Ay

Et surface d’échange suivant y, Ay= Ax.1=Ax

(Tm—l,n —imn ) (Tm +1n — Tm,n ) (Tm,n—l — Tm,n )
kAy " + kAy - + kAx - +

(Tm +1n— Tm n )

kAy -

+ emn(AX. AY)=0.ce e e e e e e e e e (VL 2)
Divisant I’eq(4-2) par Ax. Ay, on obtient :

(Tm—l,n —ZTm,n + Tm+1,n ) + (Tm—l,n —ZTm,n + Tm+1,n ) + em,n
Ax? Ax? k

Dans le cas Ax= Ay=L, I’eq(4-3) devient :

em,n 2 _—
Toctin -4 Tmn +Tnasin tTm—1n + Tngin * TL =0...cee cer e (IV. 4)

Elle peut étre exprimée dans cette forme

enoeu 2_
Tl6ft + Trlght + Tbottom +Tt0p - 4 Tnoeud + %—0 TR TR I L] (IV 6)

Exemple IV.1 (conduction de chaleur 2-D, régime permanent dans une barre en L)

Consideére le transfert de chaleur en régime permanent dans un corps solide L dont la
section et données dans la figure Exemple (IV.1) le transfert de chaleur dans la

direction Z est négligeable et donc le transfert de chaleur est bidimensionnelle a
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Isolé

conductivité thermique du corps 15/m.°C. Et la chaleur générée dans corps e

2X10%/m®

-la surface gauche du corps et isolé et la surface en bas est maintenue a une

température uniforme de 90°C la totalité de la surface en haut est soumis a la

température d’air T,,=215°C avec un coefficient de transfert de chaleur convectif et la

surface droite est soumise au flux de chaleur q'r=500/m?

Le nombre de nceuds total égale 15 avec Ax=Ay=1.2cm

Six neeuds sont en bas de la surface et ainsi leur température est température connue

*obtenir les équations de la différence finis et calculer les températures nodales dans

chaque nceud en sachant les équations obtenir.

Ay

A Elément de volume
1 . 2 / < Convection
1 Vo
A X i
2 N il BEEEEE It
] | |
1 : :
y 4 ! 5 3 6 7 8 9
o i
1 | |
e A N D R
1 e
1 | |
10 1 ¢ 12 13 14 15
M| A | M A | Ax -
AN 90°C
Solution exemple 1V.1 :
h.— (T, — Ty Convection
Supposition 2
2
1-Régime permanent et 2-D /1. l/l' . Py
2- K-Cte /1 : A
! y (T,—T
= S <= k'?(ZAx1
3- rayonnement est negligeable < !
Isolé ] !
Neeud 1 /ﬂ ““““ '
Al 4y
S Ax/2 Ax <T4 _ Tl)
L i
a 2 Ay
{
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k.Ay(TZA )+0+k—(—Tl)+h.A7"(T T1)+e1( * Azy)—o

2
hi hi el
_<2+?)T1+T2+T4:—_Too 0

k 2k
Neeud 2
Convection
1 2 3
@ . lL ; ®
Ay Tl_TZ Q i ! ﬂTl;_TZ
k_( Ay) 3‘{@ 5<:' k'z(m)
L\ ______________________ /_4

Ay
k2 (TleTZ) +k 2 (2 ) + k. Ax ( Eo2) 4 h.AX(T, — Ty) + €3 (Ax.2) = 0

2hl 2hl e, 12
Tl—(4+T>T2+T3—2T5=——TOO— 2 )=

k k
Neeud 3
héfa T3)

: S
A_y(Too_T3) E
2" M T => <= h%(Tm—n)

| 6o kirle=ls

® k- (—F— Ay]

k.%(%)+k.A:(T6Ay )+h (Ax + Ay)(T,, — T3)+63( ".A—y):o

r— (2420 7y e e my = -2y, (85) 2
1( k>3 T Tk 2k
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Remarque : le point 4 se situe sur la limite isolée et peut étre traité comme nceud
interne, en remplacgant 1’isolation par un miroir ceci met une image réfléchie au nceud

5 du c6té gauche du neeud 4

Neeud 4 ° Miroir/
T Y
5 [ )
Ts+Ts+ T+ Tig — 4Ty — (B5)= 0o (4)
Noeud 5 :
.12
Ty +To+ T +T,—4Ts — (5)= 0o (5)
2
®
5
ot °
Neeud 6 : -
ceud 6 : o T7—T6) ®
2 Tay 11
( }
T B o
TS _T6 E <: 7( o 6)
kAys( Ax ):>i ﬂh%(’poo —Te) 7
o i c ® ; )
! i Ay T, —Ts
| e R A
T r-r
1 k Ax(H2— 26
[ )
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Ts — T, T, — T 3 — T, Ax
k.Ay( 5Ax 6)+k.Ax( L2 6) - ( 6) (TOo — Te)

+h. —(T — Te) + ( ) (i AyAx) =0

e: 2
T, — 2T — (6 +2) Ty + T, = —180 - 27, — (325 ) =0............... (6)
Neeud 7
hAX(Too_ T7)
6 7 3
: S :
Ay (Ts — T, 3 = k= k_A_y<T8— T7)
_( ) ' ! 2 Ax
2 Ax Y SR

) Ay
SO 2 ) o s
+ e; (AZ—yAx> =0
T, — (4+2“)T7+T8_—180—2—’”T (ejc—lz)=0 .................. (7)

Le nceud 8 identique au neeud 7 la formulation de différence finie peut étre obtenue a
partir du noeud 7

Neceud 8

Y .1\ VAP L LN L L N
7_( +T)8 o~ kK k |~

Noeud 9 h% (T, — To)
Ax=Ay=I1
2 i ﬂ 9
Tys = 90°C ° : ®
Ay Too - Tg i
k—-( )
2 Y Ax P %
: Ax T15 T9
15¢ k— > (A—y)
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Le systeme de 9 équations pour détermination les températures nodales inconnus

2064 T + Ty +T4= 112 oo, (1)
Ty + 4128 Ty + T3 4 2T5 = =224 cooeeeeeeeeeeeeee e, )
Ty —2128T5 + Ts= “12.8 cueeeeeeeeeeee e, (3)
Ty — 4Ty 4 2T5 = 10920 0o (4)
Ty + Ty —4Ts + Tg=-109.2. . 00eeiiee e (5)
Ty 4+ 2T5 — 6.128T5 + Ty = 21200 0ccceeeeeeeeeeeeeeeeeeee e (6)
Tg — 4.128T; + Tg= 2024 ..oeeeeeeeeeeee e, 9)
Ty — 4.128Tg 4 To = -202.4 0o oo (10)
Tg — 2.064Tg = 1052, ....ovovoeoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, (11)

En utilisant la méthode de Gauss-Seidel au thomas, la solution de systéme donne

T, = 112.1°CT, = 110.8°CT; = 106.6°CT, = 109.4°C
T; = 108.1°CT; = 103.2°CT, = 97.3°CTg = 96.3°C

Ts = 97.6°C.
Exemple V.2

Un corps long et solide est soumis a un transfert thermique bidimensionnel régulier.

Les températures nodales inconnues et le taux de perte de chaleur de la surface

inférieure a travers une section de 1 m de long doivent étre déterminés.

Hypothéses
1. Le transfert de chaleur a travers le corps doit étre régulier
et bidimensionnel.

2. La chaleur est générée uniformément dans le corps.

3. Le transfert de chaleur par rayonnement est négligeable
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Propriétés : La conductivité thermique est donnée comme étant k =45 W /m. ° C.

Analyse L'espacement nodal est donné AX = AY = L = 0,05 m, et la forme générale
de différence finie d'un nceud intérieur pour une conduction thermique
bidimensionnelle stable est exprimée comme

|2

g
Tiet + Ttop + Tright + Thottom — 4 Thode +% =0
Ou
Gnoad© _ Gol® _ (8x10% W/m®)(0.05m)? _g35°C
k k 214 W/m-°C '

Les équations aux différences finies pour les nceuds limites sont obtenues en
appliquant un bilan énergétique sur les éléments volumiques et en prenant la direction

de tous les transferts de chaleur vers le nccud considéré:

_ _ _ .12
Neeudl( convection): kl— 2401, +Kkl 290-T, + k1325 LA +hI(T, -T)+ eol” _ 0
2 | I 2 2k
.12
Nceud 2 (interieur): 350+290+325+290-4T, + el =0
.12
Nceud 3 (interieur) : 260+ 290 + 240+ 200 - 4T, + Ll =0

Ou k=45W/m.°C, h=50W/m?*.°C, e =8x10° W/m®, T, =20°C
Substitution  T; =280.9°C, T,=397.1°C, Ts=330.8°C,

(b) Le taux de perte de chaleur de la surface inférieure a travers une section de 1 m de

longueur est :

Q = Z Qelement, m = Z hAsurface,m (Th—T)

=h(1/2)(200-T, ) +hl(240—T, ) +hI(T, =T, )+ h(1/ 2)(325-T,)
= (50 W/m? -°C)(0.05 m x 1 m)[(200 - 20)/2 + (240 - 20) + (280.9 - 20) + (325 - 20)/2]°C = 1808 W
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Chapitre V

DISCRETISATION DE L’EQUATION DE LA CONDUCTION DE
CHALEUR EN REGIME TRANSITOIRE PAR LA METHODE DE
LA DIFFERENCE FINIE

V.1 Discrétisation de I’équation de la conduction de chaleur en
régime transitoire par la méthode de la différence finie

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode de la différence finie pour résoudre

le probléeme transitoire, dans ce probleme les températures changent avec le temps

. # aussi bien que la position, et donc la solution des différance finies du probléme

transitoire exige un discrétisation en temps et en espace (Fig V.1)
i+ o o

Tm_1 Tml+l Tm+1 !

AT
! Tm—lI Tml Tm+1l
2
1

Ax Ax
/—/%/—/H N
0 1 2 m-1 m M+

Fig V.1 formulation de la différence du probléme transitoire en temps et en espace

Dans les problémes transitoires 1’exposant (i) est utilisé comme compteur
d’incrément de temps correspond a la condition initiale spécifique en général ‘i’ a ti=1
At

(At incrément du temps, le pas de temps)

T)! : Représentela température aux nceuds m a 1’incrément de temps

la chaleur transférée de changement
dans 1 élméntde Volume\ la chaleur générée de
| a dans 1 élmént de \ | énergie | élément
partir des toutes ses + volume = de
surface | a durant volume
durant / At durant
At At
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OnY, toutes Q+At . E.gen .élément = AEélément ver rwa e was res e nera (V 1)

lessurfece

Avec
AEgement = Etpar — E¢ = mep(Tipp — To) = p.dx. A, C. (Teyp Tp). (V. 2)

p est la masse volumique, Cp est la chaleur spécifique de 1’élément en divisant
I’équation V. 1 par At

71 7 _AE']' p.v’l' .CpAt
Y toutes Q'+ At.Ege,.élément = EZ‘:em = eemZT .. (V.3)
les surfece

Pour n’importe quels nceuds dans I’élément de volume 1I’équation est :

14 T -1}
Y toutes Q+At.Ege,.€lément = P- Verement - Cp == wov o (V.4)

les surfece A

OuT'*let T} représentela température du nceud m aux temps t; = iAtet ti.g =(i+1)Atet
T H1—Ti représente le changement de température du nceud m durant I’intervalle de

temps At entre les incrément i et i+1 (Fig V.2)

AE=p.v.Cp. At = p.V. Cp. (TETE=TE) e v v e et v e v v v v e (V. 5)

Elément de volume

pd

® o~

Noeud m’

Fig. V.2 de changement en régime dans 1’élément de volume durant un intervalle de
temps At

Ti+1 = T. Pas de changement de temperature en fonction de temps

e Meéthode explicite :

EZeJ‘;ﬁi?ace Q+ Egen - élément = p. Viigment - Cp = " LU 'A)
e Méthode implicite :
. . Ti+1_Ti
Z toutes Q'l+1+ Egg& elment = p'Vélément . Cp % Cre ee ees e (V 7)

les surfece
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V.2.Conduction de chaleur transitoire dans une paroi plane

Considére la conduction de chaleur transitoire dans une paroi plane en régime
transitoire d’une paroi plane d’épaisseur L avec génération de chaleur e(x, t) ,qui

doit varier avec le temps et la position, et la conductivité thermique k est constante et
un maillage de deux dimensions Ax = % et des noeuds a,1,2...... ,M dans la direction x

voir figure (Fig V.3)

Noter que Vejgment = A. Ax, pour un nceud interne la formulation des différance finies

en régime transitoire peut étre exprimée en utilisant 1’équation (V.3) comme.
Elément de volume .......

4k

Paroi plane C bm
3-.- i+1m i /A
(Tm+1 - Tm)
Thno1—Tp) e G KA ——m——
K.A.W IR KA1
® e e f—% e e e l—»
1 2 m1l1 ' m | m+l M-1 M

Fig V.3 les nceuds et 1’élément de volume pour la formulation de la différence finie

transitoire de la conduction 1-D dans une paroi plane.

Ti+1_Ti Ti+1_Ti Ti+1_Ti
K.A.mA—tm + K.A.mA—tm + €4en clément -A-AX = p.CpA. AxmA—tm ..(V.8)
L’Eq 5.6 par (1?_:\) I’équation V.5 devient

e a2 _ Ax? i i
Tn-1 = 2Ty + Ty ¥ 222 —E(T,;“—T,;) STUTREN ( 'A°))
Ko e . :
a= oG Diffusivité thermique de la paroi [m?/s]
-up
a At
¢, Ty =T,
Ty_1— 2T, + Tyt m'kA"z = . ) e (VL11)
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V.3.1.Formulation explicite des différences finies :

. . i i+1_pi

= 2T 4 Ty T S (T TR) . (V.12)

. . . . ei'
Tl = o(Th 4Tk ) + (1 = 20T + 1 ’"TA’CZ e (V.13)
m=1,23....M-1
V.3.2Formulation Implicite des différences finies :

' AXZ (Ti+1_Ti )
TirL — Tl 4 Tl 4 eldl — =1 T2 (V.14

i+1 i+1 i+ i+ Ax?

T, — (1= 20T + T, + 1 el + Ty, =0.....(V.15)

Tk

Par exemple, la formulation de la conduction aux limites (cas de la conduction) au
nceud 0 (voir Fig.V.4)

Pour le cas de méthode explicite peut étre exprimé comme

h.A (TolO — Té) convection|  —~— ———

el Ti—T¢
do 0-K.A. 10
- Ax h,T.
AX 4 o0
of e - .
0 1 2 3 4

Fig V.4 schéma explicite par la conduction aux limites (cas de la convection) cote

gauche d’une paroi plane

KATli_TOi+hA(Ti TS) + el; (A Ax)— C (A Ax)TlH T (V.16)

. A. < . 0 0 em . . ) =pP.Lp . 2 At .
hAx hAx T.e%

Tt = <1+21—ZTT>T0+21T1+21 p TOO+%........(V.17)

V.3. 1 Criteres de la stabilité pour la méthode explicite

La méthode explicite est facile a utiliser mais elle souffre d’un défaut indésirable qui

séverement son utilisation, la méthode explicite n’est pas conditionnellement stable.
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*Si At n’est pas assis petit, la solution obtenues par la méthode explicite peuvent

osciller et divergent de la solution réelle.

-pour entier tels divergence, la valeur de At dont étre inférieur a une certaine limite

établie par le critére de stabilité

alt
Ax? —

@‘
Il
N| =

Exemple V.1 :

Considérer une plaque large d'uranium initialement a température uniforme est
soumise & une isolation d'un coté et & une convection de l'autre c6té. La formulation
des différences finies transitoires de ce probleme doit étre obtenue, et les tempeératures
nodales apres 5 min et dans des conditions stables doivent étre déterminées

Hypotheses
— T~
1- Le transfert de chaleur est unidimensionnel car la plaque
2 Anai Insulate g
est grande par rapport & son épaisseur. A
(_H

2- La conductivité thermique est constante. b

3- Le transfert de chaleur par rayonnement est négligeable.

Propriétés La conductivité et la diffusivité sont données pour étre k = 28 W/m-°C et
a=125x10"° m?/s.

L'espacement nodal est donné Ax = 0,02 m. Ensuite, le nombre de nceuds devient
M=L/ax+1= 0,08 / 0,02 + 1 = 5. Ce probleme implique 5 températures nodales
inconnues, et donc nous devons avoir 5 équations. Le nceud 0 est sur une fronticre
isolée, et nous pouvons donc le traiter comme une note intérieure en utilisant le
concept d'image miroir. Les nceuds 1, 2 et 3 sont des nceuds intérieurs, et donc pour
eux, nous pouvons utiliser la relation de différence finie explicite générale exprimée

comme.

a) la Méthode explicite

enAX® T H-T,
T

T, 2T 47! +

m+1

N

EQV.13: T = 1(Th_y 4T 41 + (1 — 20T + 7282 (V.13)
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L'équation aux différences finies pour le nceud 4 sur la surface droite soumise a
convection est obtenue en appliquant un bilan énergétique sur I'élément demi-volume
autour du nceud 4 et en prenant la direction de tous les transferts de chaleur vers le

nceud considéré:

1A i1 i i i e'Ax?
NoeudO(isole): T,” =7(T, +T,)+(@Q-27)T, +7

- i1 i i i e'AX?
Noeud 1 (intérieur) : T, =T, +T,)+(A-270)T, +7

N i1 i i i e'AX’?
Noeud 2 (intérieur) : T, =T +T;)+@Q-27)T, +¢

- i+ i i i e'AX’
Noeud 3 (intérieur) : T, =T, +T,))+(Q-20)T, +7

i Ti i+l i
Noeud 4 (intérieur): h(T, —T,)+k2 & 4o &X_ ) AXcTa —Ta
AX 2 2 At

Ti—Ti . . , Ax Ax
K.A——+hA (TL —T) + e} (A?) =p.Cp (A?)

Ty
At

En divisant cette équation par k.A/Ax. 2

A . . , , /A i+1_i
2h.7x(To‘0 —T)) +2(Ti = T}) + e (_x) _ 4

k T

OuAx=0.02m, g, =10° W/m®, k =28 W/m-°C, h=35W/m?.°C, T, =20°C, et «=12.5x10"°
m?/s.

La limite supérieure du pas de temps At est déterminée a partir des criteres de stabilité
qui nécessitent que tous les coefficients primaires soient supérieurs ou égaux a zéro.

Le coefficient le plus petit dans ce cas, et donc les criteres de stabilité pour ce

probleme peuvent étre exprimés comme.

Le critére de stabilité

142 ) hAx>0 < 1 alAt
T—27T——>0> 1<——m— > T=—
k T R

A< (0.02m)?
 2(12.5x107® m?/s)[1+ (35 W/m?.°C)(0.02 m) /(28 W/m°C)]

=15.65
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Ax?
NS

< 15.55

Par conséquent, tout pas de temps inférieur a 15,5 s peut étre utilisé pour résoudre ce
probléme. Pour plus de commodité, choisissons le pas de temps At = 15 s. Ensuite, le

nombre de Fourier maillé devient

En prenant At =155 = 7 = 2~ 0.45875

Ax?

Remarque : n’importe quel At< 15.5s peut étre choisir pour résoudre ce problémes

En substituant cette valeur et d'autres quantités données, les températures nodales

apres 5x60 / 15 = 20 pas de temps (5 min) sont déterminées comme étant

Apres 5 min: T =228.9°C, T, =228.4°C, T,=226.8°C, T3=224.0°C, et T,
=219.9°C
(b) Le temps nécessaire pour un fonctionnement transitoire a établir est déterminé en
augmentant le nombre de pas de temps jusqu'a ce que les températures nodales ne
changent plus. Dans ce cas, un fonctionnement stable est établi en ---- min, et les
températures nodales dans des conditions stables sont déterminées comme étant
Tp=2420°C, T;=2413°C, T,=2391°C, T3=2356°C, et T,=2306°C
Discussion

La solution stable peut étre vérifiée indépendamment en obtenant la formulation de
différence finie stable et en résolvant les équations résultantes simultanément.

Time [s] T, [C] T, [C] T3 [C] T, [C] T5 [C] Rangée
0 100 100 100 100 100 1
15 106.7 106.7 106.7 106.7 104.8 2
30 113.4 113.4 113.4 112.5 111.3 3
45 120.1 120.1 119.7 119 117 4
60 126.8 126.6 126.3 125.1 123.3 5
75 133.3 133.2 132.6 131.5 129.2 6
90 139.9 139.6 139.1 137.6 135.5 7
105 146.4 146.2 145.4 144 141.5 8
120 152.9 152.6 151.8 150.2 147.7 9
135 159.3 159.1 158.1 156.5 153.7 10

3465 1217 1213 1203 1185 1160 232
3480 1220 1216 1206 1188 1163 233
3495 1223 1220 1209 1192 1167 234
3510 1227 1223 1213 1195 1170 235

e
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3525 1230 1227 1216 1198 1173 236
3540 1234 1230 1219 1201 1176 237
3555 1237 1233 1223 1205 1179 238
3570 1240 1237 1226 1208 1183 239
3585 1244 1240 1229 1211 1186 240
3600 1247 1243 1233 1214 1189 241
Tableau V.1

Variationde Ty, Ty, T3, Tx ,Ts, T, T, €t Tg avec le temps obtenues par la
méthode explicit

V.4.Conduction thermique transitoire 2-D

Elément de volume

m, n+1
T n+1
By R . it CEEEEREE ,
1 |
l m-1, n : m, n | m+1, n
® . | ® n
[ ! -
Ay L _________ _I ________ :
m, n-1
l n-1
— Ax AX ———»
m-1 m M+1

Fig V.5.L’¢1ément de volume d’un nceud interne (m, n) pour la conduction thermique

transitoire en coordonnés cartésiennes.
Considérer une région rectangulaire dans laquelle la conduction thermique est
importante dans AZ=1 dans la direction Z.

La chaleur peut étre généreé dans le milieu a un taux de e*(x, y, t) la quelle peut varier
avec le temps et la position avec la conductivité thermique k du milieu supposer

constant.

diviser le plan x,y de la région en maille rectangulaire de nceuds (espace) ayant des
nceuds uniforme AX et Ay, et considérer un nceud intérieur général(m,n) dont sec

cordonnée sont X = m.Ax et y = m.Ay (voir fig V.5).

Noter que 1’élément de volume centré au tour de I’intérieur général

V ¢gment=AX. Ay.1=Ax. Ay
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La formulation des différance finies en régime transitoire pour en nceuds intérieure

général sur la base de I’équation

., Ti+1_Ti
Z toutes Q'+ E;gen .€lément = P- Véiément - Cp = At =
les surfece

Tm,n—l_Tm,n

Tm—l,n_Tm,n Tm+1,n_Tm,n

K.Ay. + K. Ay. + K. Ax.
EY: Y: At -
K Ay et T A Ay = p. Cp. Ax T
. . At gen élément - -4y p.LpA. At
Si la AX.Ay=L.
e 2 Ti+1_Ti
Tm—l,n _4 Tm,n + Tm+1,n +Tm—1,n + Tm+1,n + m:L = m'nr =
Avec:
a= p_C (Dif fusivité thermique)
+ WP
a At ]
T= e (nombre de F ourier)
e Méthode explicite :
i i ; ; ; eloend L2 _ ThHA-Th
Tleft + Tright+Tblottom + tlop - 4Trtoeude M noe?;c - 2
Ti-l—l =1 (Tl + Ti_ +Ti + i ) + (1_4 T)Ti + T er'lioeud L2
noeude *\Uleft right ~ * bottom top noeude k

m=1,2,3,...... M-1 valable pour les nceuds internes.

Critere de stabilité :

1-41t>0
alAt 1

T=—o<
Ax?2 ~ «

Remarque : la méthode implicite est inconditionnellement stable, n’importe quelle
valeur de At peut étre utilisé a la méthode implicite.

Methode implicite :

En exprimant I’Eq 5.19 a I’incrément de temps i+1 le cOté gauche au bien i, on
obtient la formulation implicite
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2 i+1 i
i+1 i+1 i+1 i+1 i+1 noeud L Tmn —Tmn
Tleft Tng ht+Tb0ttom Ttop - 4'Tnoeude Kk T
Exemple V.2 :

La conduction de chaleur a travers une barre longue est solide en forme de L avec des
conditions aux limites spécifiées est considérée. La température au coin supérieur
(noeud # 3) du corps apres 2, 5 et 30 min doit étre déterminée avec la méthode des

différences finies explicites transitoires.

Hypothéses

h, T.
1- Le transfert de chaleur a travers le corps est considéré L2 3
Comme transitoire et bidimensionnel. q

2- La conductivité thermique est constante.

3- La génération de chaleur est uniforme. /
140

Propriétés : La conductivité et la diffusivité sont données pour étre k = 15 W/m-°C et
a=32x10"° m?/s.

Une analyse

L'espacement nodal est donné Ax = Ay = | = 0,015 m. Les équations aux différences
finies explicites sont déterminées sur la base du bilan énergétique pour le cas

transitoire exprimé en

T|+1 TI

ZQ + Gelement = IOVeIementC At

All sides

Les quantités h, T,,et e'ne changent pas avec le temps, et donc nous n‘avons pas
besoin d'utiliser I'exposant i pour elles. De plus, les expressions du bilan énergétique

peuvent étre simplifiées en utilisant les définitions de la diffusivité thermique et le

nombre de Fourier maillé sans dimension r = aAt/120UAx=Ay =1. On note que tous

les nceuds sont des nceuds limites sauf le nceud 5 qui est un nceud intérieur. Par
conséquent, nous devrons nous fier aux bilans energétiques pour obtenir les équations
aux différences finies. En utilisant les bilans énergétiques, les équations aux

différences finies pour chacun des 8 nceuds sont obtenues comme suit:
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TI Ti Ti_Ti 2 2 TI+1 Ti
Noeud1: qu+h (T, T) k|—1+kl¥+e-l_: I _C
2 | 2 | 4 P47 A

i | TI T -|-| 2 2 i+l i
Noeud2: (T, —T,) + kIT LERPL +kl +e'|—: Pel =T
| 2 I I 2 2 At

[ [ i Ti 2 2 i1 Ti
Nowutd: NI(T, ~TJ) +ko 12t koD el plcls —is
I 2 | 4 4 At

2
(I peut étre réorganisé comme T, = (1—42' —42'%)'@ + ZT[TAi +T, +2 T(I T, 823:( ))

TI I 14 TI T Ti 2 2 TI+1_TI
Noeud4: qL|+kl kl 0- +Kkl 4 +e'|—: ! —Cc+—
2 | 2 I | 2 2 At

2
Noeud 5 (intérieur): T, ™ = (1— 47T, +T(TI +T, +T, +140+%]

Noeud®6:
TI T TI 14 _Ti Ti_Ti 2 2 Ti+l_Ti
hI(T, —T/)+ k' kI pif0=Te (AT =T 30 8T =T
| I I 2 | 4 4 At

[ [ i i i 2 2 i+l i
Noeud7 hI(T, —T, N+ le T +le8 T +k|140 T +e'|—=p|—Cu

| 2 | | 2 2 At

i | i 2 2 i+1 i
wahq T)UT kUMT+eL:ICL—k

I I 4 4 At

Ou e =2x10" W/m?®, ¢, =8000W/m?, | = 0.015 m, k =15 W/m-°C, h = 80

W/m®.°C, et T,, = 25°C.

La limite supérieure du pas de temps At est déterminée a partir des criteres de stabilité
qui nécessitent que le coefficient deT! dans T I'expression (le coefficient primaire)
soit supérieur ou €gal a zéro pour tous les nceuds. Le plus petit coefficient primaire
dans les 8 équations ci-dessus est le coefficient de T, dansT,*! I'expression car il est

exposé a la plupart des convections par unité de volume (cela peut étre Vérifié), et

donc les critéres de stabilité pour ce probléme peuvent étre exprimés comme :

1 |2
<——— 5> A——
4(1+hl/k) 4a(1+hl/k)
Depuis 7 = At /12 En substituant les quantités données, la valeur maximale admissible

1—41’—41’%20 —

du pas de temps est déterminée comme étant

(0.015m)?
4(3 2x107° m?/s)[1+ (80 W/m*.°C)(0.015 m) /(15 W/m. oC)]

e
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Par conséquent, tout pas de temps inférieur a 16,3 s peut étre utilisé pour résoudre ce
probleme. Pour plus de commodité, nous ne choisissons que le pas de temps soit At =
15 s. Ensuite, le nombre de Fourier maillé devient
_ oAt (3.2x107° m?/s) (155)
12 (0.015m)?

En utilisant la condition initiale spécifiée comme solution au temps t = 0 (pour

=0.2133 (PourAt =155)

i =0), le balayage des 9 équations ci-dessus donnera la solution a des intervalles de 15
s. A l'aide d'un ordinateur, la solution au nceud du coin supérieur (nceud 3) est
déterminée a 441, 520 et 529 ° C a 2, 5 et 30 min, respectivement. On peut montrer

que la solution d'état stationnaire au nceud 3 est 531 ° C.

Time | T,[C] | TL[C] | T5[C] | T4[C] | Ts[C] | TeIC] | T;[C] | Ts[C] | Rangée
[s]

0 140 140 140 140 140 140 140 140 1
15 203.5 | 200.1 | 196.1 | 207.4 204 201.4 | 200.1 | 200.1 2
30 265 259.7 | 252.4 | 258.2 | 253.7 | 243.7 | 232.7 | 232.5 3
45 319 312.7 | 300.3 | 299.9 | 293.5 | 275.7 | 252.4 | 250.1 4
60 365.5 | 357.4 | 340.3 | 334.6 | 326.4 | 300.7 | 265.2 | 260.4 5
75 404.6 | 3949 | 373.2 | 363.6 | 353.5 | 320.6 | 274.1 267 6
90 437.4 | 426.1 | 400.3 | 387.8 | 375.9 | 336.7 | 280.8 | 271.6 7
105 | 464.7 | 4519 | 422.5 | 407.9 | 394.5 | 349.9 286 275 8
120 | 487.4 | 473.3 | 440.9 | 424.5 | 409.8 | 360.7 | 290.1 | 277.5 9
135 | 506.2 491 456.1 | 438.4 | 422.5 | 369.6 | 293.4 | 279.6 10

1650 | 596.3 | 575.7 | 5285 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 111

1665 | 596.3 | 575.7 | 5285 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 112

1680 | 596.3 | 575.7 | 528.5 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 113

1695 | 596.3 | 575.7 | 5285 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 114

1710 | 596.3 | 575.7 | 5285 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 115

1725 | 596.3 | 575.7 | 528.5 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 116

1740 | 596.3 | 575.7 | 5285 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 117

1755 | 596.3 | 575.7 | 528.5 | 504.6 | 483.1 | 4119 | 308.8 | 288.9 118

1770 | 596.3 | 575.7 | 5285 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 119

1785 | 596.3 | 575.7 | 5285 | 504.6 | 483.1 | 411.9 | 308.8 | 288.9 120

Tableau V.2
Variationde Ty, T,, T3, Ty, Ts, Ty, T; €t Tg avec le temps obtenues par la
méthode explicit
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