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Chapitre 01 : Séries numériques

| Chapitre 01 : Séries

numeriques



La convergence d'une série numérique

1. Séries a termes réels
1.1. La convergence d'une série numérique

&, Définition

Soit (u4,,),en une suite de nombres réels. On appelle série numérique de terme général u,, toute expression de la
forme:ug + uy + -+ u, + - :Zun
n>0

ou les nombres réels ug, U, - - - , U,, - - - sont appelés termes de la série et u,, est appelé terme général de la série.

Considérons maintenant les sommes partielles suivantes

So = uop

S = up + uy

Sp=ug+u +---+u,= Zm
k=0

Le nombre S ,, est appelé somme partielle d'ordre n de la série Z u, et la suite (S ,,),, est appelée suite des sommes
n=0
partielles de la série Z Uy.

n=0

O Exemple

- Z aq,, a # (0 — Série géométrique de raison g.

n>0

- 1
Z — — Série Harmonique.
n

n>1

&, Définition

Soit E U, une série a termes réels. On dit que la série E u,, converge si la suite des sommes partielles (5 ,,),,

n=>0 n>0
converge et qu'elle diverge si la suite des sommes partielles diverge.

O Exemple
. yanl 7 ya 1
Soit Z U, la série de terme généraluy,, = ———, n >
nn+1)
n>1
o 1 1
Le terme u,, peut se réécrire sous la formeu,, = — — , n>1
n n+1

- La somme partielle de la série

n

Sn:Zuk:u1+u2+---+un
k=1

a-bed o bbb

— __).+ (__._

n—-1 n n n+1

)



Opérations algébriques sur les séries numériques

Ona lim §,= lim 1- 1.

n—+oo n—+oo n—+ 1 B

donc la série E u, est convergente de somme S = 1.

n>1

1.2. Opérations algébriques sur les séries numériques

¢ Fondamental

Soient E u, et E V,, deux séries numeériques, alors on a les propriétés suivantes

n>0 n=>0

Si Z u,, est convergente de somme S ; et si Z v,, est convergente de somme .S 5, alors Z u, + v, est

n>0 n>0 n=>0
convergente de somme S| + 5.

Si Z u,, est convergente de somme S jetsia € R alors Z au,, est convergente de somme as ;.
n=0 n=0
Si Z u, est convergente et si Z v, est divergente alors Z u, + v, estdivergente.

n>0 n=0 n=0
Si les deux séries E U, et E V,, sont divergente, alors on ne peut rien conclure sur la nature de la série

n>0 n>0
E U, + v,

n>0



Théorémes de comparaison

2. Séries a termes positifs
2.1. Théorémes de comparaison

&, Définition

On appelle série & terme positif toute série dont le terme général u,, > 0 pour tout n > 0.

Q Fondamental

Soit E U, une série a termes réels positifs, alors cette série converge vers S si et seulement si la suite des sommes

n=>0
partielles (S ,,),, est majorée c-a-d

S, < S pourtoutn > 0.

Q Fondamental

Soient Z U, et Z V,, deux séries a termes positifs vérifiant

n>0 n=>0

dny € N, tel que pour tout n > ny, u, <v,

- Sila série E V,, est convergente alors la série E U, est convergente.

n>0 n>0

Si la série E u,, est divergente alors la série E Vv, est divergente.

n>0 n=0

© Complément

Soient Z u, et Z v, deux séries & termes positifs, s'il existe a, b > 0 vérifiant
n=0 n=>0

au, < v, < bu,

alors E u, et E V,, sont de méme nature.

n>0 n>0

Q Fondamental

.u

Soient E u, et E v,, deux séries & termes positifs, s'il existe un réel [ (ou/ = +o0) tel que lim — =/
n—+oo y
n>0 n=>0 n

- Sil = Oetlasérie E V,, est convergente alors la série E u, est convergente.

n>0 n>0

- Sil = +ooetla série Z V,, est divergente alors la série Z u, est divergente.

n>0 n=0

Sil # 0etl # +ooalors les deux séries Z u, et Z V,, sont de méme nature.

n>0 n>0



Test d'acquisitions

2.2. Regles usuelles de convergence

&, Définition : Série de Riemann

On appelle série de Riemann toute série numérique dont le terme général i,, = —.
n

S Remarque

La série de Riemann est convergente pour tout & > 1.

9 Fondamental : Régle de Riemann

La régle de Riemann revient a comparer une série a termes positifs a une série de Riemann.

Soit Z U, une série a termes réels positifs et soit @ € R, supposons qu'il existe un réel positif / (ou [ = +090) tel
nz.l
que lim n%u, =1
n—+oo
- Sil = 0eta > 1alors la série Z u, est convergente.
n>1
Sil = +ooeta < 1alors la série Z u, est divergente.

n>1

1
Sil # Oetl # +ooalors les deux séries Z u, et Z — sont de méme nature.
n

n>1 n>1

9 Fondamental : Regle de d'Alembert

Soit Z U, une série a termes réels strictement positifs, supposons qu'il existe un réel positif / (ou [ = +00) tel que

n>1

. Up+1
lim =¥

n—+oo un

= Sil < 1alors la série Z u,, est convergente.
nx>1
Sil > 1alors la série Z u,, est divergente.

n>1

¢ Fondamental : Régle de Cauchy

Soit Z U, une série & termes réels strictement positifs, supposons qu'il existe un réel positif / (ou [ = +00) tel que

n=1

lim (u,)n =1
n—+oo
- Sil < 1alors la série Z u,, est convergente.
n=>1
Sil > 1alors la série Z u,, est divergente.

n>1



Test d'acquisitions



Exercice

3. Test d'acquisitions

3.1. Exercice [solutionn®°1 p.11]
1
La série de Riemann Z — est convergente pour tout @ > 1.
n>1 n
O Vrai
O Faux
3.2. Exercice [solutionn®°2 p.11]

Parmi les propositions suivantes lesquelles sont exactes :

O La somme de deux séries convergentes est convergente

O sSi Z U, est convergente et si Z v, est divergente alors Z u, + v, est divergente.

n>0 n=>0 n=0

O La somme de deux séries divergentes est divergente

3.3. Exercice :
Etudier la nature des séries numériques de terme général i,, et calculer leur somme
. 1
un

- 430
n+Dhn+2) "

|
u, =In(1+-), n>1.

n

- Uy, = Vn+1-+n, n>1.

- n’ -1
u, = , n>1.
n-—1

3.4. Exercice [solutionn®°3 p.11]

n> lest:

La somme de la série de terme général u,, =

nn+1)

3.5. Exercice :

Etudier la nature des séries numériques suivantes

) Za_\/ﬁ’ a>0.



Exercice :

cos?(n)

10



Solutions des exercices

Solutions des exercices

> Solution n°1 Exercice p. 9
. . 1
La série de Riemann Z — est convergente pour tout & > 1.
n>1 n
® Vrai
O Faux
> Solutionn°2 Exercice p. 9

Parmi les propositions suivantes lesquelles sont exactes :

@ La somme de deux séries convergentes est convergente

& Si Z U, est convergente et si Z v, est divergente alors Z u, + v, est divergente.
n>0 n>0 n>0
O La somme de deux séries divergentes est divergente

> Solutionn°3 Exercice p. 9

La somme de la série de terme général u, = ———, n > lest:

nn+1)

11 Dr. HAFIRASSOU ZINEB
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