
 أ. لمزاودة العزوم والدالة المتجددة للعزوم............................................................................... :8المحاضرة 

1 

 

المتجددة للعزوم  العزوم والدالة 
(Moment Generating Function)     

 

دراسة بعض في هذه المحاضرة  نحاول  ، سوفستمرةالمالمتقطعة و بنوعيها بعد التعرف على المتغيرات العشوائية  

 المفاهيم الجديدة والتي تتمثل فيما يلي:  

 لمتغير عشوائيم  والعز  ▪

 لمتغير عشوائي  لعزوما  توليددالة  ▪

 متباينة تشيبتشف وقانون الأعداد الكبيرة ▪

   عشوائي:لمتغير    العزوم .1

 :المركزيةالعزوم  البسيطة و   : العزومالعزومنوعين من  بين هنا  نميز 

 : (Initial Moments)ةالبسيط  مو. العز1.1

 متغيرا عشوائيا عرف قانون توزيعه.  X ليكن 

 ، ويرمز إليه بالرمز:  𝑋𝑟هو التوقع الرياض ي للمتغير العشوائي   X  للمتغير العشوائي  ∋ℕ (r   (حيث r  الدرجةالعزم البسيط من 

     𝑚𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟) 

 حالات خاصة: 

𝑚0 = 𝐸(𝑋0) = 𝐸(1) = 1  

𝑚1 = 𝐸(𝑋1) = 𝐸(𝑋) = 𝜇                                                                   
 على هذا الأساس يتم حسابه بالنسبة للمتغير العشوائي المتقطع والمستمر كما يلي:و 

 العزم المرتبط بالأصل في حالة المتغير العشوائي المستمر العزم المرتبط بالأصل في حالة المتغير العشوائي المتقطع

𝑚𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟) = ∑ 𝑥𝑖

𝑖

𝑟

𝑓(𝑥) 𝑚𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟) = ∫ 𝑥𝑟
+∞

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 : 1مثال  

 .3أحسب العزم من الدرجة   •

1/ 2; 1

1/ 3; 2
( )

1/ 6; 3

0

i

x

x
P X x

x

otherwise

=


=
= = 

=




 

 الحل: 

  3الدرجة   البسيط منالعزم 

𝑚3 = 𝐸[(𝑋)3] = ∑ 𝑥3
𝑖 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 

𝑚3 = [13 ⋅
1

2
] + [23 ⋅

1

3
] + [33 ⋅

1

6
] 

𝑚3 =
1

2
+

8

3
+

27

6
=

3 + 16 + 27

6
=

46

6
 

𝑚3 =
23

3
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 :(Central Moments) ةالمركزي  موالعز. 2.1

 .𝜇متغيرا عشوائيا متوسطه الحسابي   X ليكن

𝑋] المركزي  هو التوقع الرياض ي للمتغير العشوائي X  للمتغير العشوائي  ∋ℕ (r   (حيث rمن الدرجة   المركزي العزم  − 𝜇]𝑟 ،

𝑴𝒓                                . أي أن𝑀𝑟ويرمز إليه بالرمز:  = 𝑬[(𝑿 − 𝝁)𝒓];   𝒓 = 𝟏, 𝟐, . . . 

على هذا و كما درسنا سابقا المتغيرات العشوائية هي متغيرات عشوائية متقطعة ومتغيرات عشوائية مستمرة، 

  يحسب العزم المركزي حسب طبيعة المتغير العشوائي سواء متقطع او مستمر.الأساس 

 في حالة المتغير العشوائي المستمرالمركزي  العزم في حالة المتغير العشوائي المتقطعالمركزي العزم 

𝑀𝑟 = ∑(𝑥𝑖

𝑖

− 𝜇)𝑟𝑓(𝑥) 𝑀𝑟 = ∫ (𝑥
+∞

−∞

− 𝜇)𝑟𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 متغير عشوائي له دالة كثافة احتمالية كما يلي: Xليكن : 2  مثال

 أحسب التوقع الرياض ي؛ •

 .3الدرجة  أحسب العزم المركزي من  •

3 / 4; 1

( ) 1/ 4; 2

0

i

x

P X x x

otherwise

 =


= = =



 

 الحل:  

 3العزم المركزي من الدرجة  E(X)= µالتوقع الرياض ي 

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑥𝑖 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖 ) 

𝐸(𝑋) = (
3

4
× 1) + (

1

4
× 2) 

𝐸(𝑋) = 𝜇 =
5

4
 

𝑀3 = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)3] 

𝑀3 = ∑(𝑋 −
5

4
)3 × 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 ) 

𝑀3 = [(1 −
5

4
)3 ⋅

3

4
] + [(2 −

5

4
)3 ⋅

1

4
] 

𝑀3 = [(−
1

4
)3 ⋅

3

4
] + [(

3

4
)3 ⋅

1

4
] 

𝑀3 = −
3

44 +
27

44 =
24

256
=

3

32
 

البسيطة  -3.1 المركزية والعزوم  العزوم   العلاقة بين 

  𝑟يمكن كتابة العزم المركزي من الدرجة  نشير هنا إلى وجود علاقة وطيدة بين العزوم البسيطة والعزوم المركزية،  

 دلالة العزوم البسيطة على الشكل التالي:  ب

=   𝑀𝑟 = 𝐸([𝑋 − 𝐸(𝑋)]𝑟) = 𝐸 [ ∑ 𝐶𝑟
𝑗
. 𝑋𝑗 . (−𝐸(𝑋))

𝑟−𝑗𝑟
𝑗=0   ] ; 𝑟 ∈ ℕ 

 ثابت فإن:   𝐸(𝑋)مع العلم أن و 

   𝑀𝑟 = 𝐸([𝑋 − 𝐸(𝑋)]𝑟) = ∑(−1)𝑟−𝑗

𝑟

𝑗=0

𝐶𝑟
𝑗
𝐸(𝑋𝑗)[𝐸(𝑋)]𝑟−𝑗  ;    𝑟 ∈ ℕ 

   𝑀𝑟 = 𝐸([𝑋 − 𝐸(𝑋)]𝑟) = ∑ (−1)𝑟−𝑗𝑟
𝑗=0 𝐶𝑟

𝑗
𝑚𝑗𝑚1

𝑟−𝑗
;     𝑟 ∈ ℕ     (∗)= 

𝑀0     خاصة:   لاتحا = 1    ،   𝑀1 = 0      ،   𝑀2 = 𝑚2 − 𝑚1
2 = 𝜎2 

 العزم المركزي من الدرجة الثالثة بدلالة العزوم البسيطة.حسب  : أ3مثال

 يكون لدينا:   (∗): من العلاقة  الجواب
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   𝑀3 = 𝐸([𝑋 − 𝐸(𝑋)]3) = ∑(−1)3−𝑗

3

𝑗=0

𝐶3
𝑗
𝑚𝑗𝑚1

3−𝑗
      

𝑀3                                             وبالتالي:   = −𝐶3
0𝑚0𝑚1

3 + 𝐶3
1𝑚1𝑚1

2 − 𝐶3
2𝑚2𝑚1 + 𝐶3

3𝑚3𝑚1
0 

𝑀3                                                                           إذن: = −𝑚0𝑚1
3 + 3𝑚1𝑚1

2 − 3𝑚2𝑚1 + 𝑚3𝑚1
0 

𝑀3                                                                                                   ومنه:   = −𝑚1
3 + 3𝑚1

3 − 3𝑚2𝑚1 + 𝑚3 

𝑀3                                                                                               أي أن: = 𝑚3 − 3𝑚2𝑚1 + 2𝑚1
3 

 : 4مثال

𝑋 دالة كثافة احتماله:     متغير عشوائي𝑓(𝑥) = {

1

2√𝑥
;       𝑥 ∈ [0,1]    

0;          𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒  
 

البسيط من الرتبة  أحسب الع -1  ى. الأربعة الأول  ةثم استنتج العزوم البسيط rزم 

 (r =0,1,2,3) أوجد العزوم المركزية الأولى -2

 الحل:  

من الرتبة  احس  - 1  .  rب العزم البسيط 

=𝑚𝑟 = 𝐸(𝑋𝑟) = ∫ 𝑥𝑟 .
𝑑𝑥

2√𝑥
=

1

2
∫ (𝑥𝑟−

1

2) 𝑑𝑥
1

0

1

0
=

1

2
[

𝑥𝑟+(1 2⁄ )

𝑟+(1 2⁄ )
]

0

1

=
1

2𝑟+1
 

𝑚0الاستنتاج:    = 1;    ،        𝑚1 = 1 3⁄    ،        𝑚2 = 1 5⁄  ،        𝑚3 = 1 7⁄ 

 (r =0,1,2,3د العزوم المركزية الأولى )اجإي  - 2

𝑀0 = 1;  ،          𝑀1 = 0    ،            𝑀2 = 𝜎2 = 𝑚2 − 𝑚1
2 =

1

5
−

1

9
=

4

45
  ، 

   𝑀3 = 𝑚3 − 3𝑚2𝑚1 + 2𝑚1
3 = 1 7⁄ − 3 (

1

5
) (

1

3
) + 2 (

4

45
)

3
= −0.056 

 

 (Moment Generating Function). الدالة المولدة للعزوم  2

𝑡 هي الدالة ، Xتغير عشوائي  لملعزوم  اد  يولتدالة  → 𝑚𝑋(𝑡)  ذات المتغير الحقيقي𝑡  ة بالعلاقة الرياضية  المعرف

𝒎𝑿                                                                     التالية: (𝒕) = 𝑬[𝒆𝒕𝑿] 

متقطع:للعزوم  ا ديولت. دالة 1.2  متغير عشوائي 
 فإنه يمكن حساب الدالة المولدة للعزوم كما يلي: P(x)له دالة كثافة احتمالية   امتقطع  اعشوائي  امتغير  Xكان  إذا 

𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑋] = ∑ 𝑒𝑡𝑥

∞

𝑥=0

. 𝑝(𝑋 = 𝑥)  

𝑝(𝑋 معرف بدالة الكثافة الاحتمالية:  اعشوائي امتغير  Xإذا كان   : 1مثال = 𝑥𝑖) = {

1 5⁄ ;   𝑥 = 0

3 5⁄ ;   𝑥 = 1
1 5⁄ ;   𝑥 = 2 
0; 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

  .X العشوائي المولدة لعزوم المتغيرأوجد الدالة 

 :  الحل

 Xإيجاد الدالة المولدة للعزوم للمتغير العشوائي 

𝑚(𝑡)           نعلم أن:  = 𝐸[𝑒𝑡𝑋] = ∑ 𝑒𝑡𝑥2
𝑥=0 . 𝑝(𝑋 = 𝑥) 

𝑚(𝑡)ومنه:     = 𝑒0𝑡 . (1 5⁄ ) + 𝑒1𝑡. (3 5⁄ ) + 𝑒2𝑡. (1 5⁄ ) 
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(                                   أي أن: =  
1

5
(𝑒2𝑡 + 3𝑒𝑡 + 1) m(t)= 

1

5
(𝑒0𝑡 + 3𝑒1𝑡 + 𝑒2𝑡) 

مستمر:2.2 متغير عشوائي   . الدالة المولدة لعزوم 
 فإنه يمكن حساب الدالة المولدة للعزوم كما يلي:  f(x)له دالة كثافة احتمالية  امستمر  اعشوائي  امتغير    Xإذا كان  

𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑋] = ∫ 𝑒𝑡𝑋
+∞

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

 ، f(x)دالة كثافة احتمالية   مستمر له  متغير عشوائي X:  2  مثال

1 أوجد الدالة المولدة للعزوم لهذا المتغير.
;0 2

2( )

0

x x
f x

otherwise


 

= 



 

 الحل:  

𝑚𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑋] = ∫ 𝑒𝑡𝑥
2

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

2
∫ 𝑥𝑒𝑡𝑥

2

0

𝑑𝑥  

 نلاحظ أن هذا التكامل هو تكامل بالتجزئة من الشكل: 

∫ 𝑈𝑑𝑉 = [𝑈𝑉]𝑎
𝑏 − ∫ 𝑉𝑑𝑈

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

=
1

2
∫ 𝑥𝑒𝑡𝑋

2

0

𝑑𝑥 

𝑚𝑥(𝑡) =
1

2
[
𝑥𝑒𝑡𝑥

𝑡
]

0

2

− ∫
𝑒𝑡𝑥

𝑡

2

0

𝑑𝑥

=
1

2
[
𝑥𝑒𝑡𝑥

𝑡
]

0

2

−
1

𝑡
∫ 𝑒𝑡𝑥

2

0

𝑑𝑥 

𝑚𝑥(𝑡) =
1

2
[[

𝑥𝑒𝑡𝑥

𝑡
]

0

2

−
1

𝑡
[
𝑒𝑡𝑥

𝑡
]

0

2

]

=
𝑒2𝑡

𝑡
−

𝑒2𝑡

2𝑡2 +
1

𝑡2 

 ة تكون بالطريقة التالية:ملاحظة: عملية التكامل بالتجزئ

{
𝑈 = 𝑥
𝑑𝑉 = 𝑒𝑡𝑥 {

𝑑𝑈 = 1

𝑉 =
𝑒 𝑡𝑥

𝑡

 

 

يمكن استعمال طريقة المشتقات للحصول على نفس و 

 ، وهي أسهل للطالب. النتيجة

 

من الدالة المولدة للعزوم -3.2  اشتقاق العزوم 

اعتمادا على العلاقة   - إن وجدت- انطلاقا من دالة توليد العزوم  (𝑟)من الدرجة     𝑚𝑟يمكن الحصول على العزوم البسيطة 

 الرياضية التالية:

𝒎𝒓 = 𝑬(𝑿𝒓) =
𝒅𝒓𝒎(𝒕)

𝒅𝒕𝒓
|
𝒕 = 𝟎

= 𝒎𝑿
(𝒓)

(𝟎)    

 البرهان:  

 فإن:   (0جوار )عدة مرات في جودة وقابلة للاشتقاق  إذا كانت دالة توليد العزوم مو

𝑚𝑋(𝑡) = 1 +
𝑡

1!
𝑚𝑋

′ (0) +
𝑡2

2!
𝑚𝑋

′′ (0) +
𝑡3

3!
𝑚𝑋

(3)(0) + ⋯ +
𝑡𝑟

𝑟!
𝑚𝑋

(𝑟) (0) + ⋯ (∗) 

𝑚𝑋(𝑡)أيضا:               = 𝐸(𝑒𝑡𝑋) = 𝐸 (1 +
𝑡𝑥

1!
+

(𝑡𝑥)2

2!
+

(𝑡𝑥)3

3!
+ ⋯ +

(𝑡𝑥)𝑟

𝑟!
+ ⋯ ) 

𝑚𝑋(𝑡)إذن:   = 𝐸(𝑒𝑡𝑋) = 1 +
𝑡

1!
𝐸(𝑋) +

𝑡2

2!
𝐸(𝑋2 ) +

𝑡3

3!
𝐸(𝑋3 ) + ⋯ +

𝑡𝑟

𝑟!
𝐸(𝑋𝑟 ) + ⋯ (∗∗) 

𝒎𝒓          نجد أن: (∗∗)و    (∗)وبالمطابقة بين العلاقتين  = 𝑬(𝑿𝒓) = 𝒎𝑿
(𝒓)

(𝟎)  
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m(t) الدالة المولدة للعزوم التالية:  استخدم : 1مثال =
1

5
(𝑒2𝑡 + 3𝑒𝑡 + لحساب التوقع الرياضي  (1

    .𝑋للمتغير العشوائي  والتباين

 الحل:  

التوقع الرياضي: -1 = 1=حساب 
1

5
(5) 𝐸(𝑋) = 𝑚′(𝑡)𝑡=0 =

1

5
[2𝑒2𝑡 + 3𝑒𝑡]𝑡=0 

التباين: -2 𝐸(𝑋2)  حساب  = 𝑚′′(𝑡)𝑡=0 =
1

5
[4𝑒2𝑡 + 3𝑒𝑡]𝑡=0 =

7

5
 

𝑉(𝑋)     ومنه:                     = 𝐸(𝑋2) − 𝐸(𝑋)2 =
7

5
− (1)2 =

2

5
 

𝑓(𝑥)متغير عشوائي دالة كثافته الاحتمالية هي:   X :2مثال = {
1;   𝑥 ∈ [0,1]
0;      𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

. 

 .    𝑋للمتغير العشوائي أوجد دالة توليد العزوم  -1

  بطريقتين مختلفتين. 𝐸(𝑋𝑘)أحسب العزم الابتدائي  -2

𝑀𝑘 :𝑘أحسب العزوم المركزية الأربعة الأولى  -3 = 0,1,2,3. 

 الحل:  

  𝐸(𝑋𝑘)إيجاد دالة توليد العزوم، ثم استنتاج العزم الابتدائي  -1

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) = ∫ 1. 𝑒𝑡𝑥𝑑𝑥
1

0

=
1

𝑡
[𝑒𝑡𝑥]0

1 =
1

𝑡
(𝑒𝑡 − 1) 

 𝑘العزم الابتدائي من الرتبة   حساب( ل1)طريقة  ▪

𝑀𝑋(𝑡) =
1

𝑡
(1 +

𝑡

1!
+

𝑡2

2!
+

𝑡3

3!
+

𝑡4

4!
+

𝑡5

5!
+ ⋯ +

𝑡𝑘+1

(𝑘 + 1)!
+ ⋯ − 1) 

𝑀𝑋(𝑡) = 1 +
1

2
(

𝑡

1!
) +

1

3
(

𝑡2

2!
) +

1

4
(

𝑡3

3!
) +

1

5
(

𝑡4

4!
) + ⋯ +

1

(𝑘 + 1)
(

𝑡𝑘

𝑘!
) + ⋯ 

𝑀𝑋وبالتالي: 
(𝑘)(0) =

1

𝑘+1
 

 .𝑘من الرتبة  𝐸(𝑋𝑘)حساب العزم الابتدائي ( 2طريقة ) ▪

𝑚𝑘 = 𝐸(𝑋𝑘 ) = ∫ 𝑥𝑘. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
+∞

−∞
∫ 𝑥𝑘𝑑𝑥 = [

𝑥𝑘+1

𝑘+1
]

0

1
1

0
=

1

𝑘+1
= 

العزوم المركزية الأربعة الأولى  -2 𝑛حساب  = 0,1,2,3 ،𝑀𝑛. 

 نعلم من العلاقة بين العزوم البسيطة والعزوم المركزية أن: 
𝑀0 = 1 𝑀1 = 0    𝑀2 = 𝜎2 = 𝑚2 − 𝑚1

2 = 1 12⁄     𝑀3 = 𝑚3 − 3𝑚2𝑚1 + 2𝑚1
3 = 0 

 

لبعض  -4.2  التوزيعات:الدوال المولدة للعزوم 
لتوزيع برنولي  - أولا للعزوم  𝑚(𝑡)      : هي الدالة المولدة  = 𝑞 + 𝑝 ⋅ 𝑒𝑡.     :ومنه𝐸(𝑋) = 𝑉(𝑋) = 𝑝   

 الدالة المولدة للعزوم متغير عشوائي ذو توزيع برنولي فإن:    Xبما أن 

:p+q=1 

(1, ) {0,1}

; 1

( ) ; 0

0

i

X B P X

p x

P X x q x

otherwise

 =

 =


= = =



 

𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑋] = ∑ 𝑒𝑡𝑋 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 ) 

𝑚(𝑡) = 𝑒𝑡𝑋𝑝(𝑋 = 0) + 𝑒𝑡𝑋𝑝(𝑋 = 1) 
𝑚(𝑡) = 𝑒𝑡⋅0𝑞 + 𝑒𝑡⋅1𝑝 
𝑚(𝑡) = 𝑞 + 𝑝 ⋅ 𝑒𝑡  

𝐸(𝑋)   ومنه:                              = 𝑉(𝑋) = 𝑝 
 

لتوزيع   - ثانيا للعزوم  المولدة  𝑚(𝑡) هي:   الحد يثنائالدالة  = (𝑞 + 𝑝 ⋅ 𝑒𝑡)𝑛  :ومنه .𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝, 𝑉(𝑋) = 𝑛𝑝𝑞 
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 الدالة المولدة للعزوم فإن:  ثنائي الحدينمتغير عشوائي      Xبما أن 

 
 

𝑥 → 𝐵(𝑛, 𝑝) ⟹ 𝑋 = {0,1, … , 𝑛} 
𝑝(𝑋 = 𝑥) = 𝐶𝑥

𝑛. 𝑝𝑥 . 𝑞𝑛−𝑥 

𝑝 + 𝑞 = 1 

𝑚(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑋] = ∑ 𝑒𝑡𝑥 . 𝐶𝑛
𝑥𝑝𝑥 𝑞𝑛−𝑥

𝑛

𝑥=0

 

𝑚(𝑡) = ∑ 𝐶𝑛
𝑥 . (𝑝𝑒𝑡)𝑥 . 𝑞𝑛−𝑥

𝑛

𝑥=0

= (𝑞 + 𝑝𝑒𝑡)𝑛  

𝐸(𝑋)               ومنه:            = 𝑛𝑝,   𝑉(𝑋) = 𝑛𝑝𝑞 

لتوزيع بواسون هي:   - ثالثا للعزوم  𝑚(𝑡)   الدالة المولدة  = 𝑒𝜆(𝑒𝑡−1)  :ومنه .𝐸(𝑋) = 𝜆, 𝑉(𝑋) = 𝜆2 

 

𝑥 → 𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆) ⟹ 𝑋 = {0,1, … } 

𝑝(𝑋 = 𝑥) = 𝑒−𝜆.
𝜆𝑥

𝑥!
 

 

𝑋 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆) 

𝑚(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) = ∑ 𝑒𝑡𝑥

∞

𝑥=0

𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!
 

𝑚(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) = 𝑒−𝜆 ∑
𝑒𝑡𝑥𝜆𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

= 𝑒−𝜆 ∑
(𝑒𝑡𝜆)𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

 

𝑚(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑒𝑒𝑡𝜆 ⟹ 𝑚(𝑡) = 𝑒𝜆 (𝑒𝑡 −1) 
𝐸(𝑋) = 𝜆, 𝑉(𝑋) = 𝜆2  

 

 

 

 

 


