Chapitre3 Intégration numérique.

Chapitre 3
Intégration numeérique.

3.1Introduction :

L’intégration limitée d’une fonction f(x) sur un domaine délimité par des
bornes a et b est de faire calculer l'aire S comprise sous la courbe de a jusque b
(fig3.1).

AY

a b x

Fig3.1Représentation graphique def(ff(x) dx.

Dans certains cas tres limités, une telle intéegrale peut étre calculée
analytiqguement. Cependant, ce n’est que trés rarement possible, et le plus
souvent un des cas suivants se présente :
e Le calcul analytique est long et compliqué.
e Le résultat de I’intégrale est une fonction compliquée qui fait appel a
d’autres fonctions elles-méme longues a évaluer.
e L’intégrale n’a pas d’expression analytique.

Dans tous ces cas, on préférera calculer numériquement la valeur de I’intégrale.
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Aussi lorsque la fonction f n'est connue que par points, par exemple si elle
résulte de mesures physique, on peut I'approcher alors par interpolation, Puis on

integre numeriquement l'interpole.

3.2 Formules de Newton Cotes :

On suppose que f est connue en (n+1)
POINS X1,X . eeeviiinen.n, ,Xn+1 €quidistances, tels que :
X1=a, x,=a-+h, ... X;=x;_1th=a +(i—1) h

et Xpyq =xp+th=a+nh=»>

On pose : ;"_*;:kf(x)dx = YMla, f(x) + £ ... (3.1)

Remarque :

-Si #£=1, on dit que la formule (3.1) est de type ouvert.
-Si #£=0, on dit que la formule (3.1) est de type ferme.
3.2.1Formule de type fermé:

3.2.1.1Formule du trapéze :

Xg X

Fig 3.2 Représentation de la méthode du trapéze.
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Pour approximer la fonctionf (x), cette méthode utilise le polynédme d’ordre 1
(la droite) qui passe parfy=f (xo) et fi=f (x1)

fo+rfi f1—Fo
2 + b—a

a+b
2

Pi(x) = (x )

L’intégrale approchée ;= f;ol P;(x) dx se calcule alors mathématiquement ou
géométriguement et donne :

b
b —
L= [ @ ax =" 210 + fa)

Il s’agit de I’aire du trapeze. Cette méthode nécessite deux évaluations de la
fonction f (en a et en b).

L’erreur peut étre estimée en utilisant les développements en série de Taylor, on
trouve alors pour h =b — a:
h3

E,= _Ef(z)(f);f € [x0, x4]

b
b — h3
L= [ £ dx = 0250 + £ - 35 72@

3.2.1.2 Formule de Simpson :

Fig3.3 Représentation de la méthode de Simpson

-
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Pour approximer la fonction f, cette méthode utilise le polynéme de degreé 2 (la
a+b

parabole) qui passe par les trois points fo=f(xo) = f(a) , fi=f(x; = T)et
f2=f (x2) = f(b)
f2 _2f1+f0(x—x1)2 +f2 —fo

Py,(x) =2
2 (x2 — x0)? X2 — Xo

(x—x1) + f1

< . p 2 .
L’intégrale approchée I, =f;0 P,(x) dx se calcule alors simplement et donne :

b
b —
= [ £ dx =222 [ Gro) + 4£Ge) + £x2))

Cette méthode nécessite trois évaluations de la fonction f(x) en
Xo=a ,x;=——=et x,=b

L’erreur peut étre estimée en utilisant les développements en série de Taylor, on

b_
trouve alors pour h = Ta

Ey = —2 () avec € € [xo,x;]

x2 h h3
| reodx =316 + 4 £x2) + £Gx3)] - 55 SO

3.2.1.3 Formule de Newton:
X4 3h 3h°
| peadx =T FGe) + 3 £G) + 37 + Fall - G £71E)

§ € [x1, x4]

3.2.2Formule de type ouvert:

3.2.2.1.-Formule des Poncelet:
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x3 h3
f(x)dx =2h f(x;) + 3 &), &€ lxy,x3]

x1

x4 3h 3h3
FGdx == [0 + O] + = 7€) 1§ € [y, ]

x5 4h 14h>
fOdx == |2f () = fOxa) + 2f Gl + == FP Q| L € [xa,xs]
Remarque

Les méthodes de Newton-Cotes simples ne permettent pas d’atteindre des
précisions suffisantes sur des intervalles [a, b] finis et ne sont donc jamais
utilisées dans ce cas. Sauf lorsque |b — a|—0, et elles constituent alors la base
élementaire des méthodes généralisées présentées dans la section suivante.

3.3Méthode de trapeze genéralisée:

fix)

Fig3.4Méthode de trapéze généralisée représentée sur 4 sous-intervalles .

On considére une subdivision de [a, b] en sous intervalles égaux [x;, x; 1]

o b-
De bornes x; = a+ih, (i =0,.....,n),a =Xy, b =x, eth =Ta

On suppose connues les valeurs f(x;) pouri =0, .......,n.

Sur chaque intervalle [x;, x;;1] on remplace la fonctionf (x) par la droite
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fxip1) — f(x)

Xi+1 — X

y = f(x)+ (x—x)

L'aire exacte est donc remplacée par l'aire Ti du trapeze par conséquent en

sommant les aires des n trapézes de base [x;, x;41], (i =0, ....., n)

On obtient une approximation T, de l'intégrale Icomme T; = %[f(xiﬂ) + f(x)]

Alors I = f:f(x)dx =~ g[f(xo) +f(xp) +2 XL f(x)] =Ty,

L'erreur commise par la méthode de trapeze généralisée

L'erreur E,, = I — T}, commise par application de cette méthode est donnée par:

(b — a)h®
Epn=————7", {€lab]
12
Donc si M, = max, p|f"(t)].
. (b-a)’
Alors:|Ey| < oz M2

3.4M¢éthode de Simpson généralisée:

fix)

Xo=8 ¥ x; X Xy T3 X3 ¥y xg=b x

Fig 3.5Methode de Simpson genéralisee représentée sur 4 sous-intervalles .

Dans cette méthode on suppose que n est paire(soit n = 2s). Puis on subdivise

[a,blen s sous intervalles égaux[x;_i, %411 =1,.....s—1) de
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longueur h, puis on remplace f(x) sur chaque intervalle [x;_,,x;,4] non pas
par une droite comme dans les trapézes, mais par une parabole ayant aux
abscisses x;_1, x;et x;,.,les mémes valeurs que f.

D'autre part la surfacer S;, délimitée par cette parabole, les droites x = x;_4,x =

X; +1€t I'axe des abscisses est :

h
i=3 (FOion) +4 £ O) + f(xi41))

Ceci donne l'approximation de Simpson S; de I,en sommant les aires Si pour

i=1an — 1, finalement on obtient :
Snz[f o) + fOra) + 4(FGrr) + F (@) + v+ oo f(a5-1)) + 2(F (x2) +

FQxg) + - foxgs_2))] c’est a dire
2s-1 2s-2 ]

h
Snog |[fO0) + fa) +4 ) fGrae) +2 ) flxa)
k=1 k=2

L'erreur commise par la méthode de Simpson généralisee

L'erreur E,, = I — S,commise par application de Simpson généralisée est

donnée par:

(b a)h4
Ep=——2—f®©® ,§€lab]
Donc si M, = max [a,b]|f(4)(t)|

l Fol < (b — a)5 M
alors|Ex| < —gona Ma

Remarque2 :
En général la méthode de Simpson donne une meilleure approximation que celle

des trapezes car lerreur commise dans la meéthode des trapézes est

-
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proportionnelle & h?, alors que pour Simpson elle est proportionnelle & h* et
comme par transformation de la variable d'intégration ou peut toujours se

raménes de [a, b] a [0,1]et qu' alors h € [0,1] ot a donc h* < h?
Ttrapézes— E = %Mzh2
Simpson —» E = 2=% M, h*
180

Exemple :

s
Déterminer par la méthode des trapézes l'intégrale I = fo /Zf(x)dx

X 0 "/g "/4 3T/g "/2
f(x) 0 0.382683 0.707107 0.923880 1
1- Soit T l'approximation de | par la méthode des trapezes, le pas h est donne
_ T
par: h = —x"nxO = % =T/g
h
T =z[)’0 + Y4+ 201 +y2 + y3)]

T

=15 [0+ 1+ 2(0.382683 + 0.707107 + 0.92388)] = 0.987116

2- Méthode de Simpson:
Soit S I'approximation de | par la méthode de Simpson celle-ci s'écrit :

h
s = §[yo +ys + 4(y1 +y3) + 2y,]

= g% [0+ 1+ 4(0382683 + 0.92388) + 2.0,7071007] = 1.000135

-Les points d’appui donnés dans cet exemple correspondent a la fonction sin x et

s
I = fo Zsinxdx=1 , on constate donc que la différence entre Set | est :

Is — I| = 0.000135 < |T — I| = 0.012884
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