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Introduction

Ce cours d’Analyse et Algebre est destiné surtout aux étudiants du domaines Sciences
et Techniques (dans le cadre du systéme L.M.D.). Il couvre le programme officiel des
modules Maths 1 et Maths 2. La premiére partie est consacrée au programme du se-
mestre 1 du module Analyse et Algébre 1 (ou Maths 1), & savoir :

Eléments de la logique mathématique.
Ensembles, relations et applications.
Structures algébriques fondamentales.
Suites numeériques.

Fonctions réelles d’une variable réelle.
Formules de Taylor et développements limitées.

. Espaces vectoriels et apphcatlons linéaires.
La seconde partie est consacrée au programme du semestre 2 du module Analyse et
Algebre 2 (ou Maths 2). Elle comporte les chapitres suivants :

8. Matrices et déterminants. . o
9. Systémes d’équations linéaires et diagonalisation.

10. Intégrales et calculs des primitives.

11. Equations différentielles.

12. Fonctions de plusieurs variables.

Le contenu du cours est inspiré des manuels de mathématiques couramment utilisés,
ainsi que du cours que j’ai enseigné de 2007 a 2013 pour les étudiants de premiére
année L.M.D. du domaine S.T. au sein du Département de Technologie de la Faculté
de Technologie.

J’espére que ce support aidera I'étudiant de premiére année a assimiler les mathéma-
tiques et plus particulierement 1’Analyse et Algébre I et II qui constituent la base des
mathématiques a ['université.

Enfin, des erreurs peuvent étre relevées, priere de les signaler a 'auteur.

e N
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Premiére partie

Analyse et Algébre 1






Chapitre 1

Eléments de la logique mathématique

Dans ce chapitre, on présentera les notions élémentaires de la logique mathématique et les différents modes de
raisonnement.

1.1 Notions de logique

Définition : Une proposition est un énoncé qui est soit vrai, soit faux. Les propositions sont distinguées par des
lettres majuscules : P, @, R, ...

Exemples :

a) "15 est plus grand que 10" est une proposition vraie.

b) "Trois est un nombre pair" est une proposition fausse.

c¢) "Le nombre x est impair" n’est pas une proposition puisqu’il est impossible de décider si elle est vraie ou fausse
tant que l’on connait pas x.

1.1.1 Opérations sur les propositions, connecteurs logiques

a) Négation : La négation d’une proposition P notée (non P) ou P est une proposition vraie lorsque P est fausse
et fausse lorsque P est vraie.

b) Disjonction : La disjonction de deux propositions P et @, not ée (P ou Q) oubien (P V @) est une proposition
vraie si I’'une au moins des propositions P, Q) est vraie.

Remarque : (P V P) est toujours vraie.

c) Conjonction : La conjonction des propositions P et @), noté e P et Q (P A Q) est une proposition qui n’est
vraie que si P, () sont toutes les deux vraies.

Remarque : (P A f) est toujours fausse.

d) Implication : La proposition (non P ou Q) est appelée implication logique et on la note P = Q : se lit P
implique Q.

e) Equivalence : Deux propositions P, Q) sont équivalentes si P = ) et Q = P et on écrit P <= @ : se lit P
est équivalente a Q.

Toutes les définitions précédentes peuvent étre résumées dans la table ci-dessous dite table de vérité

P Q P Q PVQ PNQ P=Q Q=P P<+—=Q
1 1 0 0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 0
0O 1 1 0 1 0 1 0 0
0O 0 1 1 0 0 1 1 1

Remarques : 1) On remarque de cette table qu'une proposition vraie n’implique pas une proposition fausse.
2) Deux propositions sont équivalentes si et seulement si elles ont la m éme valeur de vérité.
Exemples :

P :" /2 est un nombre rationnel" est une proposition fausse.

P :" \/2 est un nombre irrationnel" est une proposition vraie.

3 >5o0ul+ 1= 3 est une proposition fausse.

3 > 5 oul+1=2 est une proposition vraie.

2=2et 2=1+1 est une proposition vraie.

2 < 1et 2 =2+ 0 est une proposition fausse.

3+ 2=4= 3 x 2=2>5 est une proposition vraie.

3+2=>5=3x2=25 est une proposition fausse.

3+2=5= 3 x 2 =0 est une proposition vraie.

3+ 2 =4 <= 3 X 2 =05 est une proposition vraie.
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1.1.2 Propriétés

1)
2) PANQ <= PVQ.

3) PVQ < PAQ.

4) P=—= Q+— Q = P.
5)[P—=Qet Q= R|— P = R.
6) (PVQ)VR<= PV (QVR).
(PANQ)AR<= PA(QAR).
N(PVQ)ANR<= (PAR)V(QAR).
(PANQ)VR<<= (PVR)A(QVR).
8) P — @ est vraie

- . t ie.
P = @ est vraie } — @ est vraie

1.1.3 Les quantificateurs

a) Quantificateur universel : noté V, se lit "quel que soit" ou "pour tout".
b) Quantificateur existentiel : noté 3, se lit "il existe au moins".
Exemples :
P:"Vz,z € R, 2> +1>0".
Pour tout élément de R (ensemble des nombrse réels), I'inégalité est vraie.
2.Q:"3x,xeR, 20 +1<07.
1l existe au moins un élément = de R, pour lequel I'inégalité précédente est vraie.
c) Propriétés :
1) Vz, P (z)] <= Fz, P (v).

2) 3z, P (z)] <= Vax, P ().

3) [Va, (P () et Q(x))] <= [Va, P ()] et [Va,Q (2)].

4) [3z, (P (2) et Q(z))] = [Bz, P (z)] et Bz, Q (z)].
5) [Va, (P () ou Q (2))] == [Va, P ()] ou [Vz,Q (z)].

Remarque : La réciproque dans 4) et 5) n’est pas toujours vraie.

Exemple : P(z): 2z >2 3x,2 =3 tel que P (z) est vraie,

Q(z):x<2 dx,z=1tel que Q () est vraie,

mais ceci n’implique pas P’existence d’un z tel que P (z) et Q () sont vraies a la fois.

Remarque importante :

Les relations "Vz, 3y, P (z,y)” et 73y, Va, P (z,y)” sont différentes car dans la premié re y dépend de z alors que
dans la seconde y ne dépend pas de x.

Cependant :

Va,Vy, P (v,y) <= Vy,Vx, P (v,y)

et
3z, 3y, P (z,y) <= 3y, 3z, P (z,y) -

Exemple Vz € N, 3y € N : 22 < y est vraie.
Jy € N,Vz € N: 22 < y est fausse.

1.2 Meéthodes de raisonnement mathématique

Il existe plusieurs types de raisonnement mathématique, on va traiter dans cette partie les plus utilisés

1.2.1 Raisonnement par ’asurde :

Pour démontrer qu’une proposition P est vraie, on suppose qu’elle est fausse et on aboutit & une contradiction.
Exemple :Montrer que Vr € N, z + 1 # 0.
On suppose que P est fausse : 9z € N, x + 1 = 0 donc x = —1 et & € N. Contradiction avec la définition de N.

1.2.2 Démonstration par la contraposée :

Si I'implication P = @ s’avére difficile & dé montrer alors compte tenu de 'équivalence (P = Q) < (Q = P),
donc il revient au méme de démontrer que QQ = P.
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1.2.3 Démonstration par un contre exemple :

Pour démontrer que la proposition (Vo € X, P (z)) est fausse, il suffit de trouver un zy de X tel que P (zg) est
vraie.
Exemple :
P:"VreR,z? —1#0".

On a pour g =1, 1 —1 =0 et P est vraie. Donc P est fausse.

1.2.4 Démonstration par récurrence :

Soit P une proposition dépendant de ’entier naturel n, s’il existe un entier naturel ng > 0 pour lequel P (ng) est
vraie et que pour tout n > ng P (n) = P (n+ 1) est vraie, alors P (n) est vraie pour tout n > ng.

Exemple 1 :
Montrer que

u n+1)

Pour n =1,

1(1+1)
2 b)

donc P (1) est vraie. On suppose que P (n) est vraie, c’est & dire

1=

et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire

_(n+1)(n+2)
D

On a

Sk o= Zn:k+(n+1)
k=1

= w+(n+l)
nn+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
—

Donc P (n) est vraie Vn > 1.
Exemple 2
Montrons que
VneN* 3k e N:3x 5201 49232 — 17k,

On raisonne par récurrence.
Pour n =1, On a
3x52 14252 =17=17x1,

Donc
F=1eN:3x521 42372 = 17L.

On suppose que
e eN:3 x5 42372 = 17k

et montrons que
k' € N: 3 x 52+ 4230+l — 971/,

On a
3 X 52n+1 + 23n+1 — 3 X 25 % 521171 + 23n72 % 8

8 (3 x 52~ 423n72) 117 x 3 x 5271
8 x 17k + 17 x k"
= 17k avec k' = (8k + k")
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Finalement, ¥Yn € N*, 3 x 52771 4 2372 est divisible par 17.
Exemple 3 : Exercice

1. Soit = € R tel que x > —1. Montrer que, pour tout n € N,

(14+2)" >1+naz.

2. Montrer que

Sk = ”(”+1)6(2“+ D vnen.
k=1



Chapitre 2

Ensembles, relations et applications

2.1 Notions sur la théorie des ensembles

2.1.1 Définitions

Définition 2.1 Un ensemble est une collection d’objets qui ont la méme propriété. Chaque objet est un élément de
l’ensemble.

Remarque 2.1 un élément x est distinct de l’ensemble {x} c’est a dire x # {x}.

Exemple 2.1 Soit E l’ensemble des entiers qui divisent 20, E = {1,2,4,5,10,20}.

Appartenance, inclusion et égalité

Soit E un ensemble.

a) Si x est un élément de F on dit aussi que z appartient & F et on écrit x € E. Si x n’est pas un élément de F,
on dit que x n’appartient pas & F et on écrit ¢ E.

b) Un ensemble E est inclus dans un ensemble F' si tout élément de E est un élément de F' et on a

ECF < |Vz,x€ E=z € F].

On dit aussi que E est une partie de F' ou bien E est un sous ensemble de F.
c) E et F sont égaux si F est inclus dans F' et F est inclus dans F et on écrit

E=F<— FECFet FCE<= Ve,z € E<=x € F|.

L’ensemble vide noté (} est un ensemble sans éléments et de plus il est inclus dans tout ensemble E.

Réunion et intersection

a) L’intersection de deux ensembles E et F' est 'ensemble de leurs éléments communs et on écrit
EnF={z/rcFEetzeckF}.

Et si ENF = (), on dit que F et F sont disjoints.
b) La réunion de deux ensembles E et F' est ’ensemble de leurs éléments comptés une seule fois et on écrit

EUF={x/zreEouzecF}.

Différence de deux ensembles

On appelle différence de deux ensembles E et F' et on note £ — F ’ensemble des éléments de £ qui n’appartiennent
pas a F' et on écrit

E—-F={x/zcEetx¢F}.
Si F C E, alors E — F est dit complémentaire de F' dans F et il est noté CE ou F ou CgF. On note ) = E — E.

Difféence symétrique

On appelle différence symétrique de deux ensembles E et F et on note FAF I’ensemble défini par

EAF = (E—F)U(F-E).
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2.1.2 Propriétés

Soient E, F' et G trois ensembles, alors les relations suivantes sont vraies
.ENF=FNFEet FUF=FUE.

A(ENF)NG=EN(FNG)et (FUF)UG=EU(FUQG).
A(AEPNF)UG=(FEUGN(FUG)et (FUF)NG=(ENG)U(FNG).
L E—-(FNG)=(E-FUFE-G e E—-(FUG) =(E-F)N(E-G).
Si FCEetGCE,alors CENY =CEUCY et CEVY = CENCE.
.ENnd=0et EU)=E.

.EN(FAG)=(ENnF)A(ENG).

. EA) =FE et EAE = 0.

o e N N N

2.1.3 L’ensemble des parties d’un ensemble

Etant donné un ensemble E. On désigne par P (E) ’ensemble de toutes les parties de E et on note
P(E)={X/X CE}.

Remarque 2.2 a) L’ensemble vide et E sont des éléments de P (E).

b) Soit £ = {a,b,c}, donc P (E) = {®7 {a} . {0}, {c} . {a,b} . {a,c} {b,c} . {a,b,c}}.

2.1.4 Partition d’un ensemble

Soit E un ensemble et A une famille des parties de E. On dit que A est une partition de E si
1) Tout élément de A n’est pas vide.

2) Les éléments de A sont deux & deux disjoints.

3) La réunion des éléments de A est égale & E.

Exemple 2.2 E = {a,b}, A= {{a},{b}} est une partition de E.

2.1.5 Produit cartésien

Définition 2.2 L’ensemble des couples (x,y) tels que x € E et y € F est appelé produit cartésien de E et F et on le
note £ x F
ExF={(z,y)/x€EetyecF}.

Propriétés :

1LEXF=0=E=0ouF =0.

22 ExF=FxE+E=0ouF=0ouE=F.
3. EX(FUG)=(ExF)U(E xG).

4. (EUG)x F=(ExF)U(Gx F).

5 ( ExF)N(GxH)=(ENG)x (FNH).

6. (ExF)U(GxH)#(FEUG) x (FUH).

Exemple 2.3 E=F ={0}, G=H ={1} donc EUG ={0,1} e¢ FUH = {0,1}. On a
ExF={0,0}, Gx H={(1,1)} et (FUG) x (FUH)={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

2.2 Relations binaires dans un ensemble

2.2.1 Définition et Propriétés

Définition 2.3 Soient E un ensemble, x et y deuz éléments de E. S’il existe un lien qui relie x et y on dit qu’ils sont
reliés par une relation R et on écrit xRy ou R (z,vy).

Exemple 2.4 E=R, Va,y € E, 2Ry <> |z| — ly| =z — y.

Propriétés

a) Réfléxivité : On dit que R est réflexive dans E si : Vo E, zRz.

b) Symeétrie : On dit que R est symétrique dans E si : Vz,y € E, 2Ry = yRz.

c¢) Antisymeétrie : On dit que R est antisymétrique dans E si : Vz,y € E, 2Ry et yRe — = = y.
d) Transitivité : On dit que R est transitive dans F si : Vx,y, z € E, 2Ry et yRz = zRz.

2.2.2 Relation d’équivalence

On dit que R est une relation d’équivalence sur FE si elle est réflexive, symétrique et transitive.
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Classe d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur F, a € E. On appelle classe d’équivalence de a notée @, a ou ¢l a, ’ensemble
des éléments y de E qui sont en relation R avec a. C’est a dire

a={y€ E,yRa}.

Ensemble quotient

Soit R une relation d’équivalence sur E. On définit ’ensemble quotient de F par la relation R ’ensemble des classes
d’équivalence de tous les éléments de E, noté et on a

E/R={a,ac E}.
Propriétés
Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence dans E. Soit x un élément de E, alors
l.xex.

2.V, y e FE xRy T =7.
3V, ye EE T4y TNy=0et E =U,cpT

Exemple 2.5 Dans R, On définit la relation binaire R par
Vao,y e R aRy <= 22—y =2 —y.

1. Montrer que R une relation d’équivalence.
2. Préciser la classe de a pour tout a de R.

1)Montrons que R une relation d’équivalence
a)Vr € R,z? — 2% =2 — 2 = 0 = 2Rz = R est réflexive.

b) Vz,y € R
Ny = 22—yl=zx-—y
(2 — 2 = — (y —

= yY-a?=y-—x

— yRz.
Donc R est symétrique.
c) Vo,y,z € R

Ry = —y>=x—y (2.1)

et
YRz = 1y? — 22 =y — 2. (2.2)

1) +(22) e @2ty -Pr-yty-z
— 2-22=zx—2

— zxRz.

Donc R est transitive.
De a), b) et c), on a bien R une relation d’équivalence.
2) Soit a € R, on a

a = {reRzRa}
{wER,xQ—yQZm—y}
{reR,(z—a)(r+a)=2z—a}
{zeR,(z—a)(r+a—1)=0}
{reR,z=aouz=1-a}
= {a,1—a}.

2.2.3 Relation d’ordre

Une relation binaire R dans un ensemble E est dite relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
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Ordre partiel, ordre total

Soient E un ensemble et R une relation d’ordre dans E. On dit que R est d’ordre total si
Va,y € E, 2Ry ou yRz.

Et on dit qu’elle est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, c’est & dire :
dx,y € E, 2Ry et yRx.

Exemple 2.6 Soit E = {a,b,c}, on note par P (E) l’ensemble des parties de E. Dans P (E), on définit la relation
binaire R par
VA,B € P(E) ARB <= A C B.

1. Montrer que R est une relation d’ordre.
2. Cet ordre est-il total ?

1) Montrons que R est une relation d’ordre
a) Soit A € P (E), alors il est clair que A C A, donc ARA, c’est adire que R est réflexive.
b) Soient A,B € P (E),
ARBet BRA < ACBetBCA
— A=B.

Donc R est antisymétrique.
¢) Soient A, B,C € P (F),
ARBet BRC <— ACBetBCC
< ARC.

Donc R est transitive.

De a), b) et ¢) on a bien R est une relation d’ordre.

2) On a F = {a,b,c}, donc P(E) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}. L’ordre de la relation est
partiel car 3A = {a} € P(E),3B={b} € P(E): AZ Bet BZ A.

2.3 Applications, fonctions

2.3.1 Définitions

Soient E, F deux ensembles.

1. On appelle fonction de ’ensemble E vers I’ensemble F' une relation de E vers F dont & tout élément x de F
on lui correspond au plus un élément y de F'. x est dit antécédant, F 'ensemble de départ ou des antécédants, y est
appelé I'image, F' I’ensemble d’arrivée ou des images.

2. On appelle application de F dans I’ une relation de E dans F'dont & tout élément x de E on lui correspond un
et un seul élément y de F'.

3. Deux applications sont égales si leurs ensembles de départ sont égaux, leurs ensembles d’arrivée sont égaux et
leurs valeurs également.

En général, on schématise une fonction ou une application f par

f: B — F
v o y=f().
I'={(z, f (x)),z € E} est appelé graphe de f.

Exemple 2.7
f: R — R g: R—{1} — R
x x

r—1 v H x—1"

X —
Dans cet exemple g est une application mais f est une fonction et n'est pas une application car [’élément 1 n’a pas
une image dans R.
2.3.2 Restriction et prolongement d’une application
Soit E’ un sous ensemble de F et f : E — F une application. L’application g : E' — F telle que Vo € E’, g (z) =
f (x) est appelée la restriction de f & E’ et on écrit g = f,p/ et on dit aussi que f est le prolongement de g & E.

2.3.3 Composition des applications

Soient F, F' et G trois ensembleset et f : ' — F, g : F — G deux applications. On définit I"application composée
de f et g notée go f par Va € B, (go ) (z) = g (/ (2)).
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2.3.4 Injection, surjection et bijection

Soit f : E — F une application.

a) On dit que f est injective si Vz,2’ € E f(z) = f(2') = 2 = 2’ ou d’'une maniére équivalente Vx, 2’ € F
z#a' = f (z) # f (@)

b) On dit que f est surjectivesi Vy € F,3x € E:y = f ().

c¢) On dit que f est bijective si f est injective et surjective.

Propriétés

a) f est injective <= ’équation y = f () admet au plus une solution.

a) f est surjective <= l'équation y = f (r) admet au moins une solution.

a) f est bijective <= ’équation y = f () admet une et une seule solution.

Proposition 2.1 Soient f: E — F et g: FF — G deux applications, alors on a
1) go f estinjective = f est injective.
2) go f est surjective => g est surjective.
3) go [ est bijective = f est injective et g est surjective.

Preuve : 1) On suppose que go f est injective et on montre que f est injective. Soient z,z’ € E : f (x) = f () qui
est dans F. On compose par g aux deux membres de 1’égalité, on obtient

9(f (@) =9(f @) = (9of)(z)=(g90f)(=)

= 1z =uaf car go f est injective.

Ce qui montre que f est injective.
2) On suppose que g o f est surjective et on montre que f est surjective.

go fsurjective = VzeG,IxcE:z=(gof)(x)
= dzecE:z=g(f(x)).

En posant y = f (z) € F alors Vz € G,3y € F : z = g (y), ce qui montre que g est surjective.
go f est injective

9o f est surjective = f est injective et g est surjective.

3) g o f est bijective <

2.3.5 Applications réciproques

Définition 2.4 Soit f : E — F une application bijective, alors il existe une application notée f~1 définie par
f1:F—E
y=f(e)=z=[f"(y),

appelée application réciproque de f.

Théoréme 2.1 Théoréme : Soit f : E — F une application bijective, alors son application réciproque f~' vérifie
fof ' =1Idp et f~'o f=1Idg. On rappelle

Idg: E — FE
x +— Idg(x)=ux.

Proposition 2.2 Proposition : Soient f : E — F et g : F — G deuz applications, alors on a
a) [ et g sont injectives => go f est injective.
b) f et g sont surjectives => go [ est surjective.
¢) f et g sont bijectives => go f est bijective et (go f) ' = fLog L.

Preuve : a) On suppose que f et g sont injectives et on montre que g o f est injective. Soient z, 2’ € E, alors on a

(go f) (@) =(g90f) (") = glf (@) =g[f (2]
= f(z) = f(a') car g est injective
= x =1 car f est injective.

Ce qui montre que 'application g o f est injective.

b) On suppose que f et g sont surjectives et on montre que g o f ’est aussi.

Soit z € G =y € F: z = g(y) car g est surjective

yeEF = Jx e E:y=f(x) car f est surjective.

Donc, on obtient z = g (y) = g (f (x)) = (g o f) (z). Ce qui montre que I’application g o f est surjective.

c) On suppose que f et g sont bijjectives, donc f et g sont surjectives et f et g sont injectives. D’aprés a) et b)
on déduit que g o f est injective et est surjective, c’est a dire g o f est bijective.

Remarque 2.3 1. Les graphes d’une application bijective f et de son inverse f~1 sont symétriques par rapport ¢ la
premiére bissectrice d’équation y = x.
2. Notons que si f est bijective alors f~' est aussi bijective et (f_l)_1 = f.
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2.3.6 Image directe, image réciproque :

a) Image directe : Soit f : E — F une application et A un sous-ensemble de E. On définit I'image directe de
A par Papplication f le sous-ensemble de F noté f (A) :

fA)={yeF3recAy=[f(z)}={f(2) zecA}.

Exemple 2.8 Soit
fr R — R
r — f(z)=22

et A=[-2,1]. On a
A = Af (w) LUEA}

z2, -2,1}
,4]

|
it

a) Image réciproque : Soit f : E — F une application et B un sous-ensemble de F. On définit l'image
réciproque de B par I'application f le sous-ensemble de E noté f~! (B) :

f7H(B)={x€ B, f(x) € B}.

Exemple 2.9 Soit
f: R — R
r —  f(x)=2?

et B=1[0,4]. On a
f7H0,4) = {zeR, f(z)€0,4]}
= {zeR,2?€0,4]}
ExeR,0<x2<4}
= {xGR,foZLSO}
= {zeR,(z—-2)(x+2) <0}
= [-2,2].

Propriétés

Soit f : B — F une application. Soient A;, A; deux parties de E. Alors

a) A C Ay — f(Al) - f(Ag)

b) f(A1UAz) = f (A1) U f (A2).

c) f(A1NAs) C f(A1)N f(A2) (Pautre inclusion est vraie si f est injective).
Si Bi, Bs sont deux parties de F, alors

a) Bl C32:>f (Bl) Cf_l (Bg)

b’) Y(B1UBy) = [T (B1) U (Ba).

&) fTHB1NBe) = f(B1)N f(B2)

d’) f 1 (CBl) _ Cf 1(Bl)

De plus, si A C E et B C F, alors on a

a”) f(f~ (B)) C B et on a égalité si f est surjective.

b”) A C f71(f (A)) et on a égalité si f est injective.

Preuve :

a) On suppose que A; C A et on montre que f (A1) C f (Aa). Soit y € f (A1)

yef(Ad) = JxeA:y=[f()
= dx€dy:y=f(x) car A1 C As
= yef(d).

Dou f (A1) C f(A2).
b) Soit y € f (A1 U Ag)
yef(AluAg) 3$€(A1UA2)Zy:f(l‘>
[Fz € Ay oudx e Ay):y=f(x)
[FzeAdi: y=f(x)] ou [Fx € Az 1y = f (2)]
y € f(A) ouy € f(A2)
€ (f(A1) U f(A2)).

11ees

Dou f (A1 UAs) = f (A1) U f(Az).
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b) Soit Yy € f (Al n AQ)

[ES f (A1 N AQ) < dx e (A1 n A2) (Jﬁ)
= [EIGAletEIxGAg] y=f(x)
= [TrecA:y=f(z)] et Brely:y=f(x)
== yef(Al)etyef(Ag)
=y (f(A)N[(A)).

D’ou f(A1 ﬁ Ag) C f (A1) N f(As). Supposons que f est injective et montrons la deuxiéme inclusion. Soit y €

(f (A1) N f (A2))

y € f(A1) etye f(Az)

ye (f(A)Nf(A)) =
- [31‘1 €A y= f(xl)} et [31'2 €ly:y= f($2)]

Donc y = f (z1) = f (z2) et f est injective, ce qui implique que 1 = 29 = 2. Donc € (41 N Ag) et y = f (), c’est &
dire y € f (A1 N A).
a’) On suppose que By C B et on montre que f~1 (By) C f~1(Bz). Soit x € f~1 (By)

re€ f1(B) = f(z)€B;
= f(x) € By car B; C By
= z€f 1 (Ba).

Ce qui montre que f~1 (By) C f~!(By).
b’) Soit x € fil (Bl @] BQ)

xr e fil (Bl U BQ) f ) S (Bl U Bg)

f(z) € Biou f(x) € By

z € f~H(B1) ouz € f~(By)
x e [f71 (Bl) U fil (BQ)] .

—
<~
—
<~

¢’) Méme démonstration que b’).

&) Soit z € f! (051)

f (@) € Cpr

f(x) e Fetf(x)¢ B
reEEBetx ¢ f~1(B)
T € C']J;il(Bl).

ze (051)

1eee

a") Soit y € f (f~1(B))

e fH(B)y=f(a)
f(@)eBety=f(z)
ye B,

yef(f(B)

Ll

d’ou f (f_1 (B)) C B. Réciproquement : On suppose que f est surjective et on montre la deuxiéme inclusion.
Soit y € B C F et f surjective

JreE:y=f(r)
y=/f(z)eB

ze f~1(B)
y=f(z) e f(f1(B).

y € B C F et f surjective

LELY

b”) Etant donné un élément = de A, alors
(A
f(A)),

d’ott A C f~1(f(A)). Réciproquement : On suppose que f est injective et on montre que f~* (f (4)) C A. Soit
z € fTH(f(4))

reA = f(x)ef
= xef i

ze fTH(f(A) = [(z)€ f(4)
— dr € A: f(x)=f(z1)
= 1z =z car f est injective
= x €A,

ce qui montre que f~1 (f (4)) C A.
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Exercice :

On considére 'application

1
—  f(x) = T2
1) Calculer f=1 ({2}) et =1 ({3})-
2) Etudier 1’1nJect1v1te et la surjectivité de f.
Solution :
f: [_171} - R
1
({3 = )
zef1({3}) <= =zel-1,1]et f(x):i
1 1
— ze[-1,]] et1+x2 3
— ze[-1,1]eta?-1=
— zxze[-1,1] etx==1
<~ z=louzrz=-1

re[-1,1] et 22 = _7 impossible.
D'ou fiz € f~! ({2}) = f~' ({2}) = 0.
2) Injectivité de f7
1
De la premiére question, on a f (1) = f(—1) = =. Donc f n’est pas injective.

2
Surjectivité de f?
De la premiére question, fz € [~1,1] : f () = 2. Donc f n’est pas surjective.



Chapitre 3

Structures algébriques fondamentales

3.1 Groupes, Anneaux et Corps

3.1.1 Loi de composition interne

Soit E un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne de F dans F toute application de F x ¥ dans

E.
Exemple 3.1
+: RxR — R x: RxR — R
(z,y) — x4y (z,y) +— xxy
Propriétés
Soient E un ensemble et ” x”, ”.” deux lois de composition interne dans E, alors :
i. 7 %7 est commutative <= Vx,y € F:x*xy =yx*z.

iil. 7 %7 est associative <= Va,y,z2 € E: (x*xy) xz =z * (y x 2).

iii. 7 x 7 admet un élément neutre <= de € F,Vx € E,xxe = exx = x.
iv. Si 7 *” admet un élément neutre e et z,2’ € E,

z’ est le symétrique de x pour * <= x*x 2’ =2’ xx =e¢.

” N

v. 7.” est distributive par rapport & *

e vy z ek { (xxy).z=(x.2)* (y.2).

vi. On dit que I’élément a est régulier ou simplifiable si
axr=axy—x =1y

V(z,y) € B { et
rxa=yxa=— T =1.

”

b2

Remarque 3.1 1. Si” %7 est une loi commutative alors pour démontrer qu’elle posséde un élément neutre (resp. un
élément symétrique), il suffit de démontrer lexistence de ce dernier a gauche ou a droite.
2. Lorsque la loi est notée ™ x” ou”.” alors le symétrique d’un élément x est noté x~' et lorsqu’elle est notée ” +7,

le symétrique de = est noté (—x).

3.1.2 Groupes

Soit G un ensemble muni d’une loi ” *”. On dit que (G, *) est un groupe si et seulement si
1.7 %7 est interne dans G.

2.7 x” est associative.

3.7 %7 admet un élément neutre dans G.

4. Tout élément de G admet un symétrique pour la 1i 7 % 7.

Et si de plus ” *” est commutative, on dit que G est un groupe abélien (ou commutatif).

Si le nombre d’éléments de G (cardG) est égal a n, on dit que G est un groupe fini d’ordre n.
Les notations les plus utilisées sont les suivantes

loi composé de deux éléments élément neutre symétrique de x composé de x et de sym. de y
1 1

* T kY e sym x, r— xTxy
) .9y 1 z7toul zy !
o foyg I1d ! fog™t
T Ty e z~! xTy ™!
+ T+y 0 - T—y

Remarque 3.2 1. (R,+),(R*, x),(Z,+) sont des groupes abéliens.
2. (N,+4) n’est pas un groupe car les éléments de N* n’ont pas de symétrique.

15
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Exemple 3.2 F =]-1,+1] et
a+b

E = .
Va,be E,axb T ab

Montrer que (E,*) est un groupe abélien.
1. Montrons que Ya,b € E, ona a*xb € E, c’est a dire

—l<a*xb<l <= Jaxbl <1

a+b
1+ ab '
Ona
a,be]-1,41] = Jab| <1
= 14ab>0.
Donc )
iy ‘<1 e la+b/<|l+ab=1+ab
14+ ab

<~ |a+b—-1—ab<0.

Premier cas : Sia—+b <0, alors

la+b—1—ab = —a-b—1—ab
—(1+a)(1+d) <0.

Deuxiéme cas : Sia+ b <0, alors

la+b—1—ab = a+b—1—ad
= —(1-a)(1-b)<0.

Des deux cas précédents, on déduit que la loi x est interne dans E.
2. La loi x est commutative, en vertu de la commutativité des lois d’addition et de la multiplication dans R. En
effet, soient a,b € E
a+b

1+ ab
b+a

1+ ba
= b=xa.

axb =

3. La loi x est associative : soient a,b,c € B

b
(axb)*xc = 1a—:_ab*c
= dxc, avecd =
d+c

1+de
a+b

1—|—ab+c
a+b

+ c
1+ ab
a+b+c+ abe 1+ ab

1+ ab+ ac+ be

a+b
1+ ab

1+ ab
a+b+c+abe
1+ ab+ ac—+ be
et

b+c
*

1+ be

= axf, avec f =

ax(bxc) = a

b+c¢
1+ bc

1+ be
a+abc+b+c 1+ be

1+ be 14+ bec+ab+ ac
a+b+c+abc

14 ab+ ac+ bc’
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4. Il est clair 0 que est un élément neutre pour la loi x. En effet,

a+0

ax0 = 1 0

ata

= —=a.

1
5. Soit a € |—1,+1], alors
, a+d
axa =0 <=

1+ ad
a+a =0

11

a =—-ael-1,+1].

Donc chaque élément de E admet un symétrique dans E.
Finalement, (E,*) est un groupe abélien.

3.1.3 Sous groupes

Définition 3.1 Soit (G, *) un groupe et ) C H C G. On dit que H est un sous groupe de G si et seulement si
Vo,y; c,y e H=zxy '€ H
oy~ est le symétrique de y pour la loi *.

Exemple 3.3 1. Si G est un groupe d’élément neutre e, alors {e} et G sont des sous groupe de G tels que le premier
est le plus petit et le second est le plus grand.
2. Pour tout n € N, L’ensemble nZ = {nx,z € Z} est un sous groupe de (Z,+).

Proposition 3.1 Soient (G, *) un groupe d’élément neutre e et ) C H C G. Alors

ec H,
H est un sous groupe de G <= ¢ Vx,y€ Hyxxy € H,
Ve e H,z~' € H.

Preuve 1 H est un sous groupe de G, donc
l.ec H. Eneffet H#0, doncIrc H=—=z+x2 ' €¢ H = e € H.
2. Soit x € H, donc x~' € H. En effet,

ec H
et = exx '€ H car H s.g.
reH

= 2z '€H

3. Soient x,y € H, donc y~' € H. Comme H est un sous groupe de G, alors
T * (yil)_l €cH=zxyec H

Proposition 3.2 Soient G un groupe et (H;);.; une famille de sous groupes de G, alors NicrH; est un sous groupe

de G.

Preuve 2 Notons H = N;cr H;.
1. H # 0 car e € H; pour tout i de I.
2. Soit (z,y) € H?
z,yeH = Viel,x€ H; etye H;
= Viel,xxyec HF;
= xxy € H.
3. Soit x € H
reH = Viel, zeH,
= Viel, z~'eH,
= 2 leH.

Ce qui montre que H = N;crH; est un sous groupe de G.

Remarque 3.3 En général, la réunion de sous groupes n’est pas un sous groupe. En effet, pour G = Z, Hy = 27, Hy =
3Z, on a HH UHy, =27 U 37,

2 € 27,3 € 3Z, mais (2+ 3) € 2Z U 3Z.

Définition 3.2 Soient (G, *) un groupe et A C G. lintersection de tous les sous groupes contenant A est un sous
groupe de G appelé sous groupe engendré par A et noté (A).
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Proposition 3.3 Soient (G, *) un groupe et A C G et (A) le sous groupe engendré par A, alors (A) est le plus petit
sous groupe de G contenant (au sens de l'inclusion).

Morphismes de groupes

Définition 3.3 Soient (G,x*),(G', L) deux groupes. On appelle morphisme de groupes (ou homomorphisme) toute
application f : (G,*) — (G', 1) telle que

Ve,ye G: f(zxy)=f(x) Lf(y).

Appellations

1. Un endomorphisme de groupes est un morphisme de G — G’.
2. Un isomorphisme de groupes est un morphisme bijectif.

3. Un automorphisme de groupes est un endomorphisme bijectif.

Proposition 3.4 Soient (G,x),(G’, L) deuzx groupes d’éléments neutres e,e’ respectivement. Soit f : (G,*) —
(G', L) un morphisme de groupes, alors

1. f(e) =¢.

2.¥x € G, f(z) = (f(2)"".

Preuve 3 1. Notons par z le symétrique de f (e) dans G' et comme

donc

2.0na
¢ = f(e)
= f(zxa™t)
f(@)Lf(z71),Vz € G.

Donc

f@)Lf(@ ) =ete=f(a) =(f@) .

Proposition 3.5 Soient (G,*),(G’, L) et (G”,V) trois groupes. Considérons f : (G,x) — (G', L) etg: (G, L) —
(G”,V) deuz morphismes de groupes. Alors go f: (G,x) — (G”,V) est aussi un morphisme de groupes.

Preuve 4 Soient x,7z’ deuz éléments de G.

(gof)(zxa’) =

|
SRS S
A~ o~
<
l_
<
\_>

Ce qui montre que go f est un morphisme de groupes de G dans G”.

Proposition 3.6 Soient (G,x),(G', L) deux groupes et f : (G,*) — (G', L) un morphisme de groupes. Si f est
bijective, alors f~1 existe et de plus f~! est aussi un morphisme de groupes.
En particulier, Id : (G,*) — (G, %) est un automorphisme de groupes.

Exemple :
fr ®R4) — R4 g: R+) — (R, x)

T — 2x, T — e’

sont des morphismes de groupes.
Noyau d’un morphisme

Définition 3.4 Soit f : (G,*) — (G', L) un morphisme de groupes. On désigne par €' l’élément neutre de G', alors
limage réciproque de {€'} par Uapplication f est dite noyau de f et est noté ker f, c’est a dire

kerf= /7' ({¢}) = {z e C: f(a) =]}
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Proposition 3.7 Soit f : (G,*) — (G’, L) un morphisme de groupes. Alors, le noyau de f est un sous groupe de G.

Preuve 5 1. ker f #0 care € ker f (f(e) =¢').
2. Soient x,y €ker f = f(x) =€ et f (y) =€'. Donc

flexy) = f(z)Lf(y)
= ele =¢€
= (z*y) €kerf.

3. Soit x € ker f, on a(x,y)Finalement, ker f est un sous groupe de G.

Exemple 3.4 1. Soit
f: R? — (R,4)
(,y) — [flzy) ==z,

alors
ker f = }(m,y)ERQ:f(x,y)z()}
= {(z,y) eR?:2=0}
= {(0,y),yeR} ={0} xR
2. Soit
g: R — (R, +)
(x,y) — g@y)=z—y,
alors
kerg = {(x,y)éRzzg(aﬂ,y):O}
= {(z,y) eR?:z—y =0}
= {(z,y) eR?:z =y}
= {(z,2),z € R}.

Image d’un morphisme de groupes
Définition 3.5 Soit f: (G,*) — (G, L) un morphisme de groupes. L’ensemble

f(G)={f(z),z G}
est appelé image de f et est noté Im f.
Proposition 3.8 Soit f: (G,*) — (G', L) un morphisme de groupes, alors Im f est un sous groupes de G'.
Preuve 6 1. Im f # 0 car e’ = f(e) € Im f.
2. Soient y1,y2 € Im f, cela imlique qu'3xy,29 € G tels que y; = f(x1) et yo = f (x2). On a
vilys = f(a1) LS (z2)
= f(zy*x) €lmf
3. Soit y € Im f et montrons que y~! € Im f
yelmf = JxeG:y=f(2)
= y ' =(f@) " =f(") emf.
D’ot Im f est un sous groupe de G'.

Exemple 3.5 1. Soit
f : RQ — (Ra +)
(:L'?y) — f(x’y) = x’

alors
Imf = {f(z,9):(z,y) € R?*}
= {z:(z,y) e R?}
= R.
2. Soit
g: 4 — Z
r — g(x) =3z,
alors
Img = {g(z):z€eR}
= {3z:zeR}
= 3Z
3. Soit
h: RZ2 — R2
(xy) =— h(z,y)=(y,0),
alors
Imh = {h(z,y): (z,y) € R?}
= {(y,0):yeR}

= R x{0}.
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3.1.4 Anneaux

Définition 3.6 Soit A un ensemble muni de deuz lois de composition internes x et - ; on dit que (A, *,+) est un anneau
st et seulement si

1) (A, *) est un groupe abélien.

2) - est associative.

3) - est distributive sur *

Si - est commutative, I’anneau est dit commutatif.

Si - admet un élément neutre, ’anneau est dit unitaire.

Exemple :

(Z,+, %), (R, +, x), (Q,+, x) et (C,+, x) sont des anneaux commutatifs unitaires.

3.1.5 Sous anneaux

Définition 3.7 Soient (A, *,-) un anneau et A’ C A. On dit que A’ est un sous anneau de A si et seulement si :
1. (A’ %) est un sous groupe de A.
2. A’ est stable pour la loi -, c’est a direVr,y € A\ = x-ye A'.

Exemple :
(Z,+, x) est un sous anneau de (R, +, x).

Proposition 3.9 Soient (A, *,-) un anneau et A’ C A, alors A’ est un sous anneau de A si et seulement si

xxye A

‘.
Va:,yEA,{ voye A

Anneaux intégres

Définition 3.8 Soient (A, *,-) un anneau et a € A, et on note par 04 ’élément neutre de A pour la premiére loi *.
On dit que a est un diviseur de zéro.
l.a 7é 04.
2. dx,y€ Asx-a=a-y=04.
A est dit intégre si
Ve,y€ Ajz-y=04 = x=04 ouy =04,

c’est a dire que A n’admet pas de diviseurs de zéro. Et A n’est pas intégre si

dr,yc A,z #04 ety#04 etx-y=04.

Donc Uanneau 7./6Z n’est pas intégre.

Morphismes d’anneaux
Soient (A,x,-) et (A, +, x) deux anneaux et f : A — A’ une application. f est un morphisme d’anneaux si et

seulement si £ Y= f(x)+ f(y)
) T kY) = x) + Yy

Exemple 3.7 1. Soitn €N et Z/nZ = {,T, 2,3, ,ﬁ} l’ensemble des classes modulo n, alors

f: Z — Z/nZ

r =

est un morphisme de (Z,+, x) vers (Z/nZ,+,x).
2.
Y: CHR) — C(R)
f — f

n’est pas un morphisme d’anneaux car (f x g) # f' x g'.

Proposition 3.10 1. Si f : A — A’ et g: A’ — A” sont deux morphismes d’anneauz, alors go f : A — A" est
aussi un morphisme d’anneauz.

2.8 f: A—— A est un isomorphisme d’anneauz, alors f=': A’ — A est un isomorphisme d’anneaux.

3. Idy : A — A est un automorphisme d’anneauz.
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Noyau et image d’un morphisme d’anneaux
Soit f : (A, *,) — (A’,+, X) un morphisme d’anneaux. On désigne par 04, I’élément neutre de A" pour la loi +.
On définit le noyau de f par

ker f = f7 ({0a}) = {z € A: f(2) = O}
On définit I'image de f par
Imf={f(x),z € A}.

Proposition 3.11 1. ker f n’est pas en général un sous anneau de A.
2. Im f est un sous anneau de A’.

3.1.6 Corps

Définition 3.9 Un ensemble K muni de deux loi *,- est dit corps si

1. (K,*,-) est un anneau unitaire.

2. Tout élément de K — {0k} admet un inverse pour "7 et si de plus
commutatif.

"7 est commutative, on dit que le corps est

Exemples :
1. Q,R, C sont des corps commutatifs pour les lois usuelles +, x.
2. (Z,+, x) n’est pas un corps car les éléments de Z n’ont pas d’inverses pour la loi x.

3.1.7 Sous corps

Définition 3.10 Soient (K,+, X) un corps et K' C K. On dit que K' est un sous anneau de K si :
1.Ve,ye K'\x —y € K'.
2.Vxe K''V2€ K' — {0k}, zx 271 € K'.

Exemple
Q est un sous corps de R et R est un sous corps de C pour les lois usuelles.

Remarque 3.4 Les définitions précédentes d’un morphismes d’anneauz, le noyau et l'image ainsi que leurs propriétés
restent vraies pour les corps.

Soit f : (K,*,-) — (K’,+, X) un morphisme de corps, alors f est injective si et seulement si
Vz EK,f($) =0 =z =0g.

Preuve 7 On suppose que Vr € K, f (x) = 0 = x = Ox et on montre que f est injective.
Soient z,y € K : f(x)=f(y). On a

LEEEl

Ce qui montre que f est injective. L’autre implication est immédiate.
Théoréme 3.1 Soit f: (K,*,-) — (K',+, xX) un morphisme de corps, alors oubien il est nul oubien il est injectif.
Preuve 8 On suppose que [ n’est pas injective, donc d’aprés le lemme précédent, 3z € K,z # Ok et f (z) = 0xs. On

aVy e K — {0k}

fly = flz-a7t-y)
= fl@)xf(=z7") x f(y)
= Og Xf(xil) Xf(y)ZOK/.

Donc f est l'application nulle.
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3.2 Ensemble des nombres réels

Introduction

i) Les entiers naturels :

On désigne I’ensemble des entiers naturels par N = {0, 1,2, ...}. Dans cet ensemble, on définit les deux opérations
somme et produit suivantes :

+: NxN — N x: NxN — N
(r,y) +— x4y (r,y) = xxy.

On définit de fagcon analogue la soustraction de z et y s’il existe un nombre a de N vérifianl la relation z = y + a et
on le désigne par a = x —y. On appelle la division de x par y (y # 0) s’il existe un nombre a de N vérifianl la relation

r =1y X a et on le désigne par a = —. Notons que les opérations soustraction et division peuvent ne pas avoir de sens

dans N. Donc ’ensemble des entiers naturels n’est pas suffisant pour effectuer 'opération y + a = x, d’ou la nécessité
d’élargie cet ensemble.

ii) Ensemble des entiers relatifs

A partir de N, nous construisons un ensemble appelé ensemble des entiers relatifs désigné par Z = {..., —2,—1,0,1,2, ...}
dans lequel I’égalité a + x = y admet toujours une solution. Les éléments (—z) pour = € N sont les symétriques de z,
c’est & dire ils vérifient la relation x + (—z) = (—x) + « = 0. L’ensemble (Z, +, x) est un anneau commutatif unitaire.
Notons que cet ensemble n’est pas suffisant pour effectuer 'opération ay = x (y # 0) d’inconnue a.

iii) Ensemble des nombres rationnels :

A partir de Z, nous construisons un ensemble appelé ensemble des nombres rationnels dans lequel 1’équation
axy+b=uz (y+#0) admet toujours une solution. On désigne cet ensemble par

Q= {Z,pGZ,q € Z,q;«éO} = {‘Z,pGZ,qGZ*}.
Exemple : 2 =2 =8 = pour cela on choisit p et ¢ premiers entre eux.
L’ensemble (Q, +, X) est un corps commutatif unitaire. Notons que cet ensemble n’est pas suffisant pour résoudre
par exemple 1’équation z2 — 2 = 0, la solution de cette équation est z = v/2 ¢ Q, en effet :
Supposons par I’absurde que v/2 € Q
= 2= g (avec p et ¢ premiers entre eux)
P2
¢
= dm € Z,p=2m
= p? = 4m? = 2¢°
= ¢% = 2m?
= ¢ est un nombre pair, donc n’est pas premier avec p contradiction
— V2¢Q.
Développement décimal d’un nombre rationnel
Soit % € Q, en effectuant la division euclidienne de p par ¢, on obtient % = Qq, Q1 Q20304... et ’il existe k € N* :

== 2= = p? = 2¢> = p est pair

ar = 0 alors on obtient 23 = ap, a1sas...ay, qui s’appelle développement décimal limité, (exemple % =0, 125). Sinon,
c’est a dire Vn € N* «,, # 0 alors % = g, 01 2Q3...Qp, ... dit développement décimal illimité avec a; € {0,1,2,3,....,9}.
Un développement, décimal illimité périodique est de la forme :

P _ oo, arev...cn BrBa-..Bom BrfBaeBomenn
q N———

Théoréme 3.2 [l existe une application bijective entre Q et les développement décimaux illimités périodiques de
période différente de 9.

Le nombre 1,202200220002.... n’est pas rationnel. Il existe alors des nombres autres que les rationnels.
Définition 3.11 On appelle nombre irrationnel tout développement décimal illimité périodique.

Définition 3.12 On appelle ensemble des nombres réels noté R l’ensemble formé des nombres rationnels et irration-
nels.

Définition axiomatique des nombres réels

(R, +, x) et (R, <) satisfont aux axiomes suivants :

1.Vz,y € R,z + y = y + = (commutativité de +)

2. Vz,y,z € R, (x +y) + 2 =z + (y + z) (associativité de +).
3. Je = 0 € R, appelé élément neutre vérifiant

O+z=z+0=2zVz ek
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4. Vz € R, 32’ € R appelé élément symétrique de = noté (—x) vérifiant
z4+2 =2 +x=0.

5.Vx,y € R,z x y =y X x (commutativité de x).
6. Va,y,z € R (z X y) X z=x X (y X z) (associativité de x).
7. 3¢/ = 1 € R, appelé élément unité vérifiant

Ilxz=xzx1=2xzVreR.

8.Vz € R,z # 0,3z’ € R appelé élément inverse de x noté z~! = % vérifiant

9. Vr,y,z€ Ryx x (y+ 2) = (z X y) + (z X z) (distributivité de x par rapport a +).

10. Vo € R,z < z (réflexivité de <).

11.Vz,y e R,z <y et y <z = z =y (antisymétrie de <).

12. Vz,y,z e Ryx <y et y < 2 = x < z (transitivité de <).

13. Vz,y € R, on a soit x <y ou y < z (< est un ordre total).

U rx<y=—zxz+z<y+2zVzeR

15.Ve,y,ze Rox<yet 2>0= zz < yz.

16.Si X CRet Y CRalors Vo € X,Vy € Y,3c € R tel que z < ¢ < y (axiome de continuité).

Remarque 3.5 Les axiomes de 1 a 15 sont vrais dans Q, tandis que Q ne posséde pas 'axiome de continuité.

Borne supérieure, borne inférieure d’un ensemble de R
Soit X une partie de R.

Définition 3.13 On dit que X admet un mazimum (resp. minimum) s’il existe xo € X :
Vee X x<uwmy (resp. x> o).

2) L’ensemble X est dit majoré (resp. minoré) si et seulement si

IMeRVzeX z<M

(resp.
Im eR,Vz e X z>m).

M (resp. m) est dit majorant de X (resp. minorant de X ).
Si X est majoré (resp. minoré) alors il admet une infinité de majorants (resp. minorants).

Définition 3.14 Le plus petit des majorants (resp. le plus grands des minorants) d’un ensemble X est appelé borne
supérieure (resp. borne inférieure) de X, notée sup X (resp. inf X ).

Caractérisation
. M est un majorant de X

. M est le plus petit des majorants
VeeX <M

supX =M <— ;
1
2. Ve > 0, M — € n’est pas un majorant
1
2

—

VeeX z<M

Ve >0,3zg € X, 29 > M —e.

. 1. m est un minorant de X
inf X =m <«— .
2. m est le plus grand des minorants
1.VzeX z>m

2. Ve > 0,m + € n’est pas un minorant
1.VeeX xz>m

2. Ve >0,3xp € X,z < m +e.

Remarque 3.6 En général, sup X et inf X n’appartiennent pas a Uensemble X lui-méme. Si supX |, inf X € X,
sup X est dit plus grand élément de X noté max X et inf X est dit plus petit élément de X noté min X. Sinon, on dit
que max X et min X n’existent pas.
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Exemple 3.8 Soit X =]—1,2], déterminer sup X,inf X, max X et min X s’ils existent.
1) Pour inf X :
1l est clair que Vo € X,z > —1 = m = —1 est un minorant de X.

On montre que m est le plus grand des minorants. En effet, soit € > 0, on cherche s’il existe xq de X tel que
—1<xzs<m+4e=—-1+4e.

On distingue deux cas :
i) Sie > 1 alors e —1 >0 et il suffit de prendre

-1
—1§0<m0:%<e—1.
it) Sie <1 alors e — 1 < 0 et il suffit de prendre
—1§z0:71+%<71+e<0.

L’existence de xo montre que inf X = —1 et comme ce dernier n’appartient pas @ X, on a min X n’existe pas.
2) Pour sup X :
De maniére analogue, on démontre que sup X = max X = 2.

Théoréme 3.3 1. Les bornes inférieure et supérieure d’une partie de R si elles existent sont uniques.
2. Tout ensemble majoré (resp. minoré) admet une borne supérieure (resp. inférieure).

Preuve 9 1. Soient My, My deux bornes supérieures d’un ensemble X. Alors
M est une borne supérieure et My est un majorant =— My < Mos.
My est une borne supérieure et My est un majorant — My < Mj.
Donc My = M.
2. Soit X une partie de R majorée. Désignons par Y [’ensemble des majorants de X, alors

Vee X,VyeY,z <y,

cela implique
deeR:z<c<y.

On a3dceR Ve e X,z < c=c est un majorant de X.

On a aussi c < y,Vy € Y = c est le plus petit des majorants de X .
Finalement, ¢ = sup X.

Un raisonnement analogue pour la borne inférieure.

Axiome d’Archiméde

VreR,Ine N:x < n.

Démonstration

Supposons le contraire, c’est & dire
dreR,VneN:n<cz
—> N est majoré par x
— dsupN = M,

or
1.VneN n< M

S“pN_M‘:’{ 2. Ve > 0,3ny € N,ng > M — e.

Poure=1,onang > M — 1= M < ng+ 1. Alors, nous obtenons
ngo<M<nyg+1eN,

ce qui contredit la définition de la borne supérieure et ’axiome d’Archiméde est démontré.
Propriété d’Archiméde et ses conséquences :
Le principe d’Archiméde peut s’écrire comme suit :

Yh > 0,Vx € R,dn € Z,nh > x.
Comme conséquence de 'axiome d’Archiméde
VeeR,IneZ: n<x<n+1.
Partie entiére d’un nombre réel

Définition 3.15 On appelle partie entiére de x € R Uentier k vérifiant k < x < k+ 1. On le note par E (z) ou [z].
On définit aussi E (x) par le plus grand entier inférieur ou égal a x.
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Exemple : E(2,67) =2;E(0,2) =0,F (—2,67) = —3.
Propriétés

1.Ve € Z= E (z) = .
2.2=FE(x)+a,ou0<a<]l.

Valeur absolue d’un nombre réel

On définit la valeur absolue de x € R par

rzsix >0
o] = —xrsixz<0

La valeur absolue vérifie |z| < a <= —a<z <o, a>0
Intervalles dans R
Soit I une partie de R.
I est un intervalle si et seulement si

(Ve,yel,z<y) = (VzeRzr<z<y=z€l).

Intervalle ouvert : Ja,b[={z € R:a < z < b}.
Intervalle fermé : [a,b] = {z € R:a <z < b}.
Intervalle semi-ouvert : [a,b] = {z € R:a < z < b}.
On note R par |—oo, 00 .

3.3 Ensembles des nombres complexes

Introduction

Notons que R n’est pas suffisant pour résoudre les équations 22 4+ o = 0 pour a > 0 et celd nécessite d’élargir cet
ensemble.

On munit R? de deux lois de composition internes "+" et "-" par : V (a,b), (a/,b') € R?

(a,b) + (¢, V) = (a+a b+ V) et
(a,b) - (a’',b") = (aa’ — bV, ab’ + ba') .

On vérifie aisément que (RQ, +, ) a une structure de corps commutatif unitaire tel que si on note z = (a,b), alors on
montre que :

(i) 0 = (0,0) est I’élément neutre pour la premiére loi "+".

(if) 2’ = (—a, —b) est le symétrique de z = (a,b) pour la loi "+".

(iii) 1 = (1,0) est I’élément neutre de la deuxiéme loi "-".

a —b
(iv) 27t = ) est le symétrique de z pour

- no
a2 + b2 ’ a? + b2
Le corps ainsi défini est appelé corps des nombres complexes, on le note C, et on considére ’application

ffR — C

x — (z,0)

alors f est un isomorphisme de corps, en effet :
1. f est bijective (évident).
2 f(z+a) = (x+2',0) = (2,0) + (',0) = f () + f (2.
3. f(z-a') = (x-2',0) = (2,0) - (+/,0) = f (z) - f ().
Donc on peut identifier R & un sous-corps de C formé des éléments (a,0) avec a € R
A Taide de cet isomorphisme, le nombre complexe (a,0) sera noté simplement a. On pose i = (0,1) alors on a

i2 =(0,1)(0,1) = (~1,0) = —1.

Par suite, tout nombre complexe z = (a,b) peut s’écrire sous forme

z=(a,b) = (a,0)+(0,b)
= (a,0)+(0,1) (b,0)
a + ib,

d’ou la notation usuelle d’'un nombre complexe et on a les relations suivantes :
1. z =a+ib, a = Re(z) (partie réelle de z) et b = Im (z) (partie imaginaire de z).
2. Si b =0, alors z est un réel. Si a = 0, alors z est dit imaginaire pur.
3. Si z = a + b, alors le conjugué de z est le nombre complexe Z = a — ib.
4.2+ =z2+2 et 2.2/ =22
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5. Le module de z est le nombre réel positif

|z| = V2Z = Va2 + b2,

6. |z.2"| = |z|.|7] et |z + 2| = || + |#/].

Représentation d’un nombre complexe

a)Image d’un nombre complexe :

A chaque nombre complexe z = a + b, on fait correspondre sur le plan oxy le point M qui a pour abscisse x et
pour ordonnée y (M = (a, b)) oubien le vecteur OM. Le point M s’appelle I'image du nombre complexe z et z est dit
I’affixe du point M.

Le plan oxy qui contient les images des nombres complexes z = (a, b) s’appelle le plan complexe dont oz est 1’axe
réel et oy est ’axe imaginaire.

b) Forme trigonométrique (forme polaire ou géométrique) :

L’image M du nombre complexe z = a + ib peut aussi étre déterminée par la mesure 6 de ’angle (@, OM.) et

—
par le nombre 7 qui mesure la longueur du vecteur OM.
Pour tout nombre complexe z, il existe un couple (r,60) € Ry x R tel que

z=r(cosf +isinb).

Re (Z),sinﬂ _ Im (2)
2] 2|

2. Pour z =0, on a r = 0 et § quelconque. Le nombre 6 est appelé argument de z et on a une infinité, et quand
6 € [0,27] on écrit arg z.

et le nombre 0 est défini & 27 pres.

1. Pour z # 0, on a r = |z|,,cos 0 =

Proposition 3.12 Si z et 2’ sont deux nombres complexes tels que 0 = arg z et ' = arg 2/, alors on a
l.z=2 <= |z| =[] et 0 =0 + 2kn.
2. 2.2 =|z|.|7]| (cos (@ +6)+sin(0+6)).
3.8z #0, i/ = |Zl||(cos(0—9’) +sin (0 —6')).
z z
Exponentielle complexe

Lorsque z = a + ib, on définit e* = e+ = %™ avec e?

= cos b + isin b. ainsi tout nombre complexe s’écrit

z=r(cosf +isinf) = re?.
Proposition 3.13 (Formule de Moivre)
Pour tout nombre réel 0 et tout entier n de N, on a

(cos@ +isinf)" = (cosnfd + isinnf) .

Preuve 10 1. Pour n =1, on a (cosf + isinf)' = (cos 16 + isin 10) qui est vraie.
2. On suppose (cosf +isinf)" = (cosnb +isinnd), alors on a

(cosf +isin®)"' = (cosf+isinf)" (cosf + isinb)
= (cosnf +isinnd) (cos + isinh)
= cosnf cosf — sinnfsin

+i (sin 6 cos nf + cos O sin nd)

= cos(n+1)0+isin(n+1)6.
Application de la formule de Moivre, racine ni®»¢ d’un nombre complexe
On appelle racine n'*™® de z un nombre complexe w = r (cos § + isinf) tel que w™ = z et on écrit w = Yz.

On a
"=z <= [r(cosf+isinf)]" = p(cosx +isinz)
<= 71" (cosnf +isinnd) = p(cosz +isinx).

Par identification,
n _ r= 1/p
™ =p
{ nd =z +2%kr { g T2 011,
n
Exemple 3.9 Calculer les racines cubique de z =1 — 1.
3 _

Onaz = \/E(COS%” + ¢sin %’“) les racines cubiques de z sont les solutions de [’équation w°> = z avec w =
r(cos@ +isinf). Ce qui donne

6
=2 r=12
{39=3’4”+2k7r - G:W,k:OJ,Z.

On aura, wg = %(COS% +isin§), wy = \675(005111—2” —|—isin111—2”) et wy = \“/?(005119—27T —|—isin119—2”).



Chapitre 4

Suites numériques

4.1 Définitions

Soit X une partie de R.

Définition 4.1 On appelle suite numérique toute application

f: N — X
n —  f(n)=a,.

Toute suite numérique s’écrit comme xg, X1, ..., Ty, dont x, est dit le terme général.

Exemple La suite dont le terme général z,, = # s’écrit —1, %, %1, e #,

4.1.1 Opérations sur les suites

Soient (x,,), (yn) deux suites numeériques.

1. On dit que les suites (x,,), (y,) sont égales si x,, = y, Vn € N.

2. On appelle somme de (z,,) et (y,) la suite (z,) telle que z, = =, + yn.

3. On appelle produit de (z,,) et (y,) la suite (w,) telle que w,, = Tp.yp.

Suites bornées

La suite (U,,) est dite majorée (resp. minorée) s’il existe M € R (resp. m € R) tel que ¥n € N, U,, < M (resp.
m < U,). La suite (U,,) est dite bornée si elle est & la fois majorée et minorée, c’est a dire

dn, M eR:VneNm<U, <M
oubien
de>0:VneN,|U,| <c.

De plus
1.vneN U, <M
2.Ve>0,Ing e NN M —e < U,, < M,

1.VneN m<U,
2.Ve>0,Ing e Nym < U,, <m+e.

sup U, M<:>{

infU, =m < {
Limite d’une suite numeérique

Définition 4.2 Le nombre | de R est appelé limite de la suite (U,) lorsque n tend vers 400 si pour tout € > 0,3ng =
ng (¢) € N,Vn,n > ng = |U,, —l| < € et on écrit

lim U, =1l<= [Ve > 0,3Ing =ng () e N,Vn: (n > ng = |U, — | < €)].

n—oo

Exemple 4.1 Montrer que lim,, =1. Soite >0, on a

_n_
n+1
n—n—1
n+1
1
- P <€
= 1<e+en
—

loe _ 1 _
n>le=1_1

Lfl‘<e < <€

n+1

If suffit donc de prendre no = E (% — 1) + 1 et donc

1.

1
Ve>0,dng=F|-—1])+1€eN,V¥n: n2n0:>L—1 <e€)| <= lim =
€ n+1 n—»oon+1

27
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Limites infinies

lim U, =400 <= [VA > 0,3Ing =no (A) e N\Vn: (n >no = U, > A)],

n—oo

lim U, = —co <= [VA > 0,3ng =no (4) e N,Vn: (n > ng = U, < —A)].

n—oo
Définitions
1. On dit que la suite (U,,) est infiniment petite si lim,, o U, = 0.
2. On dit que la suite (U,,) est infiniment grande si lim,,_,o U, = +o0.
Propriétés :
1. La somme (resp. le produit) d’un nombre fini de suites infiniment petites est une suite infiniment petite.
2. Le produit d’un nombre par une suite infiniment petite est une suite infiniment petite.

4.2 Suites convergentes

Définition 4.3 1. La suite (U,) est dite convergente s’il existe | € R tel que lim,,_ o, U, = I.
2. La suite (U,) est dite divergente si sa limite est infinie ou n’existe pas.

Théoréme 4.1 (Unicité de la limite)
La limite de toute suite convergente est unique.

Preuve 11 Soit (U,) une suite convergente, On pose lim,,_,, U, =11 et lim,, .o, U, = l3. Alors on a

lim U, =1; < [Ve>0,§|n1 =ny(e) € N,Vn: (nznl = U, — 1] < E)}

n—o0 2

et
lim U, =y < [Ve>0,3n2:n2(e) € N,Vn : (nzng = |U, — 2] < E)}

n—oo 2

On pose ng = max (ny,na), donc pour n > ng

[ — Lo (= Un) + (Un = L)

S |ll_Un|+|Un_l2|
< §+5=¢€

Finalement, pour n > ng
V€>O,|ll—l2|<6:>l1—12:0:>11212.

Exemple : Les suites U,, = (—=1)",V,, = sinn, W,, = cosn ne sont pas convergentes car elles n’ont pas des limites
uniques pour chacune d’elles.

Théoréme 4.2 Toute suite convergente est bornée.
Preuve 12 Soit (U,,) une suite convergente, c’est a dire lim, ., U, = l.

lim, o U, =1 <= [Ve>0,Ing =ng(€e) € N,Vn,(n>ng = |U, — | <¢)]
— Vn,n>nyg— —e<U,—I[<e¢
<~ Vnn>ng=l—-e<U, <e+l.

Done, a partir du rang ng tous les termes de (Uy,) se trouvent & lintérieur de Uintervalle |l — e, e +1[. A Uextérieur
de cet intervalle, il reste un nombre fini de termes Uy, Uy, ...,Upy—1. Posons M = max (Uy, Uy, ...,Upo—1,l +€) et
m = min (Up, Uy, ...,Up,—1,0 —€), alors Vn > 0, m < U, < M, c’est a dire (U,) est bornée.

Remarque 4.1 La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie.

Exemple : La suite U, = (—1)" est bornée mais elle n’est pas convergente car sa limite n’est pas unique.

Suites de méme nature

Deux suites sont de méme nature si la convergence (resp. divergence) de 'une implique la convergence (resp.
divergence) de lautre.

Passage a la limite dans les inégalités

Proposition 4.1 Soient (U,) et (V,,) deuz suites convergentes telles que lim, o U, = 1 et lim, o V,, = lo. Si
ly <y alors a partir d’un certain rang, on a U, < V.



4.2. SUITES CONVERGENTES 29

Preuve 13 Soit un nombre [ tels que I1 <1 <y

lim U, =1} <= [Ve > 0,3n1 =ny () e N,Vn: (n>n; = |U, — 1] < €)].
n—oo
Pour e =1— 1y, on obtient
n>n = —e<U,—-li<e
- —(l—l1)<Un—l1<l—l1
= U, <.

De méme
lim V,, =ls <= [Ve > 0,3In2 = na(e) e N,Vn : (n > ng = |V, — l2] < ¢€)].

n—oo

Pour e =1y — 1, on obtient
n>ny, — —e<V,—Ilha<e
= —(Lb-)<U,-l<la-1
= V, >l

Posons ng = max (n1,nz), alors pour n > ng U, <!l et V,, > 1 et donc U, < V,.

Corollaire 4.1 1. Si U, <V, a partir d’un certain rang alors Iy = lim,_, U, <lim,_. V, = ls.
2. Si U, < a a partir d’un certain rang alors Iy = lim,_, U, < a. En particulier si a = 0, on déduit que toute
suite positive ne peut pas admettre une limite négative.

Preuve 14 Par labsurde, 1y > lo = Ing : n > ng = U,, > V,, (contradiction,).

Théoréme 4.3 Soient (Uy,), (V) et (W,) trois suites telles qu’a partir d’un certain rang V, < U, < W,. Si
lim,, oo Vi, = limy, oo Wy, =1 alors lim,, .o U, = L.

Preuve 15 On a

lim V, =l<= [Ve>0,3n1 =n1(e) e N,Vn: (n >ny = |V,, — | < €)]

n—oo

et
lim W, =l <= [Ve>0,3n2 =na(e) e N,Vn: (n > ny = |W,, — 1| < ¢)].

n—oo

Posons ng = max (n1,n2), alors ¥n > ng

n>ny — l—e<Vy<ldeetl—e<W,<l+e¢
— l—e<V,<U,<W,<l+e€
= l—e<U,<l+e.

sinn

Exemple Calculer lim,,_, | o

Opérations arithmétiques sur les limites

Uy
Soient (Up,), (V,) deux suites convergentes, alors les suite (U, £ V,,), (U,.Vy), (AU,) et (V)’ (Vi £ 0) sont

n
convergentes et de plus

1. iy oo (Up £ V) = limn oo Uy % limy,o V.
2. limy o0 (Un. V) = limy, 00 Uy limy, 00 Vi,
3. limy, oo (AU,) = A limy, oo U,

Un limp oo U 1.
lm (Vn ) limy, 0 Vi o 7
5. limy,— oo |Un| = |limy— oo Upl-

Pour démontrer ce théoréme, on démontre le lemme suivant :
Pour que lim,,_.o, U, = [ il faut et il suffit que U,, = [ + «a, tel que lim,,_. . o, = 0.

Preuve 16 On suppose que lim,, .., U, =1 et on démontre que U, = + «,, tel que lim,, .., o, = 0.

lim U, =l<= [Ve > 0,3ng =ng () e N,Vn: (n > ng = |U, — | < €)].

n— oo
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Posons U,, — | = «,, alors
Vn:(n>ng = |ay| <€) <= lim a, =0.
n—oo

Alors U, = | + o, avec lim,,_, o oy, = 0.
On suppose que U, =1 + «, tel que lim,, .o a, = 0 et on démontre lim,, .., U, = [.

lim, .ooa, =0 <= [Ve>0,3Ing=mng(e) € N,Vn: (n>ng = |a,| < €)]
= [Ve>0,3ng=ng(e) eN,Vn: (n>ng = |U, — 1] <¢)]
= lim,—eo Uy =1

Démonstration du Théoréme
Démontrons (2) : lim, o (Uy,.V,) = limy, 00 Uy, lim,, o Vi,. On a grace au lemme précédent

lim U, =l <= U, =11 + a, tel que lim «a, =0

n— 00 n—oo
et
lim V,, =ly <=V, =13+ 8, tel que lim 3, = 0.
n—oo n—oo
Par suite

UV = (I +an) (2 + 6n)
= l.lo+UBn + ooy + anfn
avec lim, o (1160 + laayn + @ 3,) = 0.

Dot lim o (Un.Via) = L1l = limy_ o0 U Lty V.
™2 + 15n + 13

E le : li n—o0 1 o5  1n._ | 09’ =
xemple s Mo o 00 + 23 (%)

N

™2 + 15n + 13

=
w
~—

. y n?(7+2 413
Mp—oo 75 T an a5 — 1My — 0o
An® + 10n + 23 n?(4+ 01 23)
: (7+ 2 4+ 43)
= i
. (4+ 3 +22)
= i
Limites remarquables
Théoréme 4.4 On a
1. lim, o ¥Ya=1 (a>0).
2. lim, oo VNP =1 (¥p e N).
0silgl <1
. n_ ) Tlsig=1
F dimy o0 ¢ = n’eziste pas si g = —1
oo si |q] > 1.
nk
4. lim, oo — =0 (k€eN,a>1).
an
. a
5. limy, o0 i 0 (a€eR).
|
6. limy, oo — = 0.
n" n
7 limp oo (1+ 1) =€, (2<e<3).
Preuve 17 1. Soit a > 1, alors {/a =1+ «,, avec oy, > 0. Alors
a=(1+a,)" = 1+nan+@a%+...+0}5ag

> 1+ nay,.

Par suite
a—1>na, — 0<0¢n<“7_1
= lim, o a, =0.

Ce qui montre que lim,, ., /a = 1.
Lorsque 0 < a < 1, on bose a = % et donc b > 1. Ainsi

lim,, oo ¢ %
= —1t __—1_7

lim, 0o % -1

lim, o ¥a



4.3. CRITERES DE CONVERGENCE

3. Soit |q| < 1

lim, 0o ¢" =0 <= [Ve>0,3ng=ng(e) € N,Vn: (n>ng=|q|" <e)]

= nloglg| <loge

= n= llogg\;\’
et il suffit de prendre no = E (llaogg\(jl) +1.
Siq=1, alors ¢" =1 et lim,_,o ¢" = 1.
Si q=—1, alors lim,, .., (—1)" n’existe pas.

Si|q| > 1, alors |q| :% avec 0 <p<1et

< m — +0

1 1
lim |¢|" = lim — = ————— = +00.
n— 00 n—oo pt lim,, oo pn
7. limy oo (1 + %)n =e, (2<e<3) sera démontrée ci-dessous.
Généralisation :
a) Montrons que lim,,_, _, (1 + %)n =e. On pose n = —m, alors n — —oo
limy oo (1+2)" = limp oy (1—-2)7"
. —1\—m
= hmm_""'oo (mm ) m
= 11mm~>+oo (mn_zl)
. 1 m
= 11mm~>+oo ( + 7,1)
. 1 m—1

= el=e.

pn
Et en général, si lim,,—, o pn = F00, alors lim,_, | (1 + p%) = e ou plus généralement,

n—-4oo n—-4o0o

Pn

3n? +5n+1>”

Exemple 4.2 Calculer lim,,_, | o <32+3+1
n n

1 qnPn
lim p, = t+ocet lim ¢, =01=— lim (1 + ) = ¢l
n—-+00

3n24+3n+1 2n2
) 2n “3nZ+3n+1

i 3n2 +5n+1\" | 1+3n2—|—5n+1 ) "
1My 4o — = 1My 400 - -
* N2+3n+1 * 3?2 +3n+1
2 n
= lim, 400 [ 1+ "
32 +3n+1
1
= limy, o (1 + 3n+3n+1>
2n
1
= limp o (1 NETEETESY
2n
liMMn— 4 o0 ’22712
e 3n24+3n+1
2
€e3.

4.3 Critéres de convergence

4.3.1 Suites monotones

31

Définition 4.4 Une suite (U,) est dite croissante (resp. décroissante) si ¥n € N,U,, < U411 (resp. Vn € N,U,, >

Un+1). Les suites croissantes et les suites décroissantes sont dites monotones.

Théoréme 4.5 Toute suite croissante, majorée (resp. décroissante, minorée) est convergente et de plus

lim U, =supU, (resp. lim U, =infU,).

Preuve 18 On a

(Up) est majorée —> TJsupU, = M
{ 1.VneN U, < M,

(car (U,) est croissante).

|

lim,, o U, = My =supU,.

2. V6>0,3n0€N,M0—6<Un0§M0,
Vnin>ng = My —e<U,, <U, <My < My+e

Ve > 0,3ng € N,Vn;n > ng = |U, — My| < ¢
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Exemple 4.3 lim,_, (1 + %)n =e, (2<e<3)? Démontrons que la suite U, = (1 + )n est magjorée, en effet

Un:(1+%)n = Yo ock 3
n n(n 1)(n 2) (n—(n—k)) 1

2+2.(1~) (177)(1
ot b (1= 1) (1_g)... (1 7<" (n 1>>)

Ce qui montre que

1 n+1
Un+1 = (1 + 'H.) > U,

et par suite (U,,) est croissante. Il est clair que U, > 2, montrons que U, < 3,¥n. On a

_ 1

N

Par suite,
Upo < 2+3+3+.. +,%
< 245t mte =
< 2+?++...+%+2ﬁ+...
= 2+377 =3

De cette fagon, on a démontré que 2 < U, < 3. (Uy,) est croissante et majorée donc elle est convergente. C’est a dire
lim,, .o U,, existe. Euler a proposé d’écrire

1 n
lim (1+) =e, (2<e<3).
n

n—oo

4.3.2 Suites adjacentes

Définition 4.5 Deuz suites (U,) et (V,,) sont dites adjacentes si l’une croit, 'autre décroit et lim,,_. 4 (Uy, — Vy,) = 0.
Théoréme 4.6 Deuzx suites adjacentes sont convergentes et convergent vers la méme limite.

Preuve 19 On suppose que (U,,) est croissante et que (V) est décroissante et de plus lim,_, o (Up — V) = 0. et on
démontre que (Uy,) et (V;,) sont convergentes et que lim, 4 (Up) = lim,— oo (Vi) . Montrons d’abord, que (V,, — Uy,)
est une suite décroissante. En effet,

(Vn+1 - Un+1) - (Vn - Un) = (Vn+1 - Vn) - (Un+1 - Un) <0,

alors (V, — U,) est une suite décroissante.
D’autre part :

lim, 400 (Vi =U,) =0 = inf(V,-U,) =
= V,-U, >0,V
= Vi 2> Uy, Vn.

Et donc,
Up < ..U, <Upp1 L. V1 <. <G

On a (Uy,) est croissante et magorée par Vy, (V,,) est décroissante et minorée par Uy donc (Uy,) et (V,,) sont convergentes,
d’ou
0 = limy, 4 o0 (‘/n - Un)

Application : Théoréme des segments emboités

Théoréme 4.7 Soit une suite de segments I, = [u,,v,] vérifiant les conditions suivantes :
2) limy, 400 (Uy — vy,) = 0.
Alors, il existe un seul point ¢ appartenant & tous les segments I, i.e., N0 11, = {c}.
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Preuve 20 On a (u,) est croissante et que (v,) est décroissante et lim, 4o (Up — V) = 0 = limy,— 400 (Up) =
lim;, 400 (vn) = c.
Ce qui implique que
Up < ¢ < vy, Vn > 1.

Démontrons que c est unique, en effet : supposons par labsurde qu’il existe ¢ > ¢ : NI, = {c}. Comme
limy, 400 (U, —v,) =0 et pour e =c¢ —¢ >0

Ing=no(e) eEN,Vn:n>ny = |u,—vy| <e
= |up — | < ¢ — ¢ (contradiction).

Donc il n'existe pas ¢ # ¢ tel que N2 I, = {c}.

4.3.3 Suites de Cauchy
Définition 4.6 On dit que la suite (Uy,) est de Cauchy si :

Ve > 0,3no € N,Vp,q:p>ng,q > ng = |U, — Uy| <e.

(La négation) :
Une suite (Uy,) n’est pas de Cauchy si :

de > 0,Yn € N,3p,q : p > ng,q > noet |Up —Uy| > €.
Théoréme 4.8 Toute suite convergente est de Cauchy.
Preuve 21 On suppose que (Uy,,) converge et on démontre qu’elle est de Cauchy.

(Un) converge
= Ve>0,Ing € N,Vp,p>ng = |Up — 1| < §

et pour q > ng = |Ug — 1] < 5.
D’ot
|Up_Uq‘ (Up_l)+(l_Uq)|

= |
< U = U+ [l =Tyl
<

et la suite (U,) est de Cauchy.

Exemple 4.4 Soit la suite U, =1+ % + % + ...+ %, étudier sa nature.
Soient p,q deuzx entiers tels que p > q (par exemple). On a

— 1, 1 1_q_ .. 1
Up—U| = |14+t +77+-+;-1——3
= | 4 1 1
S == s C
Or 1 1 1 1 1 1
P T A A
— P=q
p

Donc, pour p = 2q, on aura |U, — U,| > 2’12—;‘1 = % Donc
1
Elezi,VnEN,EIp:Qn,qzn:p2n,q2n=>|Up—Uq| > €,
alors la suite (Uy,) n’est pas de Cauchy et donc elle n’est pas convergente.

4.3.4 Sous-suites, suites extraites
Soient (U,,) une suite et n — ny une suite strictement croissante d’entiers naturels alors la suite (U, ) est dite
sous-suite ou suite extraite de (U,) .

1
Exemple : Soit la suite définie par U,, = —;n > 1. Les suites (Uay,) , (Uan) , (U2n+1) , (Usy,) sont des suites extraites
n

de la suite (U,) .

Théoréme 4.9 Toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite.
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Preuve 22 On a
(Upn) converge

— im0 Un =
<= Ve>0,3ng € N,Vn,n >ny = |U, — | <e.

Soit (Uy, ) une suite extraite de (U,), montrons que lim, o Uy, = 1.

klirf ng = +o00 <= VYng,3q € N,Vk; k > g = np > ng.
——+o0

ng >ng = |Up, —1] <e
= limp— i Un, =1
4.3.5 Suites récurrentes

Définition 4.7 La suite (U,) est dite récurrente si
1. Uy est donné.
2. Il existe une fonction f: X — R, (X CR) telle que f(X) C X et Upy1 = f (Un).

Proposition 4.2 1. Si la fonction f est croissante, alors
i) f(Uo) — Uy > 0= (U,) est croissante.
it) f (Ug) — Uy < 0= (U,) est décroissante.
2. Si f est décroissante, alors les deuz sous-suite (Usay) et (Uznt1) sont monotones au sens contraires.
Preuve 23 Soit f une fonction croissante et on suppose de plus que f (Uy) — Uy >0
fWUo)=Up>20 = Ui -Up=>0
= U; >0

= f(Uy) > f(Uy), car f est croissante.
= U; > U;.

Par récurrence on obtient que (U,,) est croissante.

Théoréme 4.10 Si (U,,) est une suite récurrente par une fonction f continue dans X et (U,) est convergente, c’est
@ dire lim,,— 100 U, =1, alors | est solution de I’équation f (1) = 1.

Preuve 24 Cela découle de la définition d’une fonction continue.

Exemple 4.5 Ftudier la nature de la suite récurrente définie par

Up=0
Un+1 = \/6+Un,n20.

OnalUy=0,U; =6 = Uy < Uy. On suppose que U,_1 < U, et on démontre que U, < Upt1- Onoa

UnJrl_Un = \/6+Un_\/6+Un71
Un - Un—l
= > 0.
Vox U, — /610,

Alors la suite (U,,) est croissante. Supposons que U,, < 3, alors
Upy1—3 = v6+U, -3
U,—3

= — <0
3+V6+U,

= Up41 < 3.

(Un) est croissante et majorée donc elle est convergente. Soit | sa limite, alors d’aprés le théoréme précédent | vérifie
Déquation f (1) = 1.
fO=l <<= 1=+v1+6
— 2-1-6=0
=3
== ou
l= -2 (exclue car 1 > 0)
= =3



Chapitre 5

Fonctions réelles d’une variable réelle

5.1 Généralités

Définition 5.1 On appelle fonction numérique définie dans un domaine X toute application f telle que a chaque
point x de X, on fait correspondre un seul élément y de R. Et on écrit

f: X - R
r — f(z) =y

X est le domaine de définition de f.
f(X)=Imf={yeR,3x e X; f(x) =y} est ’ensemble des valeurs de f oubien ensemble image de f.

Graphe d’une fonction
Oun appelle graphe d’une fonction f le lieu géométrique des points M (x,y) on x € X et y = f (z) et on écrit

Gf :{(%y)aﬂfeX,y:f(x)}.

Opérations sur les fonctions réelles
Soient f,g: X — R.
Egalité et inégalité
1. On dit que f est égale & g et on écrit

=9 f(z)=g(x), Ve e X.
2. On dit que f est inférieure ou égale & g et on écrit

[<g<—= f(z)<g(x), Ve X.
3. On dit que f est supérieure ou égale & g et on écrit

f>9g< f(x)>g(x), Ve e X.

Opérations arithmétiques :

1. Lasomme : (f+g)(z) = f(z)+g(z), Vr € X.

2. Le prouit : (f-g) (z) = f(x) - g(z), Vz € X.

3. Le rapport (g) (x) = géxi’ Vo € X,g(x) #0.

Composition de fonctions

Soient f: X — R, g: Y — R, avec f(X) C Y. On définit la fonction composée de f et g et on note go f la
fonction définie sur X par

(go f)(x)=g(f(2)), Vo € X.

Exemple
Soient f (r) = cosz, g (r) = x? ER

(g0 f)(x) =g (f ()= (f(z))" = co
(fog)(x)=f(g(x)) = cos(g(z)) =

11 est clair que fog#go f.
Propriétés générales des fonctions :

a) Fonctions paires et impaires :
Un ensemble X C R, est dit symétrique par rapport a 'origine si : Vo € X = —z € X.

[\3\.

COS J?

35
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Définition 5.2 La fonction f définie dans I’ensemble symétrique X est dite
i) paire si :Vr € X, f (z) = f (—x).
i) impaire si : Ve € X, f (—x) = —f (z).

b) Fonctions périodiques

f X — R est dite périodique si da € Ry tel que
Hr+aelX,

i) f(z+a)=f(z) Vz e X.

Et il est évident que f (v + ka) = f (z),k € N*.

Définition 5.3 On appelle période de f le plus petit nombre positif T tel que f(x +T) = f (z) Vz € X.

c) Fonctions monotones

Soit f: X — R, f est dite

i) croissante si Vaq, 20 € X, 21 < 29 = f (21) < f (22).

ii) strictement croissante si V1,29 € X, 11 < 2o = f (z1) < f (22) .
iii) décroissante si Vzy,ze € X, 1 < x9 = f(21) > f(x2).

iv) strictement décroissante si Va1, z0 € X, 21 < 9 = f (z1) > [ (x2).
d) Fonctions bornées

La fonction f est dite

i) majorée sur X si IM € R: f (z) < M,Vz € X.

ii) minorée sur X si Im € R: f () > m,Vz € X.

iii) bornée sur X si elle est majorée et minorée simultanément, c’est a dire

Im, M eR:m< f(xr) < M,Vr € X ou
Jee Ry, |f ()] <e, VreX.

Définition 5.4 On appelle borne supérieure (resp. inférieure) de f sur X le plus petit majorant (resp. le plus grand
minorant) de f et on écrit

sup f () = M <~

zeX

1L.VeeX f(z)<M
2.Ve>0,3xz0€ X, M —e < f(xq),

1.Vee X m< f(z)
2. Ve > 0,3xg € X, f (xo) <m +e.

Théoréme 5.1 Toute fonction majoée (resp. minorée) admet une borne supérieure (resp. inférieure).
Maximum et minimum d’une fonction

Définition 5.5 On dit que admet un mazimum (resp. minimum) au point xo € X si

Vo € X, f(x) < f(xo) (resp. f(z) < f(20))

Fonctions inverses
Soit f: X — Y, f est dite inversible §’il existe g : Y — X telle que

(gof)(z)=zet (fog)(y) =v.

La fonction g et dite inverse de f et on la désigne par f~! et on écrit

y=[f(z)=a=F"().

Propriétés

Soit f: X — Y, inversible (bijective), alors

1. L’inverse de f~! est f, c’est a dire (ffl)f1 = f.

2. Si f est impaire (resp. paire) alors f~1 est impaire (resp. paire).
3. Si f est strictement monotone, alors f~! l'est aussi.

Graphe d’une fonction inverse

Soient Gy le graphe d’une fonction inversible et

Gf_1 = {(yvf_l (y)) Y € Y}
le graphe de f~!, alors

(,y) €Gpr = z=f""(y),yeY
— y=f(r),zeX
= (v,y) €Gy

Gy et Gy-1 sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice d’équation y = z.
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5.2 Limite d’une fonction
Limite finie d’une fonction

Définition 5.6 Soit [ une fonction définie dans un voisinage de xo sauf peut étre en xy. Le nombre | est dit limite
de f lorsque x tend vers xg et on écrit | = lim,_,,, f () si

Ve>0,30=0(e) >0,Vz € V(xg),(0< |z —x0| <d = |f (z) =] <e).
Exemple :
Démontrer que lim,_,gsinz = 0. En effet, on a [sinz — 0| = |sinz| < |z|. donc
Ve > 0,30 =€ >0,Vz, (0 < |z| < d = |sinz — 0] <¢).

Définition 5.7 Le nombre [ est dit limite de [ lorsque x tend vers xg si et seulement si pour toute suite (x,) de
V9 (x0) (voisinage épointé de x¢) convergente vers m, la suite y, = f(z,) converge vers | et on écrit ¥V (z,) €
VO (z0), (limy, oo Tp = 1o = lim,, oo f (z,) =1).

Remarque 5.1 D’aprés la définition précédente, s’ils existent deux suites (un ), (vn) convergeant vers xq telles que
limy, oo f (un) # lim, oo f (vn), alors la limite de f n’existe pas en xg.

Exemple 5.1 FEtudier la limite de y = sin 7 lorsque x — 0.

Soient up, =+ — 0 et v, = — 1+ — 0, alors on a
" p—+o0 2n+3 n—too

f(uy) =sinnm =0 et f(v,) =sin (2n7r + g) =1.

D’ou lim, .o sin I n’existe pas.

Extension de la notion de limite
a) Limites latérales en un point
Soit V' C R un ensemble contenant l'intervalle ]a, zo[ (ou |z, b[)

Définition 5.8 Le nombre | € R est dit limite a droite (resp. a gauche) de f en g si :
Ve>0,30=0(e) >0,Vz eV, (x —x0 <d = |f (x) = 1| <e¢)

(resp.
Ve>0,30=0(e) >0,Vz e V,(xg—z<d=|f(x) =1 <e))

On désigne la limite & droite (resp. & gauche) par

tim, () = lim /() = f (a0+0)

T—2g TS0

(resp.
lm f(x) = lim f (@) = f (@0 0)).

T—xT r—x0

Théoréme 5.2
lim f(z)=1l<= lim f(zr)= lim f(x).
> <

T—x0
=0 T—T0

a) Limite a Vinfini

1ir£ flx)=l<=Ve>0,3A> 0,V eV (—0),(z < — A= |f(z) =] <€)
et
lim f(z)=l<=Ve>0,IJA>0,Vz €V (+00),(z > A= |f(x) =1 <e€).

r——00
c) Limite infinie

lim f(z)=40c0<=VA>0,30 >0,Vz €V (z),(0< |z —x0| <d = f(x) > A4),

T—x0

lim f(z) = —0c0<=VA>0,30 >0,V €V (29), 0< |z —2p| < = f(z) < —A),

r—T0

lim f(z) =400 <= VA>0,3B>0,Vz €V (+00),(z > B= f(z) > A).

r——+0o0

Unicité de la limite
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Théoréme 5.3 Si une fonction f admet une limite en xq, alors cette limite est unique.

Preuve 25 On suppose que f admet deux limites l1,ly en xq, alors on a

lim f(x)zzl<:>ve>o,351:51(e)>o,vxewx0),(o<|x—x0|<51:>|f(x)—zl|<f)

T— I 2
et ‘
lim f(x):lg<:>V€>0,352:52(6)>0,V$€V(.T0),(O<|$*$0|<§2:>|f(x)712|<§).
On pose § = min (§1,02), donc pour 0 < |x — 29| <6 on a
=L = [(L—f(z)+(f(z)—1)]
< b= f@)+I1f (@)=
< §t+5=¢€

finalement 1y = Is.

Théoréme 5.4 (propriétés locales)
Si limg_,,, f (x) =1, alors il existe un voisinage du point xo dans lequel f est bornée, i.e.

AV (zg) : Ve € V (z0), |f (x)] < M.
Passage a la limite dans les inégalités :

Théoréme 5.5 Soient f, g deuz fonctions définies dans un voisinage de xo et telle que limy 5, f (z) =11 etlim,_,, g (x) =
ly et ly < ly. Alors il existe un voisinage du point xo dans lequel f () < g (z).

Preuve 26 On a

lim f(z) =1 <= Ve> 0,301 =31 (€) >0,V € V(20),(0 < |z — 20| <1 = |f (x) —l1| <¢)

T—T0

et
lim g(x) =1ls <= Ve > 0,302 =02 (€) >0,V € V (20),(0 < |z — 20| < I = |g(z) — 2] <¢).

T—x0

On pose 6 = min (d1,02), et soit 1y <1 <ls. En prenant ¢ =1 —1y > 0 dans la premiére équivalence (resp. e =ly—1 >0
dans la deuziéme) on obtient pour 0 < |z — zg| < §

flx)y<letg(z)>1L
D’ou le résultat.

Corollaire 5.1 Soit f une fonction définie dans un voisinage de xq et telle que lim, ., f (z) =1 et f(x) > a alors
[ >a.

Critére de la fonction intermédiaire
Théoréme 5.6 Soient f,g,h trois fonctions définies dans un voisinage de xq et telle que
fz) <g(x) <h(z) Yo e VO (x).
Silimy .y f () = limg_sq, h () =1 alors lim,_.,, g (z) = 1.
Preuve 27 On a

lim f(x)zl(z»V(xn)eVo(mo),(lim Tn = 2o = lim f(xn):l)

T—To n— oo n— o0

et
lim h(z) =1 <=V (r,) € V°(x0), ( lim z, = 2o = lim h(z,) :Z) .
T—T0 n—oo n—oo

On a aussi

f(zn) <g(zn) < h(xn) Vo, € Ve (o)

et le résultat découle du théoréeme des trois suites.

Exemple 5.2 Etudier la limite de f (z) = xsinl en 0. On a Vz € R*

1
—1<sin— <1<«

{ —xﬁxsin%ﬁxsim>0
T

x<zxsint < -—zsiz>0.

r —

En utilisant le théoréme précédent, on obtient lim,_, wsin% =0.
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Opérations sur les limites :

Soient f,g deux fonctions définies dans un voisinage de zg et telle que lim,_.,, f (z) = {1 et lim,_,, g () = lg,
alors on a

1. limxﬂajo (f + ) (m = ll + 12
2. limx*}ajo (f g) (l‘) ll lg
(Af) (z) =

3. limy ) (

4. limg 4, (g) x) , st limg ., (9) () # 0.
) =

5. limg .z, (|f]) () = |11
Démonstration
Prouvons (4) par exemple. On a

lim f(z) =1 <=V (2,) € V?(x0), ( lim x, =29 = lim f(x,)= ll)
T—To n—00 n— oo
et

lim g(z) = ly <=V (z,) € V°(20), ( lim z, =29 = lim g(x,) = lg) .

T—xo

D’aprés le théoréeme de la limite du rapport de deux suites, on trouve

frn) limpooo f(zn) I

i = _ 1
noo g (2)  limp_oo g (zn) L

et le résultat en découle.

Exemple :
3z —

limg 4 oo
o= (\/962 +3r—4+ [L‘)
z(3-3)

= 11m£_>+oo
x(,/1+%*;%+1)

limg 4 oo (\/ 2+ 3r —4 — .T) =

[\l

5.3 Continuité d’une fonction

Fonctions continues
a) Définitions et propriétés

Définition 5.9 On dit que f : X — R est continue au point o de X silim, .., f () = f (x0), i.e.,
Ve>0,30=0(¢) >0,V eV (zg), 0< |z —z0| <0 = |f(z) = f(x0)| <e).

Remarque 5.2 Si f n’est pas définie en xq, elle ne peut étre continue en xg.
f est dite continue sur X si elle est continue en chaque point de X.

Exemple 5.3 f(z) =|z|,z0 € R
|f () = f (wo)]

|| — |zol|
|z — o]

IA I

Donc il suffit de choisir 6 = € dans la définition précédente.

Définition 5.10 (Caractérisation de la continuité a l’aide des suites numériques)
On dit que f : X — R est continue au point xo de X siV¥ (zy,) € V (20), (imp oo T = o = limy oo f (z0) = f (20)) -

Exemple 5.4

_focosi siz#0
f(:c)—{ 0siz=0

Soient u,, = Uy = donc f(un) =1 et f(v,) =0. Par suite, f n’est pas continue en 0.

1 1
onm? 2n7r+% ’
Définition 5.11 (continuité a gauche et a droite)

Une fonction définie en xg et G droite de xq (resp. et 4 gauche de x) est continue G droite (resp. et a gauche ) de

wo silim . f(x) = (xo) (resp. Tim_< [ ()= f (x)).

[ est continue en xo < lim f(z) = lim f(z) = f (x0).

T—=xT0 T—x0
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Exemple 5.5 Soit la fonction h définie par

1, siz >0
h(x){ 0 iz <0,

on a h(0)=0.
lim > h(x) =1%# h(0) donc h n’est pas continue & droite de 0.
lim « h(z) =0=h(0) donc h est continue & gauch de 0.

xr—

Finalement, h n’est pas continue en 0.
Opérations sur les fonctions continues

Proposition 5.1 Soient f et g deux fonctions continues en g, alors
1. Va,B € R,af + Bg est continue en xg.
2. f.g est continue en xq.

3. Si g (xo) #0, alors S est continue en xg.
g

4. |f| est continue en xg.
Continuité des fonctions composées

Proposition 5.2 Soient f : I — I' et g : I' — R deuz fonctions continue en xy et f (xg) respectivement. Alors
go f:I — R est continue en xg.

Preuve 28 Soit (z,) C I une suite convergeant vers xg € I. Montrons que (g o f) (z,) converge vers (go f) (xg). On

a
Tn — 20 = [f(xn) — f(x0) car f est continue en xq

= g (f(xn)) = g(f(z0)) car g est continue en f (xo)
(9o f)(@n) = (g0 f) (x0) .

Remarque 5.3 f est dite discontinue en xq si
a. f n’est pas définie en xg
b. la limite existe mais différente de f (x¢) .
c. la limite n’existe pas.

Prolongement par continuité
Si f n’est pas définie en z( (fdéfinie sur I — {zo}) et lim, ., f (z) =1, | € R, alors on définit un prolongement

par continuité de f en zg par
oy | fz)sizel—{zo}
f(m)—{ lsiz=x.

Exemple 5.6 f (z) = e_m%,x € R*. On alim,_o f () =0 et par suite

f(x):{ flx) siz#0

lsix=0
est le prolongement par continuité de f en 0.

Continuité uniforme
Soit f: D — R une fonction. f est dite uniformément continue sur D si et seulement si

Ve > 0,36 =06 () >0,Vz, 2’ € D,(0< |z —2'|<d=|f (z) — f(2)| <e).

Remarque 5.4 1. La continuité uniforme sur D implique la continuité sur D. En effet, il suffit de poser ' = xq
pour chaque xq fixé dans D.

2. 0 ne dépend que de €, contrairement a la définition de la continuité ot § dépend aussi de xg.

3. Une fonction continue sur D n’est pas forcémént uniformément continue sur D. On va jusitifier celd a laide
d’un exemple.

1
Exemple 5.7 f(z) = —,2 €]0,1]. On a f est continue sur]0,1], montrons que f n’est pas uniformément continue
x

sur |0,1], i.e., montrons que

Je>0,V6 > 0,3z,2" € I,|x — 2’| <d et |f(z)— f(a')] > e

Prenonse=1¢etd >0
Premier cas : 6 > 1
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Pourzx=1,2" = %, on a

1
3

Deuxiéme cas : 0 <5 <1

Pour x = 6,2’ = 3 oma

Finalement, f n’est pas uniformément continue sur ]0,1].
Théorémes fondamentaux sur les fonctions continues

Théoréme 5.7 Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé et borné [a,b], alors f est uniformément continue
sur [a, b].

Remarque 5.5 S’agissant de la continuité uniforme, il est essentiel de préciser le domaine sur lequel on étudie la
fonction.

1
exemple : f(xz) = =,z € [¢,1] est uniformément conyinue Ve > 0.
x

Théoréme 5.8 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors
1. f est bornée.
2. f atteint ses bornes, i. e.,

Ja € [a,b] : SUPg€a,0] fl@)=f(a)=M
et 36 € [a,b] - infcpap) f () = f(B) = m.

Théoréme 5.9 (Théoréme des valeurs intermédiaires)
Soit f : [a,b] — R une fonction telle que
1. f est continue sur [a, b,
2. f(a).f(b) <O.
Alors

Jzg € ]a,b]: f (x9) = 0.

Et si de plus f est stictement monotone, alors le xy est unique.

Exemple 5.8 1.Monirer que Inz —x = 0 admet une unique solution sur |1,2][.
On a F(z)=Inz —x, F est continue sur [1,2].
F(l)=Inl1-1=-1,F(2)=In2-1=0,19.

Le TVI, implique 3xo € ]1,2]: F (x9) =0, cest a dire

1
Jzo €]1,2[: Inzg — — =0.
o

Unicité : F' (z) = % + % > 0, donc F' est strictement croissante. Par suite la solution est unique.

2. f(x)=F(x)— %, x €[0,1]. Le TVI ne s’applique pas a f car elle n’est pas continue en 1.

5.4 Dérivabilité d’une fonction

Fonctions dérivables
a) Définitions et propriétés

Définition 5.12 Soient I un intervalle de R, xo € I et f : I — R une fonction. On dit que [ est dérivable en xo si

z)— f(x
limg_ 4, M existe et finie. Cette limite est appelée dérivée de f en xg et est notée f' (xo).
r — X

Une autre écriture de la dérivée en un point

/ . f(wo+h)— f(20)
1 (o) = Jimy h '
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Exemple 5.9 Soit la fonction définie par

Trouver la dérivée de f en un point xo de R. On a

f(xo) = limg_g,

r — X
(x — x0) (m2 + zox + x%)

= hmz—>zo - z

= limg_4, (:C2 + zoT + x%g = 3x3.
Dérivée a droite, dérivée a gauche
On définit la dérivée & droite de f en zg par
>

r—=x0 T — o

De méme, on définit la dérivée a gauche de f en x( par

Et
[ est dérivable en o <= f; (x0) = f; (x0) = f (20) -

Exemple 5.10 Soit la fonction définie par
f+r R - R

N f(a:):{ r+1six>0

1—2x stz <0,

ona f(0)=0+1, f est-elle dérivale en 0 ¢ On a

[0 = lim .

et
7(0) = lim -

Finalement, f n’est pas dérivable en 0 car f;;(0) # f; (0).
Définition 5.13 f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I et l’application
ff+ I - R
z — f'(z)

est appelée la fonction dérivée de f.

Interprétation géométrique de la dérivée

Soit f une fonction dérivable en xq et (C) la courbe représentative de f. L’équation de la tangente (A) & la courbe
(C) au point M (xg, f (xg)) est

y = f"(zo) (x — 20) + [ (20) -

f' (x0) représente la pente de la droite tengente & la courbe (C) au point M (zo, f (zo))-

b) Dérivabilité et continuité

Si f est dérivable en xg alors f est continue en xy. La réciproque est fausse en général.

Exemple : f(x) = |z|,z € R. f est continue en 0 mais elle n’est pas dérivable en 0 car

fa(0)=1%#-1)f5(0).

c) Opérations sur les fonctions dérivables
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Proposition 5.3 Soient f,g deuz fonctions dérivable en xo € R, alors (af),a € R, f + g, f.g sont dérivable en x,
et g est dérivable en xo si g (xo) # 0. De plus

Laf) @) =af @)
2. (f+9) (w0) = (f) (w0) + (9)" (w0) -

3. (f~9)/, (zo) = f// (z0) g (o) +9; (zo) f (20) -
4- (5) (z0) = f (%)9@;)2 (—xg) (o) f (o)

Dérivée d’une fonction composée

Proposition 5.4 Soient f : I — I' et g : I' — R deux fonctions dérivables en xo et f (xo) respectivement. Alors
go f: I — R est dérivable en xq et on a

(go f)l (z0) = f! €9 g (f (w0)).

Preuve 29 On a
(gof) (@) —(gof)(wo)

(g © f)/ (1‘0) = hmw—mo

= limg 4,

= limg 4,

O) 0
9 —9Wo) ., f () = f (20)
y—1yo T — 20
= 9/ (yo) -f/ (xo)
= f'(x0).9" (f (20)).

Exemple 5.11 Soient les fonctions f et g définies par

= limy_y,

fr R - R g: R —- R
r — f(z)=2? x +— g(z)=cosz.
Alors
gof: R — R
z > (gof)(x)=cosa?,
et

(go ) (x) = [ (x).g(f(2))
2z. sin 22,

Dérivée d’une fonction réciproque

Proposition 5.5 Si f est dérivable en xq, alors f=1 est dérivable en f (xq) et on a

—1\/ o

Preuve 30 On a , ,
(f_l) (f (w0)) = (f_l) (o)
') = ()

Y=Y
10

Y—%Y
f=1 () = 71 (wo)
R S
T f (@) = f (%0)

r — X

= limy .y,

= hmyﬂyn

f7 (o)

Exemple 5.12 La fonction
f: R — ]0,+00]
x —  f(z)=¢€",

est bijective donc admet une application réciproque

f7': 10,40 — R
x —  fl(z) =Inax,
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y=e" <= Iny=ux.
On a )
()@ = W)y

Théorémes fondamentaux sur les fonctions dérivables

Théoréme 5.10 (Théoréme de Rolle)
Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant
1. f est continue sur [a,b],
2. f est dérivable sur|a,b[,

3. f(a) = f(b). Alors,
Je € ]a,b[: ' (c) = 0.

Le théoréme de Rolle nous affirme qu’il existe un point ¢ en lequel la tangente est paralléle & ’axe des x.

Théoréme 5.11 (Théoréme de Lagrange ou des accroissements finis)
Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant
1. f est continue sur [a,b],
2. [ est dérivable sur |a,b[. Alors,

e €la,b[: f(b) = f(a) = (b—a)f ().

Preuve 31 Considérons la fonction g : [a,b] — R, définie par

Vo € [a,b], 9 (2) = f(2) - f(a) - = ———

La fonction g est :
1. continue sur [a,b] (resp. dérivable sur |a,b]) car c’est le produit et la somme de fonctions continues sur [a,b]
(resp. dérivables sur |a,b|)

2. g(a)=0,9(b) =0.
Et d’apres le théoréme de Rolle, 3¢ € |a,b][: ¢’ (¢) =0. On a ¢’ (x) = f' (z) — =1 gy

3e € a,b] : f' (c) — LO=I@) — ¢
= 3c€lad[: f(b) = fla)=(b—a)f (o).

Le théoréme de Lagrange nous affirme qu’il existe un point ¢ € |a, b[ en lequel la tangente a la courbe est paralléle
a la droite joignant les deux points (a, f (a)), (b, f (b)).

Exemple 5.13 Montrer a l'aide du théoréme des accroissement finis que
Ve > 0,sinx < .
Considérons la fonction f: R — R, définie par
VteR, f(t) =t —sint.

La fonction f est :

continue sur [0,z],Vz > 0 (resp. dérivable sur |0,z[,Vz > 0) car c’est la somme de fonctions continues sur [0, ]
(resp. dérivables sur )0, z[).
Et d’apres le théoréeme des accroissement finis,

Je€]0,2[: f(z) — £(0) = (z—0) f'(c)

<= Jce]0,z[:t—sint =x (1 —cosc).

Comme x > 0 et cosc < 1, on obtient Vx > 0,sinz < z.
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Théoréme 5.12 (Théoréme de Cauchy)
Soient f,g: [a,b] — R deux fonctions vérifiant
1. f, g sont continues sur [a,b],
2. f,g sont dérivables sur ]a,b|. Alors,

Jdc € ]a,b[: =
)

Dérivée d’ordre supérieur
Soit f : I — R une fonction dérivable sur I, alors f’ est dite dérivée d’ordre 1 de f. Si f’ est dérivable sur I alors
sa dérivée est appelée dérivée d’ordre 2 de f. On la note f” ou ()

/

f(2) _ f// _ (f/) )

D’une maniére générale, on définit la dérivée d’ordre n de f par

£ (f(”_l))/Vn >1, fO=f.

On dit que f est de classe O sur I si f est dérivable sur I et f’ est continue sur 1. On dit que f est de classe C™ sur
I (et on écrit f € C™(I)) si f est n fois dérivable sur I et f(™) est continue sur I.

f est dite de classe C* sur [ si elle est de classe C™,¥n € N.

Dérivée n®™® d’un produit (formule de Leibniz)

Théoréme 5.13 Soient f,g: [a,b] — R n fois dérivables, alors f.g est n fois dérivable et on a Vz € [a,b)

(1:9)" (2) = oo Ch " (2) g ()
e n!

avec C; = o=k

Exemple 5.14 Calculer (z5 cos 4:0) @ On a

(2 cos 4x)(4) = 2220 Ck (cos 4x)(47k) () )
= (23 (cos 43:)(4) +Cj (x3)(1) (cos 496)(3)
2 (3)(2) (2) 3 (,3)3) )
+C3 (23)" (cosdx)'™ + CF ()" (cos4x)
++ Cf (2°) @ (cos4x),

continuez...

Application de la dérivée
a) Critére de monotonie

Proposition 5.6 Soit f une fonction de I dans R, dérivable sur I, alors
1. "> 0 sur I & f est croissante sur I.
2. ' <0surl < f est décroissante sur I.

Preuve 33 <) Supposons que f est croissante sur I et montrons que f' > 0 sur I.
Soit vy € I, alors Vh € RY, on a

flaoth) = Flao) oy o +h) — f ()
) > -

et f/ (1‘0) > 0.

>0

=) Supposons que f' > 0 sur I et montrons que [ est croissante sur I.
Soient x,y € I : © < y. Le théoréme de Lagrange sur [x,y] donne lexistence d’un point ¢ € lx,y[: f (y) — f (z) =
(y—z)f'(¢). Ona f'(c) >0 et (y —x) > 0, cela implique que f (z) < f (y).

Reégles de "Hospital
i) Premiére régle de I’Hospital
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Théoréme 5.14 Soient f,g: I — R deuz fonctions continues sur I, dérivables sur [ —{xzo} et vérifiant les conditions
suivantes :

1) limy_yy f () = limg sy g () =0

2) g' (x) #0,Ve € I — {xo},

alors
/
) S
A% 7 (@) A% g (@)
Exemple 5.15
iy SRE ) SOST o
z—0 X z—0 1
La réciproque est en général fausse.
Exemple 5.16 f(v) = 2 cos%, g(x) = x. On a lim, o % = limmﬂzomcos% = 0. Tandis que lim;_,q % =

1

lim, .o (230 cos % + sin %) n’eriste pas car lim, .o sin o n’eriste pas.

Remarque 5.6 La régle de I’Hospital est vraie lorsque x — +00. En effet, posons x = n

/(3)
fe) {

liHlt—>0

= hmt_,o 1

Si limg_,g, f(z) _ % et ', g" vérifient les conditions du théoréme, alors on peut appliquer encore une fois la régle
de I’Hospital.

i) Deuxiéme régle de I’Hospital

Théoréme 5.15 Soient f,g: I — R deux fonctions continues sur I, dérivables sur I—{x} et vérifiant les conditions
susvantes :

1) limg_py f () = limg_y, g () = +00

2) ¢ (x)#£0,Vxel—{xo},

alors
/
im 7f (I):l:>l f(x):
z—z0 g (CL’) z—30 g (x)
La remarque précédente est vraie dans ce cas.
Exemple 5.17
" nmn—l
]‘imIHﬁ»OO 67 = 11mz~>+oc e
. n(n—1)zn2
= limg 100 —

n(n—1)..2x 1z
e(l}'

limg— 4 0o

0.

5.5 Applications aux fonctions élémentaires

5.5.1 Fonction inverse des fonctions trigonométriques

Fonction arc sinus
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- T . . , . . . - T
} — [—1, +1] définie par f () = sin x étant continue et strictement croissante sur [ ]

La foncti | —
a fonction f [2,2 55

(f () =cosz >0Vx € ] —77r7 g [) Elle admet une fonction réciproque f~!:[-1,+1] — [_;, ﬂ appelée fonction

arc sinus qui est continue et strictement croissante sur [—1,41]. On la note arcsin. Ainsi

{ y = arcsinzx - -
€[-1,+1 €l—,=
z € [=1,+1] y [2 2]
et
(aresin)/ () = —
arcsin) (z) =
cosy
B ll—sinzy
= ——— |z| < 1.

V1—22

Fonction arc cosinus

La fonction f : [0, 7] — [—1,+1] définie par f (z) = cosx étant continue et strictement décroissante sur [0, ]
(f' (z) = —sinz > 0 Vx € ]0,7]). Elle admet une fonction réciproque f~! : [~1,+1] — [0, 7] appelée fonction arc
cosinus qui est continue et strictement décroissante sur [—1, +1]. On la note arccos. Ainsi

Y = arccos T T = cosy
x € [-1,+1] y € [0, 7]
et
(arecos) (x) :
arccos) (z) =
—siny
_ -1
v/1—cos?y
L el<1
= —, T
V1— 122
Fonction arc tangente
La fonction f : }_;, g[ — R définie par f(x) = tanz étant continue et strictement croissante sur }_277, ;T[
, 1 -T T . L . _1 -m T . .
(f (x) = > 0Vz e |—,—=|). Elle admet une fonction réciproque f~': R — | —, — | appelée fonction arc
cos?x 272 272

tangente qui est continue et strictement croissante sur R. On la note arctan. Ainsi

T =tany
y = arctanx
{ rzeR RS Tz
272
et )
arctan)’ (z) = = ,Vz e R.
( ) (@) 1+tan?y 1+ 22
Fonction arc cotangente
La fonction f :]0,7[ — R définie par f (z) = cot x étant continue et strictement décroissante sur |0, 7[ (f' (x) =
s > 0 Vx € ]0,7[). Elle admet une fonction réciproque f~! : R — ]0, n[ appelée fonction arc cotangente qui
est continue et strictement décroissante sur R. On la note arccot . Ainsi
Yy = arccot x T = coty
z€R y €10, 7
et

_ -1 -1
 14cot?y 14 a2’

(arccot)’ (z) Vo € R.

Propriétés

Vaz € Dy, sin (arcsinz) = x; cos(arccosz) = x ; tan(arctan ) = x; cot(arccot x) = x.
272

Formules (& démontrer)

Mais arcsin (sinz) =z si « € {W W] et arccos(cosz) = x si x € [0, 7] ; etc...
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1. arcsinx + arccosz = E; 2. arctanx 4+ arccot x = g;
3. arcsin (—z) = — arcsin x; 4. arccos (—zx) = m — arccos x;
5. arctan (—z) = — arctan x; 6. arccot (—z) = 7 — arccot ;
1

; — g s1) = 1 — 22 . — g — .

7. cos (arcsinx) = sin(arccosz) = v1 —x?; 8. cos (arctanz) = sin(arccot x) = Vil
N
9. sin (arctanz) = cos (arccot z) = L; 10. tan(arccosx) = cot (arcsinz) = 796;
- V1— a2 x

11. arccos% + arcsin% =3

5.5.2 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

Fonction sinus hyperbolique
La fonction sinus hyperbolique est définie par

sinh: R — R

¢ +— siphe=2"S "
2
Propriétés
sinh € C*° (R, R); lim,_ 1 sinh = +oc.
Fonction cosinus hyperbolique
La fonction cosinus hyperbolique est définie par
cosh: R — [1,+00]
e’ +e’ "
r +— coshy = ———
2
Propriétés
, e — 7%
cosh est une fonction paire, (cosh) (z) = —y = sinhz, Vo € R.

cosh € C* (R, [1,4+00]) ; limy o coshz = 400, limy_. o coshz = 400, cosh est strictement décroissante sur R~
et strictement croissante sur RT.

Fonction tangente hyperbolique

La fonction tangente hyperbolique est définie par

tanh: R — ]—1,41]

sinh x et —e”
r +— tanhx = = .
coshx erT + e ®

x

Propriétés

tanh est une fonction impaire, tanh € C*° (R,]—1,+1[) ; (tanh)’ (z) = 1—tanh® z = 2
cosh” z

—1,lim, 4o tanhx = +1.
Fonction cotangente hyperbolique
La fonction cotangente hyperbolique est définie par

coth: R* — ]—o0,—1[U]l,+o0]

cosh x 1 e +e "
T —— cothz = — = = .
sinh z tanh z eT — e

Propriétés
coth est une fonction impaire et est strictement décroissante et bijective de R* dans |]—oo, —1[U]1, +00[. On a coth €
-1
C* (R*,]—00, —1[U]1,+00) ; (coth)’ (z) = 1 — coth®z = T,Vm € R*;limy,_ oo cothz = —1,lim, 4o cothz =
sinh” x
+1, lim,_, ;- cothx = —o0,lim,_,1+ cothax = 4oc0.

Propriétés des fonctions hyperboliques
coshz + sinhz = e”, coshz — sinhz = e, cosh® z — sinh® z = 1;
cosh (z 4+ y) = cosh x. cosh y + sinh z sinh y;
sinh (z + y) = sinh z. cosh y + sinh y. cosh z;
tanhz + tanhy
1 —tanhz.tanhy’

tanh (z +y) =

1
1 —tanh® v = ———;cosh (2z) = 2cosh® v — 1 = 1 + 2sinh® .
. cosh” x ] .
Fonction argument sinus hyperbolique

Vo € R;lim, o, tanhx =
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La fonction sinh est définie, continue et strictement croissante sur R. Elle admet une fonction réciproque f=! :
R — R appelée fonction argument sinus hyperbolique. On la note argsinh. Ainsi

= inh — sinh
{y arg sinh {x sinh y

reR y e R.
Propriétés
La fonction argsinh : R — R est définie, continue et strictement croissante sur R et
(argsinh)’ (z) ;
argsinh)’ (z) =
& cosh y
- 1
Vi 11—4— sinh? y
= —— ,VzeR.
V1422
D’ou argsinh € C* (R,R) et lim,_,_, argsinhx = —o0, lim;_, 4 argsinh z = +oo.

Une autre écriture de la fonction argsinh : On a

cosh?y —sinh® y = 1 = coshy = /1 +sinh® y = /1 + 22.

Donc
coshy +sinhy =eY =z + V1 + 22
et cela implique que

argsinhz =y =1IneY =1In (x—|— 1—|—:r2).

Fonction argument cosinus hyperbolique
La fonction f : [0,+00[ — [1,+oc[ définie par f(z) = coshx est continue et strictement croissante sur RT.

Elle admet une fonction réciproque f=! : [1,4+o00[ — [0, +oc[ continue et strictement croissante, appelée fonction
argument cosinus hyperbolique. On la note argcosh . Ainsi

y = argcoshz x = coshy
x € [1,400] y € [0, +o0[.
Propriétés
La fonction argsinh : R — R est définie, continue et strictement croissante sur R et
(argeos) (1) =
argcos) (x
& sinh y
B 1
2V C(iShz y—1
— V2 > 1.
x?—1

lim, 400 argcoshx = 400.
Une autre écriture de la fonction argcosh : On a

cosh? y —sinh? y = 1 = sinhy = \/cosh?y — 1 = /22 — 1.
Donc
coshy +sinhy =eY =a + a2 -1
et cela implique que
argcoshz =y =1IneY =1In (az—l— vV — 1) Vo > 1.
Fonction argument tangente hyperbolique
La fonction f : R — ]—1,+1[ définie par f (z) = tanh x est continue et strictement croissante sur R. Elle admet une

fonction réciproque f~' :]—1,4+1] — R continue et strictement croissante, appelée fonction argument tangente
hyperbolique. On la note arg tanh. Ainsi

y = argtanhx T =tany
x €]-1,+1] yeR.

Propriétés
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Une autre écriture de la fonction argtan : On a pour |z| < 1

ey — 67?/
eV te v’
Donc 14
2y — L
c 1—2
et cela implique que
; 1 ! 1+
argtanz =y = — In .
8 Ol
' 1 . .
(argtan) (z) = ——, [z| < L et lim,_,_;+ argtanhz = —oo,lim,_, ;- argtanhz = +oo0.

1—
La fonction argtan € C* (]—1,+1[,R).
Fonction argument cotangente hyperbolique
La fonction
coth: R* — ]—o0,—1[U]l,+o0]

coshz 1 et +e "

r +—— cotha = — = =
sinh x tanh x er —e™®

est bijective, donc elle admet une fonction réciproque dite argument cotangente hyperbolique. On la note arg coth .

Ainsi
y = arg coth x r = coty
|z] > 1 y € R*
Propriétés
On peut montrer que
1 1
argcothe =y = §ln # )|z > 1.




Chapitre 6

Formules de Taylor et développements
limités

6.1 Formules de Taylor

Une fonction f continue sur [a, b] et dérivable en xg € ]a, b peut s’écrire au voisinage de xg :
f (@) = f (o) + (x —20) [’ (20) + (T — 20) € (2)
avec lim,_,,, € (). Cela revient a dire que f est approximée par un polynome de degré 1
x+— P (x) = f (v0) + (z — x0) [ (%0) -

L’erreur commise R (z) = (x — x0) € (x) tend vers 0 lorsque z tend vers xg. La formule de Taylor généralise ce résultat
a des fonctions n fois dérivables qui peuvent étre approximeées (au voisinage de x() par des polynomes de degré n. Plus

exactement
(x — a:o)2 (x — x0)"
2!

(xz — x0)

1! ™ (20) + Ry, (0, 2) -

f(z) = f(zo) + f (o) + P (z0) 4 ... +

n!

P’Vl(x)

P, (z) est un polynéme de degré n en (x — () qui approxime f avec une précision R,,. Et R, (xo,x) est appelé reste
d’ordre n. Diverses formes de R,, (zo, ) existent, la forme la plus classique est la suivante :

6.1.1 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

Théoréme 6.1 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ sur [a,b] (f € C™ ([a,b])) et f7) est dérivable sur]a,b|
et soit xg € [a,b], alors Vo € [a,b],x # xg,3c € |a, b]

(z — o) ( — x0)° (= 20)" (n (@ —20)"""
f (@)= f(xo) + Tfl (o) + Tf@) (zo) + ... + Tof( ) (o) + Wf( D (e).
C’est la formule de Taylor d’ordre n avec reste de Lagrange (m(nﬁ’i;ﬂ fOD (e) .

6.1.2 Formule de Taylor Mac-Laurin

Lorsque ¢ = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on pose ¢ = 0x,0 < § < 1,¢ € ]0, z] et on obtient

a™ (n+1)
CESEAR

Remarque 6.1 La formule de Taylor Mac-Laurin est souvent utilisée dans le calcul des valeurs approchées.

F@)= £ O+ 50 )+ 27O ) 4t T )+

Exemple 6.1 FEn utilisant la formule de Mac-Laurin d’ordre 2 a la fonction x — e®, montrer que l'on a % <e<3.

On a
2 3

T T Ox
e —1+x+7+€e
etpourr=1,e=1+1+ % + %ee, i.e,e= g + éee. En utilisant le fait que 0 < 68 < 1, on obtient
8 5 1, 5 1
§<§+6€ <§+6€.
D’ou
e<g+%e - %e<5
== e<3.

Finalement, g <e<3.

51
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6.1.3 Formule de Taylor Young

Nous allons restreindre les hypothéses en supposant uniquement que f(™ (zp) existe.
Théoréme 6.2 Soit f : [a,b] — R et xo € [a,b] . Supposons que f™) (xq) ewiste (finie), alors Vo € V (xq)

(x — aco)2
2!

(z — z0)
1!

(x —z0)"

f (@)= f(w0) + I (o) + FP (o) + .+ ™ (20) + 0 (x — x0)"

n!

ot o(x —x0)" = (x —x0)" € () avec limy_,, € (x) = 0.

Remarque 6.2 La formule de Taylor Lagrange donne une étude globale de la fonction sur l’intervalle, tandis que la
formule de Taylor Young donne une étude locle de la fonction au voisinage de xg.
La formule de Taylor Young est pratique pour le calcul des limites.

Exemple 6.2 Soit
ln(l—i-:c)—x—i—”‘i—z—3
fla) = 2

(sinz)*

En utilisant la formule de Taylor Young a l'ordre 4 pour la fonction x — g (x) = In (1 + ), calculer lim,_q f (z).
On a

L 2 () z ) e 4
g(f):9(0)++ﬁ9 (0)+§g (O)+§9 (0)+ZQ (0) +o(x)",
c’est a dire
.’,U2 .’,UB I4
In(l4+z)=0+2x— ?4—? - Z+$4E(a?), aveclir%e(x) = 0.

Par suite

qut admet pour limite _Tl lorsque = tend vers 0.

6.2 D.L. au voisinage de zéro

Nous avons vu que dans un voisinage de xy on peut approcher f (z) par un polynéme P, de degré n de sorte que
f(x) =P, (x) = o(x —x)" . Ceci lorsque f(™ (z) existe. Maintenant, nous allons voir qu'un tel polynéme peut exister
méme si f(”) n’existe pas et méme si f n’est pas continue en x.

Définition 6.1 Soit f une fonction définie au voisinage de zéro. On dit que f admet un D.L. d’ordre n au voisinage
de 0 s’il existe un ouvert I de centre O et des constantes ag, a1, ..., an tels que Vo € I,x # 0

f@) = ap+arxz+ ...+ a 2™ + 2" (x) avec lim,_pe(x) =0
= aotax+...+az"” +o(z").
P, (x)

1) Py (x) =ap + a1z + ... + a,z™ est la partie réguliére du D.L.
= 2"¢(x) (avec lim,_g € (z) = 0) est le reste.

Exemple 6.3 f(z) =1+ 32+ 32% + 2%sinl,2 € R* est un DL, (0).

1) Si f admet un DL, (0) alors lim,_o f (x) existe. En effet, f(x) = ag + a1 + ... + ana™ + 2" (x), d’ou
lim, o f () = aop.

Cela ne veut pas dire que f est continue en 0 car f (0) peut ne pas exister.

Exemple : f (z) = %, z # 0 n’admet pas D.L. au voisinage de 0 car lim,_,¢ f (z) = oo.

2) Si f admet un DL, (0) et ap = f(0), alors f est dérivable en 0. En effet, Vo # 0, f (z) = f(0) + a1z + ... +
anx™ + x"e (z) avec lim,_.g € (x) = 0.

%g(o) =ay + o + ... + ap_12" 1+ 2" e (x) avec lim, g€ (z) = 0. Donc lim,_.g %{;(0) =a; = f'(0).

Propriétés des D.L.

Proposition 6.1 (Unicité)
Si f admet un DL, (0) alors ce D.L. est unique.



6.3. OPERATIONS SUR LES D.L. 53

Preuve 34 Supposons que f admet deur DL,, (0), c’est a dire

f(x) =ao+ a1z + ...+ apx™ + "€ (x) avec lim e (z) =0

x—0

et
f(x)=bo+bix+ ...+ bx™ + 2" (x) avec lir% €2 (z) = 0.
xTr—

Ce qui donne
(ap —bo) + (a1 —b1)x + ... + (an —bp) ™ = 2" [e2 (x) — €1 () ].

En passant a la limite lorsque x — 0, on aura ag = by, d’otw
(e —b1)x+ ...+ (an —bp)z" = 2" [e2 (z) — €1 () ].
Si x # 0, on obtient
(a1 —by) + (ag —bo)x + .. 4 (an —bp) 2" P = 2" ey () — €1 () .
En passant a la limite lorsque x — 0, on aura a1 = by. De cette maniére, on aura a, = b,, Yn. D’ot ["unicité du D.L.

Théoréme 6.3 Si f(") (0) existe, alors le D.L. de f est

n

f @) =70+ 30+ %Tf(” (0) + o+ S0 (0) + 2 (2) avee lim e (2) = 0.

z—0
Corollaire 6.1 Si f(™ (0) eziste, et f admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0, alors

RO IO IV

a():f(O),al: 11 y U2 21 g e nl

Preuve 35 C'est grice a l'unicité du D.L.

Exemple 6.4 (D.L. obtenu par division suivant les puissance croissante)

f@) =

= l1+z+22+ .. +2"%(2)

avec € (x) = 1 T 0 lorsque © — 0.
x

On peut déduire ™) (0), en effet

flx)=f(0)+ %f’ (0) + %Tf@) 0)+...+ %lf(") (0) + z"¢ (x) avec lim € (x) = 0.

z—0
F*(0)

. 1.

et par identification, on aVk : 0 < k <mn,
Remarque 6.3 L’ezistence d’un D.L. n’implique pas l’existence des dérivées. En effet, soit
1
g@)=1+z+2°4+ .. +2" +2" " sin—.
T

1l est clair que g admet un DL, (0) mais elle n’est pas dérivable en O puisqu’elle n’est pas définie en 0.

6.3 Opérations sur les D.L.

La formule de Mac-Laurin Young nous a servi & établir certain nombre de D.L. de fonctions clasiques. Bien qu’en
général, cette formule permette d’obtenir nombre de D.L., il peut s’avérer cependant que le calcul des dérivées ne soit
pas aisé. Ainsi, le calcul des D.L. est souvent facilité en appliquant les régles suivantes.

6.3.1 D.L. obtenu par restriction

Si f admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0, alors Vk < n, f admet un D.L. d’ordre k. En effet, on a

f@) = ag+axz+...+a2" + 2" (x) avec lim, ge(x) =0
= ao+ a1z + ... + apx® + app 2P+ ap ot 4L
+ana™ + 2" (x) avec lim, ,ge(x) =0
= a(]+a1x+...+akxk
+ak [aka + appor® + . A apax™ P 4 ke (x)]

avec € (x) = [ak+1$ + apox? + oo+ anz" Tk + 2 ke (:U)] — 0 lorsque z — 0.
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6.3.2 Opérations algébriques sur les D.L.
Théoréme 6.4 Si f et g admettent des D.L. d’ordre n au voisinage de 0, alors f + g, fg admettent des D.L. d’ordre

n et f admet un D.L. d’ordre n si lim,_,¢ g () # 0.
g

Exemple 6.5 1) Soit h(z) =In(1+ )+ cosz. On a

2 3 4
ln(l—i—x):x—%—i—%—%—i—ﬁq(x),
2 4
x*
COS$—1*§+E+‘T4EQ((£)
et donc ) s .
h(z) = x—%j—%:%jx‘lel(x)

|
—_
+
K
|
8
+ »
w‘&
|
|er
&
=
+
8
=
-~
S
N—

est un D.L. d’ordre 4 de h au voisinage de 0.
2) Soient f (z) =sinxz.cosz, g (x) = fgx)) On a
g(z

sinxzm—%—%—xg(q (z),
2

cosz =1-— % + 23¢5 ()

et donc 5
flx)=a- §x3—|—x36(as),

1
g(m):x+§x3+x3e(x).

6.3.3 D.L. d’une fonction composée

Théoréme 6.5 Si f et g admettent des D.L. d’ordre n au voisinage de 0 et si g (0) = 0, alors f o g admet un D.L.
d’ordre n au voisinage de 0.

Remarque 6.4 La partie réguliére de f o g s’obtient en remplacant dans la partie réguliére de f, la partie réguliére
de g et en gardant que les puissances inférieures ou égales a n.

Exemple 6.6 Soit h(z) = €. Posons f (u) = e* et g(x) =sinz. On a g(0) =sin0 =0,

2 U3

u U
e —1+U+?+§+0(U3),
23
sinx:x—g—i—o(ﬁ)

et donc

(fog)a) = e

6.4 Dérivation de D.L.

Nous avons vu que ’existence de D.L. ne nécessite pas I’existence de la dérivée. Donc nous ne pourons rien dire en
ce qui concerne le D.L. de la dérivée.

Théoréme 6.6 Soit f une fonction dérivable au voisinage de 0 et admettant un D.L. d’ordre n au voisinage de 0
f(x)=P(z)+z"e(x) avec 1111%)6 () =0.
Si la dérivée f' admet un D.L. d’ordre (n — 1) au voisinage de 0, alors

f' (@) =Q(z)+a""'n(x) avec limn(x) =0

avec
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1
Exemple 6.7 Soit f (z) = 1 On sait que
-z

f@)=14+z+2%+ .. +2" +2"(x) avec lim e (x) = 0.

- () e

= 1422+ ...+nx" L+ (x) avec lim,_on(x) = 0.

Donc

6.5 Intégration de D.L.

Théoréme 6.7 Soit f une fonction numérique dérivable dans Uintervalle I = |—a,af,a > 0, de dérivée f'. Si f’
admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0

' (2) = ap + a1x + agz® + ... + a,z™ + 2" (x) avec lim € (z) = 0,

alors [ admet un développement limité d’ordre (n + 1) au voisinage de 0
f (@)= f(0)+aoz+ B2 8284 4 On gnity "y (z) avec lim n(x) =0,
2 3 n+1 0

ici x" iy (z) = [ t"e (t) dt.

Exemple 6.8 On a

1 n .
T2 =l—ao+2®+ .. +(—1)"2" + 2" (x) avec ilg})é(:ﬁ)z()
et par suite
2 3 4 _1)"
ln(l—i—x):1111—1—3;—%—i—%—%—&—...—l—%x"“—i—x"“n(x) avec iig})n(x)zo.

6.6 D.L. au voisinage de z( et de 'infini
Définition 6.2 On dit que f définie au voisinage de xo admet un D.L. d’ordre n au V () si la fonction
F:zr— F(x)=f(x0+x)

admet un D.L. d’ordre n au V (0).

On a
F(z)=ap+ a1z + ...+ apz”™ + 2" (x)
et donc
flxo+z)=as+ a1z + ...+ az” + 2" (x),
c’est a dire

fy)=ao+a1(y—20) + ... +an (y —0)" + (y — 20)" € ((y — 0))
ou d’une maniére équivalente
f@)=ao+ai(x—x0)+ ... +an(x—120)" + (x—20)" €((x —20)) .
Finalement, on se raméne du voisinage de x(y au voisinage de 0 par le changement de variable z = = — .

1
De méme le D.L. au voisinage de 'infini se fait par le changement de variable y = —.
X

Définition 6.3 On dit qu’une fonction numérigue admet un D.L. d’ordre n au V (+00) s’il existe un polynéme P de
degré inférieur ou égal a n tel que l'on ait au V (400)

f(@:P(i) —l—o(xln).
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Exemple 6.9 Le D.L. de x — €* au V (1). On pose v =z — 1, donc au V (0) on a

w? Wl u™
u o n
e —1+u+—2 tgrtet oy +o(u").

Par suite ) 5
(x —1) (x —1) (x —1)"
5 + 3l + .+ .y

=14 (xz—1)+

Finalement ) s
x—1 x—1 x—1)"
-1 @0, -1

v — e |14+ (z—1
ct=ellt@=1)+ 30 nl

+o((z— 1)”)] )

1
2) Le D.L. de x — €* au V (+00). Au voisinage de Uinfini, il suffit de poser y = —. On a
x

R
e = x —_ —_— —_— o\x
2 3! n!

et donc

6.7 D.L. généralisé

Si f définie au V (0) n’admet pas D.L. au V (0) mais z®f (z), (« > 0) admet un D.L., on peut alors écrire au
V (0) pour z # 0
x2f(x) =ap+ a1+ ... + apz™ + "€ () avec lim e (x) =0,

z—0
d’otr )
fz)= [ap + a1z + ... + apz™ + 2" (2)]

71:70(

c’est un D.L. généralisé de f au V (0).

Exemple 6.10 Soit f définie par

1
fo ==
f n’admet pas un D.L. au voisinage de 0 car lim,_o f (x) = 400, mais on a
1

= l+z+22+.. +2"%(z).

Par suite 1
flx) = ;—i—l—f—x—l—...—&—x"‘l—ko(x"_l)

est le D.L. généralisé de f.

6.8 Applications des D.L.

Les D.L. sont trés utiles dans la recherche des limites de fonctions et I’étude des formes indéterminées.

Exemple 6.11 1) Trouver la limite lorsque x tend vers 0 de la fonction

sinx — rcosx

Fw) = x (1l —cosz)
On a
23
sinx:x—g—i—o(x?’),

2
cosx =1— a—l—o(ﬁ)
et par suite
45 o)

Zro(e?)

fla) =
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Finalement )
lim f (z) = <.

x—0 3

2) Déterminer la limite, lorsque x tend vers +oo de la fonction

2

f(x)= RN /%

rz—1

On a une forme indéterminée +0o — co. On a vu qu’en posant y = %, on se ramene au voisinage de 0, on trouve

1 1
= 7~ Lty +y’]?
y—y
Apres calculs on trouve
W) =2+ +o(y)
=—4+—+40
g\y 3 9 Yy
Finalement,
1 =1 = -
L f(z)=limg(y) =3
Exercice 1 :
Calculer les limites suivantes :
. e¥ —cosz
DT
b) lim In(1+z)— slnm,
x—0 X
. cosz—+V1—2z2
c) li 1 .
x—0 x
Solution :
a) On a
4
22 2 X 4
e’ =142 —&—g—&—o(x ),
2 4 A
cosa:zl—i—i—ﬂ—&—o(x)
Donc
e —cosz =222 +o0 (z?)
et par suite
. e® —cosx 3
lim = =
z—0 2 2
b) On a
x? 2
m(l+z)=2—"+"=+o0(2%),
2 3
3
G z 3
51nx—x—§—|—o(a: )
Donc

2
In(l+z)—sinz = f% + 0 (2?)

et par suite
In(1+z)—sinz

lim =0.
x—0 X
c) On a
2 4 A
cosle—g—i—ﬂ—&—o(x ),
1 1
\/1—x2:1—§x2—§x4+0(aj4).
Donc
4
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et par suite

Exercice 2 : Calculer la limite suivante

lim 22+ 32+ 24 2.

r——00

Solution :
On a

Vat+3z+2+2 = |x|<,/1+%+x—2271)
1(3 2
. ”2(%2 +o(;)1>
13 .
= |a] 2x+0(z)>

et par suite
)
lim x2+3x+2+x:7.

r——00



Chapitre 7

Espaces vectoriels et applications linéaires

Dans ce chapitre, (K, +,.) désigne un corps commutatif, en pratique K = R ou K = C. On note par 1 ’élément

neutre pour la loi "."

7.1 Strucrure d’espace vectoriel

On appelle K —espace vectoriel (ou espace vectoriel sur le corps K) tout ensemble F muni d’une loi de composition
interne notée @ et d’une loi de composition externe notée ®

®: ExFE — FE ®: KxFE — E
(x,y) +— zOy Ay — Ay

tels que :

1. (E,®) est un groupe abélien.

2.V(\,p) e KEVx e E:

a) A tp)er=A02)® (e )

b)A® (p®r)=0Ap

3.V(z,y) EE2VAEK : MA@ (zdy) =A®z)d(A®y)

4. Vr € E,1x ® x = x avec 1x 1’élément neutre de K pour la deuxiéme loi (la multiplication).

Lorsqu’on ne change pas le corps de base K on peut utiliser I’expression espace vectoriel au lieu de K —espace
vectoriel.

Conventions

- Les éléments de E sont appelés vecteurs.

- les éléments de K sont appelés scalaires.

- @ est notée +.

- ® est notée .

Exemples et conséquences

a) E=R?2K=R

F: R2x R2 — R2
(z,y), (") — (zy)@ @@ y)=(@+2,y+y)

®: R xR? — R2
A\ (@) — A®(z,y) = (A\a,\y)

(R2, P, ®) est un R—espace vectoriel.
b) Le corps K est un K —espace vectoriel pour les lois + et ., dans ce cas les éléments de K sont considérés

simultanément comme vecteurs et scalaires.
c) C est un R—espace vectoriel et en général si K C L alors L est un K —espace vectoriel.

Conséquences

Théoréme 7.1 Soient (E,®,®) un K—espace vectoriel, \,u € K et x,y € E, alors on a
1.A®x =0 <= A=0x ouzxz=0g
22 AN—per=0A®z)— (pt®@x)
BAR(x—y)=A®z)-(A®Y)
Preuve 36 —) A\@x =0 = A=0x ouz =0g?
Supposons que A\® x = 0 et A # 0 et montrons que x = 0.

Si A # Ok, alors \~1 existe dans K (car K est un corps). On a

AMloAez)=2"1®0p =0g

59
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et
Moo= eer=1ker =21

Donc x = 0g.
<) A=0g ouz=0g = ARz =0g"?
Supposons A = 0x. On a
Ok @ = (0g+0x)®x
= (0g®2)d (g ®x).

En composant par — (0g ® x), on trouve Ox ® © = 0.
Supposons maintenant que r = 0g. On a

A0 = A®(0g+0g)
= A®0g)®(A®0Eg).

En composant par — (A ® 0g), on trouve A® Og = 0.
2. 0na
A@x = A—p+p) e
(A—pez]® (ko).
Ce qui implique que
A-—p@r=A®z)— (tex).
3. 0On a
Az = AQ@—ydvy)
fo@-yleray).

Ce qui implique que
A@(z—y)=A®z) - (A®y).

Proposition 7.1 (Utilisation du symbole Y dans les espaces vectoriels)
Soient E un K—espace vectoriel, n,p € N*, z;,;y; € E, \; € K. On a
1)y @it Zf:n—&-l T =)0 i
2) Y (@it y) =2 i+ >y
3) Yy Awy) = A @y
4) 2 ur) = (3272, i) .

7.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 7.1 Soient E un K—espace vectoriel et F' un sous ensemble de . On dit que F' est un sous-espace vectoriel
(s.e.v.) de E si et seulement si

1) F+0

2)V(z,y) € F%(zdy) e F

) VAe K,V e F,(A®ux) € F.

Exemple 7.1 1. {Og} et E sont des s.e.v. de E.
2. R x {Og} est un s.e.v. de l’espace vectoriel R? sur le corps R.
3. Si F est un s.e.v. de E et E est un s.e.v. de G alors F' est un s.e.v. de G.

Proposition 7.2 Soient E un K—espace vectoriel et F' C E. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors il est lui
méme un K—espace vectoriel pour les lois induites par celles de E définies par

®: FxF — F ®: KxF — F
(x,y) +— z@y Ny — Ay

Proposition 7.3 Soient E un K—espace vectoriel et (F;);.; une famille de s.e.v. de E, alors NicrF; est un s.e.v. de
E.

Preuve 37 Notons F = N;cr F;.
1. F # 0 car Og € F; pour tout i de I.
2. Soit (z,y) € F?
z2yel = Viel,zeF,etyckF;
= Viel,zdyckF
= zhycerlF
3. Soit (\,x) e K x F
AeKzxelF = Yiel zckF;
= Viel, (A®zx)eF,
= (A®z)€EF.

Ce qui montre que F' = N1 F; est un sous espace vectoriel de E.
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Proposition 7.4 Soient E un K—espace vectoriel, Fy, Fy deux sous-espaces vectoriels de E. L’ensemble défini par
F+F, = {JZEE:H(Z‘l,JZg)EFlXFQ,JJ:l‘l—FxQ}
= {x1+x2:21 € F1,29 € Fy}

est un sous-espace vectoriel de E& appelé somme de Fy et F5.

Preuve 38 1. F} + 5 # () car Og =0 + 0 € Fy + F.
2. Soient x,y € Fy} + F,
$€F1+F2:>3($1,£L'2)€F1 X Fy:x=x1 + a2

et
y€F1+F2$H(y1,y2)EF1><F2:y=y1+y2.

Montrons que x +y € F1 + F5. On a

rT+y = T1+T2+Y1+2
= (v1+y1) + (v2 +y2) € F1 + Fo.

3. Soient \€e K,z € I, + F5. On a
$€F1+F2:>E|(£E1,JC2)EF1 X Fy:x=x1+ x9.

Par suite,
AQ@x AQ® (21 + x2)

= A®@z1)+ (A\®@ux2) € Fy + Fs.

Proposition 7.5 Soient E un K—espace vectoriel, Fy, Fy et F3 trois sous-espaces vectoriels de E. Alors, on a

1. i+ F,=F+ F 1. iNF,=FNE
2. Fy C F1 + F> 2. N Fy CFy (resp. Fy)
3. Fi+FE=F 3. FNE=FKN
4. A+ F =F 4. FiNF =F;
Fy C F3 Fs C Fy
et = F1+F, CFE;3 et = F3 C F} N Fs.
Fy C F3 F3 C Fy

Définition 7.2 (somme directe)
Soient E un K—espace vectoriel et Fi, Fy deuz sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme Fy + Fy est

directe si F1 N Fy = {0g} et on note Fy & Fs.
Proposition 7.6 (caractérisation de la somme directe)
Pour que deuz sous-espaces vectoriels soient en somme directe, il faut et il suffit que tout élément de la somme
Fy + F5 se décompose de fagon unique en somme d’un élément de Fy et d’un autre de F». C’est o dire,
Fi+Fh=FNoF <— VI'GFl-FFQ,E”ZElGFl et Axy € Fy
T =x1+ X2.

Preuve 39 Supposons que Fy + F est directe, c’est a dire Fy N Fy = {0} et soit x € Fy + F
x€ P+ F, = 3(x1,22) € F1 X Fy: x = x1 + xa.
Supposons que l’écriture n’est pas unique, c¢’est @ dire
I(y1,92) € F1 X Fo: 2 =y1 + Y.

Donc

T=T1+T2=Y1+ Y2
< T1—Y1=Y2 — X2
= xr1—y1 € NFy et ys —x0 € F1 N Fy
— T1 — U1 =0g et yo — T2 €0 car F1 N Fy :{OE}
== x1 =Y et Y2 — T2.
Ce qui montre que ’écriture est unique.
Réciproquement, supposons que tout élément de Fy + Fy se décompose de fagon unique et x € F1 N Fy. On a
Og € F1NFy et
O =0g+0g
Op =2+ (—2),
donc x = 0g. Ainsi, Fy N Fy, = {0g}. Finalement, F, et F5 sont en somme directe.

Définition 7.3 Soient E un K—espace vectoriel et Fy, Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Fy, Fy sont dits supplé-
mentaires dans E si et seulement si Fy N Fy = {0} et F} + F» = E.

Exemple 7.2 K =R, E=R xR =R? F; =R x {0}, F, = {0} x R. F| et Fy sont deuz sous-espaces vectoriels de
E, supplémentaires dans E.
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7.3 Dépendance et indépendance linéaires

7.3.1 Familles liées, familles libres

1) Combinaisons linéaires

Définition 7.4 Soient E un K—e.v. (v1, v, ...,v,) € E™. On appelle combinaison linéaires des vecteurs vy, va, ..., vp
tout vecteur v de E de la forme

n
v = )\11)1 + )\2’02 =+ ...+ )\nvn = Z )\ﬂ)i
i=1

0U A1, A2y ey A € K.

Proposition 7.7 (autre caractérisation d’un s.e.v. par les combinaisons linéaires)
Soient E un K—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de
E si et seulement st
1) F#0
2) V(z,y) € F2, Y(\p) € K2, (\z + py) € F.
(i.e. F est stable par combinaisons linéaires).

2) Familles libres, familles liées

Définition 7.5 Soient E un K—e.v., n € N* (v1,vs,...,v,) € E™.
1) On dit que la famille {v1,va,...,v,} est libre si et seulement si VA1, g, ..., A\, € K

Z)\i’l]i = OE — )\1 = )\2 = ,)\n = OK.
=1

On dit aussi que les vecteurs vy, va, ..., v, sont linéairement indépendants.
2) On dit que la famille {vy,va,...,v,} est lice si et seulement si IN1, A2, ...; Ay € K — {0k} : >oi ) Niv; = 0.

Exemple 7.3 1) E = R = Rx R xR, v; = (1,0,1), vy = (2,1,—1), alors v, et vo sont L. I. En effet, Soient
A1, Az € R Ajv1 4+ Aovg = Ors, montrons que A\ = Ay = 0.

A1 + Ave = 0ps = A (1,0,1) + X2 (2,1,-1) = (0,0,0)

— ()\1, 0, )\1) + (2)\2, Ao, —)\2) = (0,0,0)
— ()\1 42X, Ao, A — /\2) = (0,0,0)
A +2X =0
- A =0
)\1 - )\2 = 0
= M =Xy =0.

2) E=R2, v; = (1,1), va = (2,1), v3 = (—1,0). La famille {vy,va,v3} est lice. En effet,
V] — VU2 — V3 = (0,0) :O]RZ.

Remarque 7.1 1) Pour que la famille {v} soit liée il faut et il suffit que v = 0p.
2) Vv € E,{v,v} est liée v—v =0g.
3) Toute famille contenant Op est liée.
4) Si la famille {vy,va,...,v,} est lice alors tout v; s’écrit comme combinaison linéaires des autres.

7.3.2 Sous-espace engendré par une partie

Définition 7.6 Soient E un K—e.v. et A C E. On appelle s.e.v. engendré par A lintersection de tous les s.e.v. de E
contenant A et on le note (A) oubien

Vect (A) = Nps.enF.

CcF

7 N J—
En d’autres termes, si A = {vy,va, ..., 05},

(A) = {v €EE I\, Aoy dp €K, v = Zml}.

i=1
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7.3.3 Familles génératrices, bases

Définition 7.7 Soient E un K—e.v. et G C E. On dit que G est une famille génératrice de E si et seulement si
G = E. C’est a dire si G = {v1,v2,...,0,}, on dit que G engendre E (ou G est une partie génératrice de E) si et
seulement si

Vo€ B,3N, Aoy An s = 3 A
=1

Définition 7.8 Soient E un K—e.v. et B C E. On dit que B est une base de E si B est libre et génératrice de E.
C’est a dire, si on pose B = {e1,ea,...,e,}, alors B est une base de E si

Vo € B, 3 (A, Ao, An) €K™ i =) Nes.
=1

Dans ce cas, A1, Az, ..., A\p, sont appelés les coordonnées (oubien les composantes) de x dans la base B.

Exemple 7.4 1) E=R? B = {e; = (1,0),e2 = (0,1)} est une base de E. On l’appelle base canonique de R>.
a) B est libre, en effet : soient a, 3 € R : ae; + Bes = O

ae; + Pea =0z = «(1,0)+6(0,1) = (0,0)
= (a,8) =(0,0)
= a=p=0.
b) B engendre R?, en effet, soit (z,y) € R?, donc I\, =z € R, Iy =y € R :
(xay) = )‘l (17()) + )‘2 (07 1) .

2) E=R3B=1{e; =(1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} la base canonique de R3. Soit v = (5,—1,3) € R3. Les
composantes de v dans la base B sont 5,—1,3 car

v=(5-1,3)=5(1,0,0) — 1(0,1,0) +3(0,0,1).

B = {w; = (1,1,0),ws = (1,0,2) ,w3 = (1,2,3)} est une base de R> (vérifier le). Les composantes de v dans la

base B’ sont 3 2L =9 cqp

57575
13 21 9
U= (577173) == (171a0) + — (17072) - F (15273) .
5 5 5
Proposition 7.8 Soient Fy, Fy deux familles de vecteurs de E telles que Fy C Fy, alors on a
a) Fy es libre = F es libre.

b) F\ engendre E = F» engendre E.

Proposition 7.9 Soient n € N*, Fy = {v1,v2, ...,vn}, Fo = F1U{vp41} = {v1,v2, ..., Un, Upt1} deuz s.e.v. de E, alors
on a

a) Fy es libre et v, 11 ¢ (F1) = F; es libre.

b) Fy engendre E et v, 1 € (F1) = F} engendre E.

7.4 Théorie de la dimension

Définition 7.9 Soit E un K—e.v. On appelle dimension de E le cardinal d’une base B de E et on note dim E =cardB.

Exemple 7.5 a) E = R", Bgn = {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,..., 1)}, dimR"™ = n.
b) La famille L = {uy,us, uz, us},u; € R3 ne peut pas étre une base de R? car dimR3 = 3 et cardL = 4.

Théoréme de la base incompléte
Soit E un K—e.v. de dimension finie dim E = n, B = {ej, g, ..., €, } une base de E. Soit

L = {uy,ug,...;ur}

r < n une famille libre de E. Alors il existe au moins une fagon de compléter L par (n — r) vecteurs de B pour obtenir
une nouvelle base de FE.

Exemple 7.6 E=R3 B ={e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)} la base canonique de R®. Soit
L= {ul = (1,0, 1) y U2 = (0717 1)}

une famille libre de R3. On peut prendre e3 = (0,0,1) de B pour compléter L et avoir une nouvelle base de R3.
L' = {uy,uz,e3} est une base de R3.
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Proposition 7.10 Soit £ un K—e.v. de dimension finie dim E = n. Alors
1. Toute famille libre admet au plus n éléments.
2. Toute famille génératrice admet au moins n éléments.
3. Toute base de E admet exactement n éléments.

Proposition 7.11 Soit E un K—e.v. de dimension finie dim E = n. F' une famille finie d’éléments de E. Alors deux
quelconques de ces propriétés entrainent la troisiéme.

1. cardF =n

2. F est libre

3. F est génératrice.

Exemple 7.7 Soit A ={(1,1,0),(1,0,2),(1,2,3)} est-elle une base de R3?
On a cardA = 3 = dimR?, donc il suffit de montrer que A est libre oubien A est génératrice.

Proposition 7.12 Soit E un K—e.v. de dimension finie, alors tout s.e.v. F de E est de dimension finie et on a
dimF < dim E.

Proposition 7.13 Soit F' un s.e.v. de E avec dimE = n,dim F' = p. Alors
1. F admet un supplémentaire dans E
2. Tout supplémentaire de F' dans E est de dimension n — p.

Corollaire 7.1 Soient E un K—e.v. de dimension finie, F' et G sont deuz s.e.v. de E. Alors

FcaG
dim F = dim G }:>F_G'

Preuve 40 F C G = F admet un supplémentaire H dans G.
dimH =dimG —dim F =0 = H = {0g}. Donc

G=F+H=F+{0g}=F.

Théoréme 7.2 (Formule de Grassmann)
Soient E un K—e.v. de dimension finie. Pour tout F', G s.e.v. de E.

dim (F' + G) =dim F 4+ dim G — dim (F N G)
Corollaire 7.2 Si F' et G sont deuz s.e.v. de E en somme directe. Alors
dim (F @ G) = dim F + dim G.
Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 7.10 Soit F un K—e.v. et F' une famille d’éléments de E. On appelle rang de F' et on note rgF le nombre
mazimal de vecteurs de F qui sont L.I.

Exemple 7.8 K =R, E =R?, F = {v1,v2,v3,v4} avec vy = (1,—1,1), vo = (1,1,—1), v3 = (0,1,1), vy = (1,0,2).
vy = vy + U3

Vo = —U1
{v1,v3} est libre = rgF=2.

= Toute famille de 3 vecteurs est liée.

7.5 Généralités sur les applications linéaires

Définition 7.11 Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et f : E — F une application. On dit que f est une
application linéaire si et seulement si

LV (z,y) € B f(z+y) = f(z)+ f(y)
2.VXe K\Vx e E, f(Ax) = \f (x).

Ceci est équivalent a dire
YA\ €K, V(x,y) € B2 f Az +py) = M (2) + uf (y) .-

On note par L (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E vers F.
Appellations

Si E = F, Papplication linéaire f : F — F est dite endomorphisme.
Si f est bijective et linéaire de £ — F, elle est dite isomorphisme.

Si f est un endomorphisme bijectif alors ¢’est un automorphisme.
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Remarque 7.2 Si f est une application linéaire alors f (0g) = Op.

Exemple 7.9 1.

f: R3
(z,y,2)
[ est linéaire (a vérifier).
2.
g: R?
(z,y)

—

—

g n’est pas linéaire car g (0,0) = (0,1,0) # (0,1,0).

3.
h: RZ?

(z,

)

h n'est pas linéaire car h (X +Y) # h(X)+h(Y).

RS
[(@,y,2) = (x+y,y+22)

RB

9

(z,y) = (z+y, L,z —y)

— R

— h(z,y) =z -y

Proposition 7.14 (Une autre caractérisation des applications linéaires)
Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur K et f € L (E, F), alors pour toutn € N, (1, z2,...,2n5) € E™, (A1, A2, ..., Ap) €

/ (Z /\1‘%') = Z)\if () .

K™, on a

Preuve 41 Par récurrence.
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Remarque 7.3 Une application linéaire f € L (E, F) est entierement déterminée par les images des vecteurs d’une

base de E.

Exemple 7.10 Déterminer [’application linéaire f telle que f : R — R2, f (e1) =

(1,2) ou {e1,ea,e3} est la base canonique de R3.
Soit X un élément de R3, alors X = (x,y,2)

F(X) = f(,y,2)

7.6 Noyau, images

et donc

Al
fle
xf
z (1

z,0,0) + (0,v,0) + (0,0, 2)]

(171)af<e2) = (1,0),f(63) =

(1,0 O)+y ),1,0) + 2 (0,0, 1)]

(e1) +yf (e2) + zf (e3)
1) +y(1,0) +2(1,2)
tyt+za+2y).

Définition 7.12 Soient FE et F' deux espaces vectoriels sur K et f: E — F une application linéaire.
1. On appelle image de f et on Im f l'ensemble défini par

Imf={yecF/ArcE,y=f(x)}={f(z),z€E}.

2. On appelle noyau de f et on ker f [’ensemble défini par

ker f = f~!

Quelques propriétés de Im [ et ker f

({0r}) =

Proposition 7.15 Soient E et ' deux espaces vectoriels sur K et f: E — F une application linéaire.
1. Pour tout s. e. v. By de E l'image directe f (E) est un s. e. v. de F'; en particulier Im f est un s. e. v. de F.
2. Pour tout s. e. v. Fy de F l"image réciproque f~

de E.

L(Fy) est un s. e. v. de E;

en particulier ker f est un s. e. v.

Preuve 42 1. a) On a Og € E; et f (0g) = 0p donc Op € f (E1). Par suite f (Ey) # 0.

b) Soient y1,y2 € f (E1), donc 3x1,72 € E1,y1

Y1+ Y2

¢) Soient y € f(E1), A € K, donc 3z € Ey,y

Ay

=/

=/

f
f

1’1) et Y2 = f (.TQ) .

(z1) + [ (w2)
(z1 +x2) € f(E1).
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Ce qui montre que que f (E1) est un s. e. v. de F.
2.a)Ona f~1(F1)#0 car f (0g) =0p € Fy. Donc O € f~1(F).
b) Soient x1, 29 € f~1 (F1)

— f(l‘l)EFl etf(l‘g)EFl
— f(1‘1)+f($2)=f(331—|—$2)€F1
= I1+x2 € fil (Fl)

z1,30 € fTH(FY)

¢) Soient x € f~1(Fy) et A€ K

refHF) et NeK = f(r)eF et €K
= MN(zx)=f(\) e
— )\.’L'Gf_l(Fl).

Ce qui montre que que f~' (Fy) est un s. e. v. de E.

Proposition 7.16 Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et f: E — F une application linéaire.
1. f est injective < ker f = {0g}
2. f est surjective <= Im f = F.

Preuve 43 1. On suppose que f est injective et soit x € ker f

rEkerf = f(:c) =0p :f(OE)
— z=0g
= kerf={0g}.
Réciproquement, on suppose ker f = {0g}. Soient x1,22 € E tels que f (x1) = f (z2)
f(z1) = [ (22) f(z1) = f(z2) =0F
f(@1—x2) =0F
r1 — X9 € ker f
x1 — 22 =0p
T = T2
f est injective.

Y

2. Nous avons f est surjective <= Vy € F,3x € E : y = f(z) € f(F), c’est a4 dire F C f(E). On sait que
f(E)CF, dowf(E)=F.Imf=F.

Exemple 7.11
f: R3 — R3
(@,9,2) — flzy.2)=(@+yy+2z2)

est une application linéaire. Déterminer Im f et ker f.

ker f = {(z,y,2) €R®: f(x,y,2) =(0,0,0)}
{(Q:,y,z YER3: (z+y, erz z) = (000)}
= {(z,y,2)eR*:z+y=0ety+2=0et2=0}
= {(0,0,0)}.
Donc f est injective.
Im f f(z,y,2) €R3: (z,y,2) € R3}
x—l—y,y—i—zz):(my, 6R3}

{ (1,0,0) + ¥ (1,1,0) + 2 (0,1,1) : (z,y,2) € R?}.

Ce qui montres que les vecteurs (1,0,0),(1,1,0) et (0,1,1) engendrent Im f et puisqu’ils sont linéairement indépendants
(& montrer) alors ils forment une base de Im f.

Im f C R?

_ ™3
dim Tm f =3 = dimR3 }:”mf_R'

Par suite [ est une application surjective.
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7.7 Applications linéaires et familles de vecteurs

Proposition 7.17 Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et f : E — F une application linéaire; et soit
Ey = (x1,22,....,x,) un s. e. v. de E, alors

f () = f (@122, mn)) = (f (21), f (22) o, f (20)) -
Preuve 44 1) Soity € f(E1) = Jz € E:y = f(x). Orz € (x1,22,...,Tp) = IA1, Aoy, \p € K,z = >0 N

Donc
y=f(@) = [T dw)
= Z?:l )\zf (wz) € <f (xl) 7f($2)7?f($n)>

2) La deuziéme inclusion se démontre de fagon analogue.

Corollaire 7.3 Soit f : E — F une application linéaire. Si dimE = n et B = {ej, e, ...,e,} une base de E. Alors
f(B)={f(e1),f(ea),..., f (en)} engendre Im f. Si de plus f (B) est libre alors elle forme une base de Im f.

Exemple 7.12 Soit lapplication linéaire
f: R3 — R3
(x,y7z) — f(x7y’z):(x+y7y+z7z)'

Soit B = {e; = (1,0,0),es = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)} la base canonique de R®. Alors d’aprés le corollaire précédent,
f(er) =(1,0,1), f (e2) = (1,1,0) et f(e3) = (0,0,1) engendrent Im f et comme ils sont linéairement indépendants,
alors ils forment une base de Im f. Montrons que f (e1), f (e2), f (e3) sont linéairement indépendants.

Soient o, 8,7 € R: af (e1) + Bf (e2) + vf (e3) = Ogs

af(€1)+ﬁf (62) +vf (63) =0ps = a(LO,l) +ﬁ(17170)+7(0a071) = (070,1)
= (a+ﬁ;ﬁ+7aa+7):(0’0a0)

Donc on aura le systéme suivant

a+p3=0
B+v=0
a+v=0

qui admet unique solution o = 3 =~y = 0.

Proposition 7.18 Soit f: E — F et A ={x1,x2,...,x,} une famille d’éléments de E, alors
1. A est lice = [ (A) est liée
2. f(A) est libre = A est libre
3. [ est injective et A est libre = f (A) est libre.

Preuve 45 1. Puisque A est liée, donc I\1, Ao, ..., N\, € K mon tous nuls tels que : Z?:l Niz; = 0g.

S Nif (@) = O im)
= f(0g)=0F.

Donc f (A) est liée

2. Evident (se déduit de 1.)

3. On suppose que A est libre et f est injective et on montre que f (A) est libre. Soient A1, Aa, ..., A\, € K tels que
i Aif (xi) = 0p, donc on a

f (i /\i!Ei) =0p = f(0g).
i=1

Or, [ est injective, donc Y ., N\ix; = O, ce qui implique \; = 0 Vi € {1,...,n} car A est libre. Ce qui montre que
f(A) est aussi libre.

Proposition 7.19 Soient E et ' deux espaces vectoriels sur K et f: E — F une application linéaire. Alors
f est bijective <= VB une base de E, f (B) est une base de F.

Preuve 46 —) se déduit de la proposition précédente. En effet, supposons f est bijective et B une base de E, donc
en particulier f est injective et B une famille libre de E. Grdce a la proposition précédente, on déduit que f (B) est
libre. On a aussi B engendre E, donc f (B) engendre f (E) et donc F car [ est surjective.

<) Soit B une base de E, f (B) est une base de F. Montrons que f est bijective

a) Injectivité de f

Soit x € ker f C E, donc 31, A2, ...\, E Kz =" | Ne; et f(x) =0p.

fx)=0p = f (Z?=1 Aie;) = 0p
= Y Aif (e) =0p
= N\ =0Vie{l,...,n} car f(B) est libre.
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Donc x =Y, \ie; = 0g. Par suite, ker f = {Og}. Ce qui implique [ est injective.
b) Surjectivité de f
Soit y € F, puisque f (B) est une base de F, alors Jay, ..., € K :

Yy = Z?:l a; f(e:)
f (i Aiei)
f(z) e f(E).

Donc F C f(E). D’ou légalité. Par suite, [ est surjective

Composition de deux applications linéaires

Soient E, F,G trois K—evet f: E — F,g: F — G deux applications linéaires. Alors go f : E — G est une
application linéaire. En effet ;

Soient a, 3 € K et x,y € E

(go f)(ax + By) f (az + By))
af (x) + Bf (v))
f (@) + By (f (x))

(
gof)(x)+6(gef)(y).

Proposition 7.20 Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et f : E — F une application linéaire. Si f est un
isomorphisme de E sur F, alors f~! est aussi un isomorphisme de F vers E.

9(
9(
ag
(

\
o

Preuve 47 Si f est bijective, alors f~' est aussi bijective. Montrons que f~! est linéaire. En effet, soient a, 3 € K
etx'y € F

f7Hea +8y") = [ (af (F71 @) + B (7))
= [ (flaf” x’)+6f*1<y’)])
= af @) +B )

D’ou le résultat.

Définition 7.13 Deuzx K—ev E et F sont dits isomorphes s’il existe unisomorphisme de K—ev de E sur F oubien
de F' sur E.

Proposition 7.21 Soient E et F deuz espaces vectoriels sur K de dimensions finies. Pour que E et F soient iso-
morphes il faut et il suffit que dim £ = dim F.
7.8 Rang d’une application linéaire

Définition 7.14 Soient E et F' deuz K—ev de dimensions finies et f € L(E,F). On appelle rang de f et on note
rg(f) Uentier naturel rg(f) = dim (Im f).

Remarque 7.4 1. Si B est une base de E, alors pour tout f € L(E,F), on a

rg (f) = dim f ((B)) = dim (f (B)) = rg (f (B)) .

2. Pour tout f € L(E,F), on a
rg (f) < min (dim £, dim F) .

Théoréme 7.3 (Théoréme du rang)
Soient E et F deux K—ev de dimensions finies et f € L (E, F). Alors, on a

rg (f) = dim E — dim ker f.

Proposition 7.22 Soient E et F' deuz K—ev de dimensions finies et f € L (E,F). Alors
1. f est injective <= dim (Im f) = dim E
2. f est surjective <= dim (Im f) = dim F.

Corollaire 7.4 Sur R, on considére les espaces vectoriels R™ R et f € L (R™ RP), alors
1. n < p= f nlest pas surjective.
2. n>p= f nest pas injective.
3. n = p, on ne peut rien dire mais

[ est injective <= f est surjective <= f est bijective.
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Preuve 48 Soit f : R™ — RP une application linéaire, alors
dimR"™ = dim Im f + dim ker f.

1. Supposons par labsurde que n < p et f est surjective, alors dimIm f = dimRP = p. Ce qui implique, n =
p+dimker f et n < p, contradiction. Donc, f n’est pas surjective.

2. On suppose de méme que [ est injective et n > p. donc dimker f = 0. Ce qui implique, n = 0 + dimIm f et
dimIm f < p = n < p, contradiction. Donc, f n’est pas injective.

3. Sin =p, on obtient n = dimIm f 4 dimker f et on ne peut rien dire.

Si de plus, par exemple, f est injective, alors dimker f = 0. Ce qui nous donne, n = dimIm f et comme n = p, on
déduit que f est surjective. Par suite, f est bijective.

Raisonnement analogue si f est surjective.

Exercice :
Soit ’application
f: R3 — R?
(,y,2) — [f(x,y,2) = (x4 22,y + 2,3z + 22)

1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer Ker f et Im f en précisant leurs dimensions.
3) f est-elle bijective ? Justifier.

Solution :

On a
V(z,y,2) €R®, f (2,y,2) = (x + 22,y + 2,3z + 22)..

1) Montrons que f est linéaire
Soient a, 3 € Ret X = (21,y1,21),Y = (72,2, 22) € R3.

f(aX +BY) = f(axy + Bra, ayy + By, az1 + [z2)
= (axy + Bro + 2 (az1 + B22) ,ay1 + By2 + (az1 + B22),3 (axy + Bxs) + 2 (az1 + B22))
(a(z1 +221) + B (22 + 222) ,a(y1 + z1) + B (y2 + 22) , a (3z1 + 221) + 6 (3x2 + 222))
= (Cﬂl + 221,y1 + 21,35U1 + 22’1) + ﬂ(l’g + 222,y2 + 22,31'2 + 222)
= af (z1,y1,21) + Bf (¥2,92,22) = af (X) + Bf (V).

Kerf = E
{
{

Kerf ={0gs} = dim Kerf = 0.

Donc f est linéaire.

2)

(v,y,2) ER?: f (2,y,2) = ORs}

(z,y,2) €R3: (x+ 22,y + 2,32+ 22) = (0,0,0)}
(z,,2)

(2,9, 2)

z,Y, % 6R3:x+2z:0ety+z:0et3x+22:0}
z,y,2) ER3:x=0et y:Oetz:O}

Im f

(x+22,y+ 2,32+ 2z2) / (z,y,2) € R?}
(1,0,3) +3(0,1,0) +2(2,1,2) / (z,y,2) € R*}

gf(xayyz) €RY/(z,y,2) €R*}
{

<(170,3), (0,1,0), (2, 172)>
——— —— ——r

U1 Uz us

Donc {u1,ug,us} engendre Im f. Montrons que cette famille est libre
Soient o, 3,7 € R/au; + Bus + yuz = Os

auy +ﬂu2 +’YU3 :0R3 - 04(1,0,3) +ﬁ(031a0) +7(27132) = (07070)
= (a+2v,8+7,3a+2y) =(0,0,0)

a+2y=0 ..ee. (1)
= B4+7=0 .. (2)
3a+2y=0 .......... (3)

(3)-(1) donne 2ae = 0 et donc o = 0. On remplace a dans (1), on aura v = 0. On remplace v dans (2), on aura
B =0. Donc {uy,us,us} est libre.
Finalement {u,us,us} est ue base de Im f et par suite dimIm f = 3.
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3) Kerf = {0gs} = [ est injective

Imf C R?

_ 3 .
dimIm f = 3 = dimR3 } — Im f = R — f est surjective.

—~—

espace d’arrivée

Finalement f est bijective.
(Remarque f : R3 — R? est lindaire donc f injective <= f surjective <= f bijective).
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Chapitre 8

Matrices et déterminants

Dans ce chapitre, (K, +,.) désigne un corps commutatif, en pratique K = R ou K = C. On note par 15 ’élément
neutre pour la loi "."

Introduction

En mathématiques, les matrices servent & interpréter en termes de calculs operationnels les résultats théoriques de
I’algébre linéaire. Toutes les disciplines étudiant des phénomeénes linéaires utilisent des matrices.

8.1 Généralités sur les matrices

8.1.1 Définitions et notations

Définition 8.1 On appelle matrice a n lignes et p colonnes et a coefficients dans K l'objet A de np éléments de K
de la forme

a1 ai12 —ee A1y - QA1p
ag1 a9 agj a2p
A= (aijh<icn=| 3 :
1Z5<p ;1 ;92 A5 Qip
Gnl Ap2 ... Qpj ... GQpp

i € {1,2,...,n} désigne les lignes, j € {1,2,...,p} désigne les colonnes. L’élément a;; est U'élément de la i®™° ligne et
de la 5™ colonne.

Notations

1. L’ensemble des matrices de n lignes et de p colonnes et & coefficients dans K est noté M, , (K).

2. Si n = p, la matrice A est dite matrice carrée d’ordre n et l’ensemble des matrices carrées d’ordre n est noté
M, (K).

3. La matrice carrées d’ordre n dont tous les termes diagonaux a;; sont égaux & 1 et a;; = 0 si ¢ # j est appelée
matrice identité d’ordre n et on la note I,, et on écrit

1 0 0 0
0 1 0 0
=179 o 1 0
0 0 .. 0 .. 1

4. Pour tous (n,p) € (N*)*,1 < i <n,1<j < p, la matrice de M, , (K) dont le (ij)®™° terme vaut 1 et tous les
autres sont nuls est appelée matrice élémentaire, on la note E;;.
5. La matrice dont tous les éléments sont nuls est dite matrice nulle. On la note Onr,, ,(5)-

8.1.2 Opérations sur les matrices

a) Egalité de deux matrices
Soient A = (aij) , B = (b”) € Mn,p (K) .
b) Somme de deux matrices
Soient A = (a;5),B = (bi;) € M, , (K). On définit la somme de A et B et on note A + B la matrice A+ B =
(cij) € M, (K) tel que
Cij = aij +b2]7V1 S ) é n,Vl S ] S p.
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c) Multiplication d’une matrice par un scalaire
Soient A = (a;j) € My, (K) et X € K, alors AA = X (a;5) = (Aai;) 1<i<n,1<j<p.

12 5 8 1 45
A:(3 4)’32(6 7>’C:(1 3 6>
6 10 A 2)
wen= (5 ) () B ) e

A+ C et B+ C nlezistent pas car A, B € M (R) et C € M3 (R).

Exemple 8.1

Proposition 8.1 (M, , (K),+,.) est un K—e.v. de dimension finie égale a np. Une base de (M, , (K),+,.) est
formée de toutes les matrices élémentaires E;j,1 <i<n,1<j<pdeM,,(K).

d) produit de deux matrices

Définition 8.2 Soient A = (a;j) € My, , (K) et B = (bj) € My 4 (K) (c’est a dire le nombre de colonnes de A est
égal au nombre de lignes de B). On définit alors le produit de A et B dans cet ordre par la matrice C = A X B = (ci)

de M, q (K) tel que
P
Cik = Zaij.bjk.
j=1

Remarques importantes

1. Si le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de B, alors le produit A x B n’est pas défini.
2. En général, et lorsque le produit est bien défini, on a

A X B # B x A.

3. Le produit des matrices carrées d’ordre n est toujours défini.

4. L’ensemble (M, (K),+, x) est un anneau unitaire dont 1’élément neutre pour la multiplication est la matrice
identité I,,.

5. Cet anneau n’est pas intégre car pour

on a

et A# OMQ(]R) et B # OMQ(]R)-

Exemple 8.2 Soient

1 0
(22 n)
4 1
0 1 2
C=| 5 4 3
2 1 3
Alors
1 2 3
AxB:(ég 291>,B><A: 14 19 24 |,
8 13 18
16 12 17
AXC_(?)? 30 41)’

tandis que C x A n’est pas défini car le nombre de colonnes de C' est différent du nombre de lignes de A.

Propriétés

Soient A, B et C trois matrices. Lorsque le produit est bien défini, on a
1. A(B+C)=AB+ AC

2. (AB)C = A(BC)

3. En général, AB # BA.

Matrices carrées inversibles

Définition 8.3 Soit A € M,, (K), on dit que A est inversible si et seulement si il existe A’ € M, (K) telle que
AA'=AA=1,.
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Si A est inversible alors A’ est unique et est appelée inverse de A (notée A~1).

Exemple 8.3 Soit

A:

7

_0

0
1
1

I S = N

trouver A=Y, On a A € M3 (R), donc A’ € M3 (R), c’est a dire elle est de la forme

r1y T2 X3

A= Y1 Y2 Y3
z1 z9 z3

On a
AA =I5
1 2 0 r1 X9 I3 1 0 0
~— |0 11 yioy2 y3s | =1 0 1 ys )
1 0 1 zZ1 Z92 z3 0 0 1
14+ 2y1 22+ 2ys x3+ 2ys 1 0 0
= itz Y2tz ys+zs = 0 1 ys
xr1 + 21 To + 29 T3 + 23 0 0 1
Par identification, on obtient
T+ 2y =1 T2+ 2y2 =0 x3+2y3 =0
(I)§ y1+21=0 (II)§ y2+2z=1 (II1)§ ys+23=0
1+ 21 =0, To + 29 =0, T3+ 23 = 1.
Apres calculs, on obtient
(I) =z = %ayl = %,21 = *%2
(II) <= 29 = F,ys = 5,20 = 3
(III) = z3= 3,93 = 5,2 = 3
Finalement
1 1 -2 2
At = 1 1 -1
3\ 1 2

Proposition 8.2 Soient A, B deuz matrices inversibles de M, (K), alors la matrice AB est aussi inversible et
(AB) ' =B'4a!
Preuve 49 On pose C = B~YA~Y, il suffit de démontrer que
(AB)C =C(AB) =1I,.
On a
(AB)C = (AB)(B7'A™1)
(BB~) A~

AL, A1
— AA'=T,

|
hS

et

C (AB) (B~1A71) (AB)
Bl (ATA) B
B~'1.,B
B 'B=1,.

Transposée d’une matrice

Définition 8.4 Soit A = (a;;) € M, (K). On appelle transposée de A la matrice notée *A de M, , (K) définie par

tA = (a 5).
5 )

Exemple 8.4 Soit

N
Il
7 N
N =
W

alors

tA:

[ R
Ut W N
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Proposition 8.3 1. VA € M, p( ),P(PA) =
2.V € KNAE My (K) ! ad) =l )
3. YA, B € M, (K),!(A+B) = A+
4. VA€ My, (K) VB € M, (K): (AB) _t BtA,
5.YA € M, (K) inversible, ("A™") = (* A)_1
6. rg(A) = rg(tA).

Matrices symétriques
Définition 8.5 Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si ‘A = A.

Exemple 8.5 La matrice

12 3 4
2 2 5 6
A= 35 4 -1
4 6 -1 3
est symétrique.
Matrices antisymétriques
Définition 8.6 Une matrice carrée A € M,, (K) est dite antisymétrique si et seulement si 'A = —A.

Matrices triangulaires

Définition 8.7 Soit A € M, (K).
1) On dit que A est triangulaire supérieure si et seulement si

Y (i,5) € {1,2,....,n}" i > j = a;; = 0.

exemple :

a- (7)),

2) On dit que A est triangulaire inférieure si et seulement si

V(i,j) € {1,2,...,n}°,i < j = a;; = 0.

exemple :
3 00
A= -1 0 O
4 1 2

3) On dit que A est diagonale si et seulement si

V(i,j) € {1,2,....,n}° i # j = ai; = 0.

exemple :
1 00
A= 0 0 O
0 0 3

4) On appelle trace d’une matrice carrée B € M,, (K) le nombre Tr(B) = I, a;;.
Matrices équivalentes, matrices semblables

Définition 8.8 Soient A, B deux matrices de M, , (K). On dit que A et B sont équivalentes s’il existe deux matrices
carrées inversibles P € M, (K) et Q € M, (K) telles que B = Q ' AP.

Définition 8.9 Soient A, B deux matrices carrées de M, (K). On dit que A et B sont semblables s’il existe une
matrice carrée P inversible d’ordre n telle que B = P~ 1AP.
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8.2 Matrices et applications linéaires

Définition 8.10 Soient E, F deuz K—e.v. tels que dimE =p et dimF =n et f € L (E, F). Soient B = {e1, e, ...,ep}
une base de E et C = {b1,ba,...,b,} une base de F. Pour chaque j de {1,2,...,p}, écrivons le vecteur f (e;) dans la
base C' comme suit

fle) =) aibi.
=1

Alors, la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de f(e;) pour 1 < j < p est appelée matrice associée a
Dapplication f relativement aux bases B et C, et on écrit

a1 ai2 - A1y e Q1p
a21 a9 - A24 e Q2p
M (B,C) = _ _ - _
a;1 ;2 Qi Qip
Gn1 Ap2 ... Qpj ... GOpp
Exemple 8.6 Soit
f: R3 — R2

(x,y,z) — f(x,y,z)Z(x+y—z72x—y+z)
[ est linéaire (a vérifier).
B={e; =(1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} une base de R>.
C = {b; = (1,0),by = (0,1)} une base de R

On a
f (61) = (1,2) = ].b1 + 2b2
fe2) = (1,-1) = 1by — 1by
fe3) = (=1,1) = —1by + 1bo.
Donc,

1 1 -1
wmo=(y 4 )
Exemple 8.7 Soit
f: R2? — RR?
(.’L‘, y) L f (:I:a y) = (2:'6 +vy, =Y, Z) .

[ est linéaire (a vérifier).

B ={u; = (—1,1),uz = (2,1)} une base de R? (a vérifier).

C={w =(1,1,1),ws = (1,1,2) ,ws = (1,2,3)} une base de R® (a vérifier).

On a f(ul) = f(_171> = (_15 _1a _1)

(—1,—1,—1) = QWi + QW2 + izWs
= a1 (1,1,1)+O¢2 (1,172)+043 (1,2,3)
= (a1+a2+a3,a1 —|—0¢2—|—20437041+20¢2+3043).

On aura le systéme suivant
(65} —+ (%) —+ 3 = 71
a1+a2—|—2a3 =-1
o + 200 + 3ag = —1

qui admet unique solution (a1, as,a3) = (—1,0,0).
Done (—1,—1,—1) = —1(1,1,1) +0(1,1,2) + 0(1,2,3).
On a f(uz) = f(2,1) = (5,-1,2) = 1w + fawz + f3ws.
(5,-1,2) = Brw + Faws + Pzws

= ﬁl (17 17 1) + 52 (17 17 2) + 53 (17 27 3)
(Br+ B2 + B3, B1 + B2 + 283, B1 + 202 + 303) .

On aura le systéme suivant
Br+ P2+ B3 =5
B+ B2 +28;=—1
B+ 2082 + 3083 =2

qui admet unique solution (51,52, 03) = (2,9, —6). Donc,

M;(B,C)=| 0 9
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Proposition 8.4 Soient E, F,G trois K—espaces vectoriels. B,C et D des bases de E,F,G respectivement, soit
feL(E,F), g€ L(F,G) alors (go f) € L(E,G) et de plus

Moy (B,D) =M, (C,D).M;(B,C).

Proposition 8.5 Soit E un K—e.v. de dimensionn et f € L(E,E) et A € M, (K) la matrice associée a f relative-
ment o n’importe quelle base de E, alors

A est inversible <= f est bijective.
De plus, A™1 est la matrice associée a Vapplication f~' relativement auz bases prises.
Rang d’une matrice

Définition 8.11 Soit A € M, , (K). On appelle rang de A le nombre mazimum de vecteurs colonnes de A qui sont
linéairement indépendants et on a rg(A) < min (n,p).

Proposition 8.6 Soient E, F deur K—espaces vectoriels. B,C des bases de E, F respectivement. Soit f € L(E, F)
et A= My (B,C), alors rg(f) =rg(A).

8.3 Matrice de passage, changement de bases

8.3.1 Matrice de passage

Définition 8.12 Soient E un K—e.v. de dimension n, By, By deuz bases de E. On appelle matrice de passage de By
@ Bs la matrice de M,, (K) dont les colonnes sont formées des composantes des vecteurs de By exprimés dans la base
Bj, on la note Pass(By, Ba), c’est a dire, si By = {e1,ea,...,e,} et Bo = {by,ba,...,b,} alors

b1 = ar1e1 + ag1ea + ... + apie,
by = ajoey + e + ... + anzen,

b, = a1p€1 + Q2p€9 + ... + Apn€n

et
11 192 A1n
21 29 (657
Pass(By, Ba) =
Ap1 Ap2 oo oo oo OQpp

Remarque 8.1 Pass(B1, Bs) = M4 (B, By).
Exemple 8.8 Soient E = R?,
Bl - {81 - (1a 1,0) , 62 = (Oa 17 1) , €3 = (la 1) 1)}

et
By ={b; =(2,1,0),bo = (0,2,1),b3 = (1,1,1)}

deux bases de R® (a vérifier).
Déterminer Pass (B1, Bz). On a

b1 = €1 + Qzeg + azes . b1 =e] — €3+ €3
by = Bre1 + Baez + Baes apres cgleuls by = e1 + 2e3 —e3
bs = v1e1 + y2e2 + Y3€3 bs = 0eq + Oes + e3.
Donc
1 1 0
Pass (Bl7 Bg) = -1 2 0
2 -1 1

Proposition 8.7 (quelques propriétés des matrices de passage)
Soient E un K—e.v. de dimension n, By, By, B3 trois bases de E, alors
1. Pass (B1, Bs) = Pass (B1, Bs) x Pass (B, Bs) .
2. Pass (B1, B1) = I,, (matrice identité)
3. P = Pass (By, By) est inversible et P~1 = Pass (Ba, By).
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8.3.2 Changement de bases

Changement de bases pour un vecteur
Soient F un K—e.v. de dimension n, By, By deux bases de E et P = Pass(Bj, Bs). Soit € E et considérons
i, Qo, ...,y les composantes de x dans la base By et by, bo, ..., b, les composantes de x dans la base By. Alors

(651 bl bl aq
@2 =P b2 ou bien b =p! @2
[07% bn bn Qp

Exemple 8.9 Soient B; = {e; = (1,0) ,e2 = (0,1)}, By = {b1 = (1,2) ,b2 = (2,1)} deuz bases de R%. On a

1 _
P:PG/SS(BI7B2):(; ?) etP_1:3( 21 21>.

Si (z,y) sont les coordonnées d’un vecteur X dans la base By, les composantes du méme vecteur X dans la base

By sont (71,72) ot
() () ()
V2 Yy 3T — 3Y

Changement de bases pour une applications linéaire
a) Cas d’un endomorphisme

Théoréme 8.1 Soient E un K—e.v., f : E — E une application linéaire, B, B’ deux bases de E et P = Pass (B, B’).
Alors,
M;(B',B') =P 'M; (B, B)P.

c’est & dire, deux matrices associées & un endomorphisme suivant des bases différentes sont semblables.
b) Cas général

Théoréme 8.2 Soient E,F deur K—e.v., f : E — F une application linéaire, B, B’ deux bases de E, C,C' deux
base de F et P = Pass (B, B’), Q = Pass (C,C") (oubien Q~! = Pass (C',C)). Alors,

My (B',C") = Q™' M (B,C) P.

c’est a dire, deux matrices associées & une application linéaire suivant des bases différentes sont équivalentes.

8.4 Déterminants

Attention : Les déterminants ne concernent que les matrices carrées
ail ... Ap1
Définition 8.13 Soit A = (a;5) € M, (K), le déterminant de A est lélément de K noté det A ou

an1 e Qpn

1. Comment calculer det A?

Exemple 8.10 déterminant d’ordre 2

. a b a b
Soit A = ( ¢ d ) € My (K). Alors det A = e d ‘:ad—bc.
Exemple 8.11 déterminant d’ordre 3
1 2 0
Calculer det A ou A= 3 1 2
0 -1 0
1) Premiére méthode : Développement suivant la troisiéme ligne
2 0 10 1 2
detA—O‘1 9 —(—1)‘3 9 +0 3 1 =2.
2) Deuxiéme méthode : Développement suivant la troisiéme colonne
3 1 1 2 1 2
det A=0 0 _1‘—2 0 -1 +O‘3 1 =2.
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Cas général
Soit A une matrice de M,, (K). On note A;; la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la i*™® ligne et

la, j*™€ colonne. On appelle déterminant de A développé suivant la i®™® ligne le scalaire

det A = (*1)”1(11-1 det Ay + (71)i+2 sy det Ay
+...+ (71)_”" Qin det Ajp,
= Zzzl (71)2+k Ak det A'Lk

On appelle déterminant de A développé suivant la j*™° colonne le scalaire
detA = (—1)1+j aij dep A1j + (—1)2+j agj det Agj
+... + (_1)n+] anj det Anj
= S (=) gy det Ay

Remarque 8.2 [l est préférable de calculer le déterminant suivant la rangée (ligne ou colonne) qui contient beaucoup
de zéros.

La régle de Sarrus
ap b1 ¢
ay by co
a3 bz c3
= a1bacs + bicaasz + crazb3z — azbacy — b3coar — azczby

5 3 2
Exemple 8.12 | 7 4 0 | =—48.
1 -3 =2

Propriétés des déterminants
.det I, =1.
VYo € K,YA € M, (K),det (c4d) = o™ det A.
.VA, B € M, (K),det (AB) = det Adet B.
1

. A est inversible <= det A # 0 et det (A1) = PR

VA e M, (K),det (*A) = det A.

. det A =0 si A posséde deux colonnes égales.

. det A = 0 si une des colonnes de A est combinaison linéaire de plusieures autres colonnes.

. Le déterminant de A ne change pas de valeur si on ajoute & une colonne une combinaison linéaires d’autres
colonnes.

0 ~JO Ot i W

Remarque 8.3 Les propriétés 6, 7 et 8 restent vraies si on remplace colonnes par lignes.

Corollaire 8.1 a) Un déterminant est nul si l'une de ses colonnes est nulle.
b) Un déterminant se décompose en somme suivant la formule

det (C1y ey €L+ CLy oy Cy) = det (Chy .y C

227 217"

+ det (Cl, o Cl

[PE

.C)
.,Cn)

c) det (Cq,...,aC;, ...,Cy) = adet (C4, ..., Ci, ..., Cp) .

d) Pour qu’un déterminant soit nul il faut et il suffit que la famille des colonnes (resp. des lignes ) soit liée.

5 14 -3 11 1 14 1 11
5 18 -9 -13 3 18 3 -13
10 -10 6 4 |2 5 19 2 o4 |70
20 8 —12 6 4 8 4 6
car les colonnes 1 et 3 sont égales.

Exemple 8.13

Calcul de déterminants de matrices particuliéres

Soit A une matrice triangulaires inférieure ou supérieure, alors det A = II7_, a;;.

Calcul de l’inverse d’une matrice en utilisant le déterminant

La formule AA~! = I,, permet de calculer I'inverse A~! de la matrice inversible A. On détermine ici une formule
plus performante de calcul de A=!. Cette formule utilise les comatrices.

Définition 8.14 Soit A = (a;;) € M, (K). On appelle cofacteur de la place (i,j) dans A et on note c;; le nombre
Cij = (—1)i+j det Aij

ot A;j la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la i*™¢ ligne et la j*™¢ colonne.
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Définition 8.15 On appelle comatrice de A la matrice carrée d’ordre n définie par

Ci1 - Cni
comA =
Cnl -+ Cpn
0l ¢;; est le cofacteur de la place (i,7) dans A.
Théoréme 8.3 Soit A = (a;;) € M, (K), alors
At (comA) = t(comA).A
= (detA).I,

o I,, est la matrice identité.

Corollaire 8.2 Soit A = (a;;) € M, (K) inversible, alors

1 t
i — A).
det A (comA)
Exemple 8.14 Soit la matrice de M3 (R)
1 2 0
A= 3 1 2
0 -1 0
Calculer A=1 si elle existe.
On a det A =2, donc A~" existe.
2 0 -3 2 0 4
ComA=[0 0 1 , "(comA) = 0 0 -2
4 -2 =5 -3 1 -5
Finalement,
1 2 0 4
-1
= 0 0 -2
det A 3 1 —5
Exercices

Exercices 1 :
Soit A la matrice suivante :

cosf) —sinf
A_(sin0 cos 0 )’QGR'

a) Calculer A™ n € N*.

b) Montrer que A est inversible et calculer A1,
¢) En déduire A™, pour n € Z*.

Exercices 2 :

Calculer les déterminants des matrices suivantes

sin®a cos2a  cos?a

A= | sin?p cos28 cos? ,B =
sin?y  cos2y cos?y

o O OoO8R
oOT o
o TN O
o2 OO0 O
S ~H 0

Exercices 3 :
Déterminer le rang des matrices suivantes. Etudier si elles sont inversibles. Si oui calculer I'inverse

1 0 1 1 2 2
A= [112)|,B=2 1 —2],
0 1 1 2 =2 1
2 7 3 1 1 0
c = [394|,D=[-2 20
1 5 3 0 3 3
Exercices 4 :
1) Calculer le déterminant :
7 1 2
A=| -1 4 -2
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a) par la régle de Sarrus
b) En le développant suivant la premiére colonne puis la troisiéme ligne.
c¢) En faisant apparaitre des zéros dans la premiére ligne.
Exercices 5 :
Soit le déterminant :

1—2 2 2
Ax)=]1 2—x -1
-1 1 4—x

1) Calculer A (z) par la régle de Sarrus.
2) Calculer A (z) en le factorisant.



Chapitre 9

Systémes d’équations linéaires et
diagonalisation

L’une des nombreuses applications des déterminants est la résolution des systémes linéaires.

9.1 Généralités

Définition 9.1 On appelle systéme de n équations linéaires a p inconnues et a coefficients dans un corps K, tout
systéeme de la forme

a11x1 + a12x9 + ... + A1pTp = bl,
2121 + G22%2 + ... + A2pXp = b,

(5)

Ap1%1 + p2T2 + ... + GppTp = by,

(n=p,n>poun<p), ou les x; sont les inconnues, les a;; et les b; sont des éléments de K.

Appellations :
1) On appelle solution du systéme (S) tout élément (y1, ¥y, ..., yp) vérifiant (5).
2) On appelle systéme homogene associé a (5) le systéme tiré de (S) avec b, =0,i =1, ..., n.

3) On appelle matrice associée & (S) la matrice des coefficients des x;

ai ai12 cee e e Q1p

a1 a22 e e e Qgp
A =

a;1 a;2 B TR ¢ 77

nl QAp2 ... o .o Qpp

Rang d’un systéme linéaire

A la matrice A associée au systéme (S), correspond l'application linéaire f : K? — K™ par rapport aux bases
canoniques de K™ et KP. On pose b = (b1,be,....b,) € K™, & = (z1,2,...,xp) € KP, alors (5) se met sous la forme
fonctionnelle f (z) = b et sous forme matricielle

Définition 9.2 On appelle rang du systéme linéaire (S) le rang de sa matrice associée rg(S)=rg(A)=rq(f).

83
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9.2 Systémes de Cramer

Le systéme (.5) est dit de Cramer si et seulement si A est carrée et inversible c’est & dire n = p = r. Dans ce cas,
(S) admet une unique solution donnée par

b1 ai12 e Q1p
bg a9 (0579
. by, QAna ... Qpn
1 =
det A ’
a1 b1 . Q1p
a1 b2 a9n,
. an1 bn ... apn
2 =
det A ’
e
bl ai12 oo Q1p
b2 a22 e Q2p
- bn Ap2 ... Qpn
n =
det A ’

c’est les formules de Cramer.

Exemple 9.1 Résoudre le systéme linéaire suivant :

2r4+3y—2z=5
(S)q 4z +4y—3z2=3
—2x+3y—z=1.

On a
2 3 -1 x 5
(S) = 4 4 -3 y | =131,
-2 3 -1 z 1

det A =20 # 0 donc (S) est un systéme de Cramer et admet une solution unique donnée par

5 3 —1
3 4 -3
IR N
ST R
2 75 1
4 3 -3
A s B
yfov
5 35
3 4 3
L3,

9.3 Autres systémes
Casoun=petr<n

Exemple 9.2 Soit le systéme

3(E1 + o + 2.’E3 + 3$4 = ].O7
bxry — x9 — 3x3 + 4y = 14,
217 + 4xo 4+ 923 + 324 = 10,
T, — 2x9 — x3 +4x4 = 1.

La matrice associée a (1) est

= N Ot W
~
L
l
©C/-')
= W = W
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on trouve det A = 0, donc A est de rang r < 4. Le systéme (1) n’est pas de Cramer. Parmi les matrices d’ordre 3
extraites de A, on trouve

3 1 2
M=15 -1 =3
2 4 9

de déterminant égal a 2. Il en résulte que rg(M) = 3.
N.B. Le rang d’une matrice A est l’ordre du déterminant non nul, le plus élevé, extrait de A.
Le systeme associé a M est
3x1 + X9 + 223 = 10 — 31y,
(2) 5371 — T2 — 33’53 =14 — 4l$47
2x1 + 4xo + 923 = 10 — 3x4.

Les trois inconnues x1, xo, 3 sont les inconnues principales et x4 est un paramétre. (2) admet une solution (para-
métrique) unique donnée par
10 — 3334 1 2
14—-4z4 -1 -3
10—-324 4 9
xr1 = 9 =3- T4,
3 10—3z4 2
5 14—4xy -3
2 10—-324 9

2
3 1 10—-3x4
5 —1 14 —4xy
2 4 10— 3z4

Tr3 = = —X4.
2

On porte cette solution (x1,x2,23) dans la quatriéme équation du systéeme (1)

(B3—z4) —2(142z4) — (—24) + 424 = 1.

La solution (x1,x2,x3) vérifie le systéme (1) donc c’est la solution paramétrique de (1) . On dit aussi que le systéme
(1) admet une infinité de solutions
{(3 — T4, 1 + 2504, 7I4,I4) s Lg S R} .

Casoup<n

Exemple 9.3 Soit le systéme

2043y =17
(1) 3z—y=5
r —Hy = —11.

On an =3,p=2 donc le systéme n’est pas de Cramer et par suite r < 2. Parmi les matrices d’ordre 2 extraites
de la matrice associée au systéme (1), on trouve

M = < § _31 ), det M = —11, rg(M) = 2.

M est associée au systéme
20+ 3y =17
(2) { 3r —y =9,

qui admet une unque solution (x,y) = (2,1). La solution (2,1) ne vérifie pas I’équattion x—5y = —11. Donc le systéme
(1) n’admet pas de solutions.

Casoup>n

Exemple 9.4 Soit le systéme
3r —2y+2243u—t=4
(1) br+y—3z+2u+6t=-7
T —0oy+ 7z +4u—8 =11.

On an =3,p=>5 donc le systéme n’est pas de Cramer et par suite r < 3. Tous les déterminants d’ordre 3 extraits
de la matrice associée au systéme (1) sont nuls, donc r < 3. Parmi les matrices d’ordre 2 extraites de la matrice
associée au systéme (1), on trouve

M:(g _12 > det M =13, rg(M) = 2.
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M est associée au systéme
) 3r—2y=4—-2z—3u—+t
S5 +y=—T7+ 3z — 2u — 6t,

x,y sont les inconnues principales, z,u,t sont des paramétres. Le systéme (2) admet la solution unique

r=—2 (10 + 42 + Tu + 11¢)
yzflflg(f41+59z+9u723t).

Cette solution ne vérifie pas la troisiéme équation de (1). Donc le systéme (1) n’admet pas de solutions.

9.4 Systémes linéaires homogénes

Les systémes linéaires homogénes admettent au moins une solution, la solution nulle z; = z2 = ... = x,. Dans
certains cas, il ya des solutions non nulles.

Exemple 9.5 Résoudre le systéme
dr—3y—2=0
(1) 2c+T7y+52=0
3r—y+42=0
5 — 2y — 32 =0,

n=4,p=3,7r<3. On a la matrice

4 -3 -1
M=|2 7 )
3 -1 4

est de déterminant non nul, donc r = 3. Le systéme associé a M

dr—3y—2=0
20+ 7y +52=0
3r—y+42=0

admet une unique solution (la solution nulle). Finalement, le systéme (1) admet l'unique solution (0,0,0).

Exemple 9.6 Résoudre le systéme
3r+2y+22—-1t=0
(1)g do—y—5z+2t=0
20 +5y+9z—4t =0,

n=3,p=4,r <3. Tous les déterminants d’ordre 3 extraits de (1) sont nuls. Soit

3 2
M<4 _1), det M = —11.

Le systeme associé a M
3x+2y=—-22+41
dor —y = 5z — 2t,

admet une unique solution paramétrique donnée par
L (82— 3t),y = - (=232 + 100)
r=— (82— = —(-23z .
11 YT

On a x,y vérifient la troisiéme équation. Donc le systéme (1) admet une infinité de solutions
1 1
11 (8z _3t)’ﬁ (=232 +10t),2,t ), z,teR.

Diagonalisation

La matrice d’un endomorphisme f d’un K espace vectoriel E de dimension n est de la forme A = (a;;), dépendant
de la base choisie. Les calculs sur A sont facilités s’il ya un maximum d’éléments a;; = 0. La recherche d’une matrice
semblable & A et contenant un maximum de zéros est le probléme de la réduction des matrices. Dans le meilleur
des cas, il existe une base (e;) de E par rapport a laquelle la matrice de f est diagonale; on dit que la matrice est
diagonalisable. Sinon, elle peut étre réduite a la forme triangulaire.

La réduction des matrices a des applications nombreuses : géométrie, suites numériques, équations différentielles,
etc ....
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9.5 Valeurs et vecteurs propres

Définition 9.3 Soient E un K—e.v. et f un endomorphisme de E. Un scalaire A\ € K est dit valeur propre de f si
JxeE,x#0g: f(x)=A.

Dans ce cas, T est dit vecteur propre associé a la valeur propre A.

Exemple 9.7 Soit la fonction f définie par

f: R? — R2
(x’y) — f(x,y)=(2x+y,—y).

On a f(1,0) =2(1,0), donc 2 est une valeur propre de f et (1,0) est un vecteur propre associé & la valeur propre
A=2.

Définition 9.4 Pour une matrice A de M, (K), on dit que A est une valeur propre de A s’il existe un vecteur colonne
X #£0 tel que AX = AX. Dans ce cas, X est dit vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

Exemple 9.8 Soit la matrice de M3 (R)

-1 4 0
A= 0 1 0
2 -4 1
et considérons les deux vecteurs
2 1
‘/1 = 1 et V2 = 0
0 -1
On a
-1 4 0 2 2
AV, = 0 1 0 1 =111
2 -4 1 0
et
-1 4 0 1 1
AVy = 0 1 0 0 =-1 0
2 -4 1 -1 -1
Donc A\ =1 et Ao = —1 sont deux valeurs propres de A ; Vy et V, sont deux vecteurs propres de A associés a A1 et Ao
respectivement.

Remarque 9.1 Pour une matrice A associée & un endomorphisme f, on a \ est une valeur propre de A si et seulement
si A est une valeur propre de f.

Définition 9.5 (sous-espace propre) Soit A une valeur propre de f, alors ’ensemble noté

Ey = {x€E/f(x)= Xz}
ker (f — AldEg)

est un sous espace vectoriel de E. C’est le sous espace propre de f associé a la valeur propre A.

Remarque 9.2 De méme E\ = {X € E/AX == AX} est le sous espace propre de la matrice A associé a la valeur
propre A.

Théoréme 9.1 A un vecteur propre x # O correspond une valeur propre unique.

Preuve 50 Supposons qu’il existe deux valeurs propres A1 et Ay correspondant ¢ x # Og. Donc f(x) = Mz et
f(z) = Aaz. Cela implique que (A1 — \2) x = Op et par suite \y = Ao puisque x # Og.

Théoréme 9.2 A deux valeurs propres distinctes A1 et Ay de f correspondent deux sous espaces propres Ex, et E,
tels que Ex, N Ex, = {0g}.

Preuve 51 Soitx € E\,NE\,, alors f (x) = Mz = Aazx. D’ot (A1 — A2) © = O, l'hypothése A\ # Ao entraine x = Op.
Par suite, Ex, N Ey, ={0g}.
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Techniques de recherche des valeurs propres

Polynémes caractéristiques

Soit E un K — espace vectoriel de dimension n, {ej,€a, ..., e, } une base de E. On note par A la matrice associée a
f relativement & cette base, c’est a dire

ail ai12 P T 5 %

a21 as9 P T LI ¢ 157%
A =

a;1 a;2 Qin,

An1 Ap2 oo o oo Qpn

Les valeurs propres A vérifient (f — AIdg) non injective, c’est a dire ker (f — Aldg) # Og ou bien det (A — M\ dg) =
0.

aip — A ai2 A1n
a21 a9 — A agn
dtA=MIp) =10l e e e aw | AW
anl An2 e e e QA — A

Le développement de ce déterminant montre que P4 (A) est un polynome de degré n en .

Définition 9.6 P, (\) est appelé polynome caractéristique de I’endomorphisme f (ou bien de la matrice A). Py (\) =
0 est l’équation caractéristique de f ( ou de A) et les racines de cette équation sont les valeurs propres de f ( ou de

A).

Exemple 9.9 Soit la matrice de M3 (R)
-1 4 0
A= 0 1 0
2 -4 1
Déterminer les valeurs propres de A et les sous espaces propres associés. On a

~1-X 4 0
Py()\) = 0 1-X 0 |=—M\+1KN=-1)7".
2 -4 1-2)

Les valeurs propres de A sont alors

A1 =1 v.p. double
Ao = —1 v.p. simple.

Les sous espaces propres
X € Ex, X = (z,y,2) & AX = M X = —X. Donc

-1 4 0 x z
0 1 0 y |=—(v ],
2 -4 1 z z
Ceci est équivalent a
—r+4y+ 0z = —x y=0
Oz +y+0z=—y = et
2 —4dy+z=—=z z=—.

Finalement,

I
A A A
8
|
&

8
m
=
—

De maniére analogue, on trouve
Ey, ={(2,1,0),(0,0,1)).
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9.6 Diagonalisation d’endomorphismes et de matrices

Etant donnée une matrice A de M, (K), existe-il une matrice B semblable & A telle que B est la plus simple
possible (contient le plus grand nombre de zéros) ? 3?B € M,, (K),3?P inversible : B = P~'AP avec B la plus simple
possible.

Définition 9.7 Une matrice A de M, (K) est dite diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale. De
méme, soit [ un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n. f est diagonalisable s’il existe une
base de E dans laquelle sa matrice associée est diagonalisable.

Proposition 9.1 Soit f un endomorphisme de E, alors
f est diagonalisable <= E admet une base de vecteurs propres de f.

Proposition 9.2 Soit f un endomorphisme de E. Si Py est scindé sur K (c’est a dire Py admet toutes ses racines
dans K ) et si de plus toutes ses racines sont simples, alors f est diagonalisable.

La diagonalisation

Plus généralement, soit F un K —e.v. de dimension n et {e1,es, ..., e, } une base de E. Soit f un endomorphisme
de E possédant n valeurs propres distinctes A1, As, ..., Ap.

Donc les n vecteurs propres de f associés aux n valeurs propres distinctes forment une autre base de E et comme
pour chacun de ces vecteurs u; on a

alors la matrice associée & f dans cette base est
A0 0
0 A 0
D=1"9 o 0
0 0 ... . A

et si de plus P étant la matrice de passage de la premiére base & celle des vecteurs propres, alors on
D =P 'AP.

Théoréme 9.3 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n, alors les propositions
suivantes sont équivalentes

1. f est diagonalisable (A est diagonalisable)

2. P4 (M) est scindé sur K et pour toute racine \; de multiplicité h;, on a

dim E), = h;.
Exemple 9.10 On reprend l’exemple précédent. On a trowvé Ey, = ((1,0,—1)) et E», = ((2,1,0),(0,0,1)) et donc
dim Ey, =1 = ordre de multiplcité de \;
et

dimEy, = 2 (carla famille est {(2,1,0),(0,0,1)} libre
= ordre de multiplcité de \s.

En utilisant le théoréme précédent, on a A est diagonalisable et elle est semblable a la matrice

-1 0 0
D= 0 1 0
0 0 1
D = P7'AP avec P = Pass(Bean, Byectpro)
1 20 1 -2 0
P= 0 1 0| eeP =10 1 0
-1 0 1 1 -2 1

Exercice :
Soit f I’endomorphisme de R? représenté dans la base canonique par la matrice A,,, de coefficients réels suivante :
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m € R.

1) Calculer, en fonction de m, les valeurs propres de A,,.

2) Dans le cas ou m = 1, calculer les sous espaces propres associés. A; est-elle diagonalisable ?

3) Méme question pour le cas m = 2, préciser §’il ya lieu, la matrice diagonale associée D5 et la matrice P» telles
que D2 = P2_1A2P2.

4) A,, est-elle diagonalisable dans le cas général : m # 1 et m # 27 Si oui, donner la matrice D,,.



Chapitre 10

Intégrales et calcul des primitives

10.1 Intégrale de Riemann

Dans la présentation de ’intégrale de Riemann, les fonctions en escalier jouent un réle primordial. Nous commencgons
par donner leurs propriétés et nous définissons leur intégrale.
Fonctions en escalier

Définition 10.1 On appelle subdivision de lintervalle compact (i.e. fermé et borné) [a,b] de R un ensemble fini de
points xg, T1, ..., Ty tel que
a=290 <21 <xy< ... <xpy =0

On remarque que x; —x;—1 > 0, Vi = 1,...,n. On appelle pas de la subdivision le réel maxi<;<n (x; — T;i—1).
Définition 10.2 Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier s’il existe une subdivision {xo,x1,...,x,} de [a,b]
telle que f soit constante sur chaque intervalle |x;_1,2;[,i =1,2,...,n.

Une fonction est dite en escalier sur R s’il existe un intervalle [a,b] telle que [ soit nulle en dehors de [a,b] et en
escalier sura,b].

Exemple 10.1 1. La fonction [ définie sur [0,1] par

0stx=
152’:36]0 l[
_ 2 )2
fla)= 352':6—%

est une fonction en escalier sur [0, 1].
2. La fonction constante sur [a,b] est une fonction en escalier sur [a,b].

Propriétés des fonctions en escalier

Proposition 10.1 Si f et g sont deux fonctions en escalier sur [a,b], alors f + g, Af, f.g et |f| sont en escalier sur
[a,b].

Intégrale des fonctions en escalier
Définition 10.3 Soit f une fonction en escalier sur [a,b],
fx)=ci, v €lri—1, 2], i=1,...,n.
On appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre

I(f) = (xl - 330) + co (372 - xl) +...4+c, (Jjn — xn_l)
= Z?:l ci (xi —xio1) .

On note ce nombre par fab f(z)dzx.

Remarque 10.1 1. Le nombre I (f) ne dépend que de f et non de la subdivision.
2. I(f) ne dépend pas de x.
3. Soit f une fonction en escalier sur [a,b] et f > 0 alors

b
/ fr)de=0=% f=0.
4. ff f (z) dx ne dépend pas des valeurs prises par [ aux points de la subdivisions.

91
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Exemple 10.2 1. Soit

alors f: f(@)de=(b—a)c.

2. Considérons la fonction f définie sur [0,1] par

0siz=0

1 . 1

. 55@%6]0,5[
fl=) = 3siz=4

lsize]z.1],
1
dors f3 f @) dr =1 (3-0) +1(1- 5 =1+ 1=
Propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier

Proposition 10.2 (Linéarité de l'intégrale)
Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et A une constante réelle donnée. Alors, on a
b b
1) fa \f) (z)dx = )\fa f(z)dz
b b b
2) [, (f+9)(@)de= [, f(z)dz+ [, g(z)da.

Proposition 10.3 (Croissance de l’intégrale)
Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b]. Alors, on a

1) Ve € [a,b], f(2) > 0= ["f(z)dx>0.
2)Vr € [a,b], f(2) > g(2) = [} f (x)dx > [} g (x)da.

Preuve 52 1) Si f(x) >0, alors I (f) est une somme de réels positifs, elle est donc positive.

Remarquons que f peut prendre des valeurs négatives aux points de la subdivision sans que le résultat soit changé
car ces valeurs n’interviennent pas dans le calcul de I (f).

2) On a Vz € [a, D]

f@)>g@) = [@)-g@)>0
= J, (@) =g (@) dz 20
= S @)de— [, g(@)dr=0
— [, f@)dz> [g(2)du

Convention
a) Yu € [a,b], [ f (z)dx = 0.
b) Vu,v € [a,0] tu < v, [' f(z)dz = — [} f (z)dx.

Proposition 10.4 Soient f et g deuz fonctions en escalier sur [a,b]. Alors, on a
L[ @) da| < 7 1f (@) da.
2. [J1f @) +g (@)l de < [J|f (@) dw + [ |g ()| dr.

Preuve 53 1. On a
—[f@)| < f(z) <|f(@)] Vze€la,b],

par suite

_/ab|f(x)|dx§/abf(x)dxé/ab|f($)|dl’,

/abf(ac)d:c

|f () + g (x)| < |f (@) + g ()| Ve € [a,b]

c’est a dire

§/ab|f(x)dx-

2. On utilise l'inégalité triangulaire

et on aura

J2Nf (@) + g ()] de ()] + |9 ()] dz

< faz 1/ b
< [)1f @) dz + [° g (x)] da.
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Proposition 10.5 (Additivité par rapport auz intervalles, relation de Chasles)
Soit f une fonction en escalier sur [a,b] et ¢ € ]a,b[, on a alors

/abf(x)d:v—/acf(x)der/cbf(x)d:r.

Maintenant, on va étendre & d’autres fonctions la notion de l'intégrale qu’on vient de définir dans le cadre des
fonctions en escalier tout en lui consevant ses propriétés.
Intégrale au sens de Riemann d’une fonction bornée sur [a, b
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Considérons U; (resp. V) : L’ensemble des fonctions en escalier qui
minorent (resp. majorent) f.
uweUs <=V elab,u(z) < f(z)

(resp.
veVy<=Vrelab], f(x)<v(z)).

On a Uy (resp. Vy) # 0 car
o (z) = inf f(t)=meUy

t€la,b]

(resp.
vo (v) = sup f(t) =M € Vy)

t€la,b]

Posons
b
A= {/ u(z)de,u € Uf}

(resp.

b
B= {/ v(x)dm,ver}),

alors, on a A # () (vesp. B # 0) car Uy # (0 (resp. V§ # 0) et A est majoré (resp. B est minoré) par les élément de B
(resp. de A). On appelle intégrale inférieure (resp. supérieure) de f sur [a,b] et on note fab f(x)dzx (resp. f; f(z)dx)
le nombre sup A (resp. inf B).

Remarque 10.2 Ljf (z)dx < ij () dx.

Définition 10.4 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. f est dite intégrable au sens de Riemann si

/abf(x)dx :/abf(x)d:c

et on note l'intégrale de f sur [a,b] par fab f(z)dz = f;f () dx = fff (x)dx.

Exemple 10.3 (Une fonction bornée, non intégrable)
Considérons la fonction f définie sur [0,1] par

_J 0sizeQn]0,1]
f(x)_{ 1sizel0,1]—Q.

Il est clair que f est bornée (0 < f (z) < 1,Vz € [a,b]). Posons

A= {/Ol’u(x)dx,ueUf},
B:{/Ol’v(x)dx,vevf}

ueUp=u<0 (resp. v Vy = v >1). Soit ug =0 (resp. vo = 1) la fonction constante

-/Ol’u(x)dx</017u0(x)dx:0

(resp.

(resp.
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Donc sup A = fol’ ugp (x)dr = 0 (resp. inf B = fol’ vo (x)dx = 1), c’est a dire folf (x)dz =0 (resp. fT)lf (x)dr = 1).
Finalement, f n’est pas intégrable au sens de Riemann car o

1 a1
0 /0f<x> x#/of(x) r=1
Attention

Ce n’est pas toutes les fonctions bornées qui sont intégrables, mais uniquement celles dont I’intégrale supérieure et
inférieure sont égales.
Maintenant, on va donner d’autres définitions de l'intégrale de Riemann (pour les fonction bornées).
Sommes de Darboux
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. a = xg < 1 < 22 < ... < x,, = b une subdivision de [a, b]. Posons
m; = inf  f(x),M;= sup f(x),i=1,..,n

fEG[Ii_l,fEi] Jie[ﬂci717$i]
On appelle somme de Darboux inférieure (resp. supérieure) le nombre

Sn = my(x1 —xo) +ma(z2 —x1) + .. + My (T, — Tp—1)
= Yoigmi(w—xi1)
(resp.
S, = M (l‘l—xo)—i-Mg (xg—x1)+...+Mn (xn—xn_l)
= Y Mi(wi — i),
On a
mb—a)<s, <S5, <M((b—a)

et lorsque maxi<;<, (z; —x;—1) — 0, on a s, — f;f (z)dx et S, — T;f (z) dx.

Définition 10.5 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. f est intégrable sur [a,b] si
n
Z (M; —my;) (x; — xi—1) — 0 lorsque max (x; — x;_1) — 0.
P} 1<i<n
Proposition 10.6 1. Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b].
2. Toute fonction monotone sur [a,b] est intégrable sur [a,b].

Sommes de Riemann :
Soient f : [a,b] — R une fonction bornée et o = {zg, x1, ..., Z, } une subdivision de [a, b]. Soit A; un réel appartenant
a [.’L‘i,h :L‘l] .

S = Zf (Ai) (T — @i—1)
i=1

est appelée somme de Riemann de f relativement & 0. s,, < S < S,.

Définition 10.6 On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si S admet une limite lorsque p — 0, avec
P = MaXi<i<n (T; — T;—1) . Cette limite s’appelle alors intégrale de f sur [a,b] et on écrit

b n
[ 7= im0 00 =),

Application des sommes de Riemann
Soient f une fonction intégrable sur [a,b] et o = {z¢, z1, ..., } la subdivision de [a,b] dont le pas est constant et
est égal & b_T“, c’est & dire

Ti=a+1

i =0,...,m.
Considérons \; = x;,i=1,...,n. On a
S = Z?:N;(_xz) (7 — i)

= Xia Tf(xz)

- b;LJ[f($1)+f(x2)+--~+f(xn)]~

h—
Lorsque n — +o00, le pas de la subdivision p = 279 0 et lim, .o S = fab f(z)dx, ie.,
n

b n
/a f(x)dx:nli_)rr;ob;a;f(a—&-ib;a).
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Exemple 10.4 Calculer lim,, oo >, Lz On a
(n+k)
1 1
S, = S —
k=1 (14_%)2
1-0, _
= TZk:lf(O"‘k%)’
avec
f: [0,1] — R
1
x — f(x)= —.
(1+2)?
Donc
lim, oo Sn = fol f(x)dx
-1
B 1+x

Remarque 10.3 Les propriétés qu’on a vu concernant l’intégrale des fonctions en escaliers s’étendent auz fonctions
intégrables au sens de Riemann.

10.2 Calcul des primitives

Nous avons vu dans le chapitre de dérivation le probléme suivant : étant donnée une fonction F, trouver sa dérivée
f c’est a dire la fonction f (x) = F’(x). Dans ce chapitre, nous considérons le probléme inverse : étant donnée une
fonction f, trouver une fonction F telle que sa dérivée soit égale a f, c’est a dire F' (z) = f ().

Définition 10.7 Soit f : I — R une fonction, I est un intervalle quelconque de R. On appelle primitive de f toute
fonction F: I — R dérivable telle que F' (z) = f (z),z € I.

Exemple 10.5 z — z2 est la primitive de x — 2x. La primitive de x — cosx est x — sinz

Remarque 10.4 (non unicité de primitives)
Soit f(z)=2x+1. On a

F(z) =2+, G(x) =2+ 2z +c (c est une constante)
sont deux primitives de f.
Théoréme 10.1 Si Fy, F5 sont deux primitives de f, alors
Fy — Fy = cste.
Conclusion : Si on connait une primitive F' de f, toutes les autres primitives de f sont de la forme F + c.

Définition 10.8 On appelle intégrale indéfinie de f et on note [ f (x)dx, toute expression de la forme F (z) + ¢ ow
F est la primitive de f
/f(x)dx:F(x)—i—c.

Remarque 10.5 Retenons que les expressions f;f(x) dx et [ f(x)dx n'ont pas le méme sens : Uune définit un
nombre réel (fabf (x) dm) et lautre une fonction de z ([ f (z)dz).

Propriétés fondamentales :

Soient, F' et G deux primitives de f et g respectivement. Alors, f + g, Af avec A € R, fG + Fg, fGG;QFg avec
G # 0 admettent des primitives. De plus

L f(f+g)( )dz = F(x) + G (x).
[ (Af) (z)dz = NF (x).

3. ffG—|—Fg (z)dz = (F.G) (x).

" f(fG Fg)(x)d:r: (Z) (@),

N
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Remarque 10.6 Si [ f(z)dxz = F (z), alors
a) [ f(ax)dx = éF(ax) +c
b) [f(z+b)de=F(x+b)+c
¢) [ flax+0b)de = 2F(ax—|—b)—|—c
Intégrales immédiates
[ f (z) dx représente la fonction qui a pour dérivée f.

[sinazdr = —cosz + ¢
[ cosadr =sinz + ¢

Ja™dx =

m—+1
m+1x +c

1
—dr =1 )
fx:v nlz|+c

Important :

1l ya une différence entre l'intégrale définie d’une fonction et sa primitive (il ne faut pas confondre les deux). En
général, les fonctions en escalier n’admettent pas de primitives, tandis qu’elles sont intégrables au sens de Riemann.

Le lien existant entre 'intégrale définie et la primitive est donné par le résultat suivant

Proposition 10.7 Si G est une primitive de la fonction continue f sur [a,b], alors

b
/ f(@)de = GO)[=" =G (b) - G a).

Cette proposition montre toute I'importance que représente la connaissance des primitives des fonctions continues
dans le calcul des intégrales.

Remarque 10.7 ff f(x)yde = f(t) izz =f() - f(a).
Exemple 10.6 fol 22dx = %xﬂé =1

Techniques de calcul de primitives
a) Intégration par parties

Proposition 10.8 Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions de classe C* sur [a,b]. Alors

I >’ yde = f@)g@)— [0 1 (@) g()da
ff z) g ( dfC = f(x)g@) —[f (2)g(x)de.

Preuve 54 On a

f@)=2 = f(z)=1
g (z) =sine = g(z)=—cosx
Donc
Jxsinzde = —zcosz+ [coszdr

= —xcosx+sinx + c.

Remarque 10.8 La méthode de l'intégration par parties s’emploie fréquemment dans le calcul des intégrales de la
forme [ xFsinzdz, [2*coszdz, [2*e*®dzr, [ Inzdx

b) Intégration par changement de variable
Si le calcul de [ f (x)dx s’avére difficile, on remplace = par ¢ (¢) dérivable et donc dz = ¢’ (t) dt et on aura

[r@ar=[reoe o

Exemple 10.8

[Vsinzcosz de = ftédt t =sinz, dt = coszdx
_ 1 +1
2+1t2 +c
= %SHN T+c
3
= %(\/sinx) +c.
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Remarque 10.9

= Inlt|+e¢c
= hlg(e)|+e

Le succés de 'intégration dépend de notre habilité & choisir le changement de variable approprié qui simplifiera les
calculs.

c) Intégration des fractions rationnelles

Dans le cas o f est un polynéme, on intégre terme a terme :

f (‘r) = amxm + alm—llmﬁbi1 +..+a1x + agp,

alors
ff(:z:) de = famxmder fam 1" ldr + ..+ falscdz + faod:r
— Tszﬁlxm+1+am lx 4. +a1 2+CI,0£C+C
b
Dans le cas d’une fraction rationnelles, il faut d’abord décomposer en éléments simples. Soit f (z) = %, avec
€ prT+4q
22 + px + ¢ possédant deux racines réelles o et 3, donc
A B
xT) = .
fla)=_———+ _— 3
Par suite
[ f(z)dz =
Aln|z —a|+ Bln|z — 8] +c.
1
Exemple 10.9 Calculer [ — 1da:. On a
72 —
1 1 1

22—1 2@x—1) 2(@+1)

Par suite
1

1 1
fo _1d33 = f2(m—l)dx_f2(m+l)dx
= fhnfz—1—{njz+1]+c

Si 22 4+ px + ¢ n’a pas de racines réelles, écrivons

2
#ermo (g e

En posant o = —% et B2 =q- on obtient

I;
x2+px+q:(x—a)2+[32.

On fait maintenant le changement de variable = — a = ft et donc dz = fdt et (z — a)® + 3% = g (2 + 1) .

b
[ f(@)de = ot P
_'_
) M W
B t2+1
= f dt+ [ N
R 2 +1
= Mln(t2+1)+Narctant+c
puis on remplace ¢ par ¢ g
r+4
E le 10.1 —dx.
xemple 10.10 Calculerfx2+2$+5dm On a

2?20 4+5=(x+1)°+4.
En posant x +1 = 2t (et donc dx = 2dt), on obtient
x+4 2t+3
_ PR g = [T
| e 5™ YGRSy

4t
f4(t2+1)d T3 ft2+1 dt

1 3
= iln(t2+1) +§arctant+c

1 242 1
= —In (HM) + garctan (ac—;—) +c.
4

2dt

[\
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Intégration des fractions rationnelles en e”
On utilise le changement de variable ¢t = e® et donc dt = e*dx ou dx = %dt

T

d
Exemple 10.11 Calculerf1+ —.
e

On a

dxr dt

Jire = fﬂ1+ﬂ
[N

t 1+t
Injt|]—Inlt+1]+c
+1

et +1

d) Intégration de certaines fonctions trigonométriques
i) Transformation en une intégrale de fonctions rationnelles

Soit une intégrale de la forme [ f (sinx, cosx)dz. En effectuant le changement da variable ¢ = tan %, les fonctions
sinz et cosx s’expriment alors sous formes de fonctions rationnelles. En effet,

sinz = sin (% + %) = QSiH%CQS% .
2sin 5 cos 3
B 2sin £ cos 3 B cos? §
= =3 2
1 sin® § + cos” 3
cos? §
_ 2tan §
1+ tan? 5
2
142
cosx = coS8 (% + %) = 0052% . sin2% )
T : xT
cos® § — sin” 3
B cos? 5 - sin® 5 cos? §
- - 2 2z
1 cos® § — sin” 3
cos? Z
2
_ 1 —tan® 3
1+ tan? 5
1-¢2
o 1+¢2
et
t=tang <= 5 = arctant
— x = 2arctant
2
— dx = ——=dt.
1+1¢2
1
Exemple 10.12 Calculer [ dz. On a
cos T
I Lo f1+ﬁ 2
CoS T 1 5 t21 42
= —dt
s

1 1
= —dt —dt
fl—i—t +f1—t
= In|l4+¢—-In|l—¢+c
1+¢
= 1 _—
n 1_t’—|—c
1+ tan 3

= In|l—=
1 —tan 3

Remarque 10.10 Le changement de variable t = tan 5, appelé changement de variable universel pour lintégration
des fonctions trigonométriques résout le probléme d’intégration de toute expression de la forme f (sinz,cosx) mais
conduit fréquemment o des fonctions trop compliquées. Pour cette raison, il est parfois préférable d’utiliser d’autres

changements de variables menant plus rapidement au but.
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ii) Intégrale de type [ cos? xsin?zdz (p,q € N)

Premier cas : p est impair

Soit p =2n + 1,

[cosPzsin?xzdr = [cos?" Tt zsin? zdx
= [(1-sin® m)n sin? x cos xdz.
Le changement de variable ¢ = sinx raméne le calcul de la derniére intégrale au calcul de [ (1 —¢2)" t9dt, c’est a dire
a la détermination de la primitive d’un polynoéme.
Exemple 10.13 Calculer I = [ cos® rsin® zdz. On a
I = [ cos* 2 sin” z cos zdx
= [(1-sin? m)2 sin? x cos xdx
[(1—12)*2dt

(1 +t*—2e2) t2dt
i
3

J (2415 —2t*) dt
B+ 3tT -2+ c

sin3x+%sin7mf%sin5x+c.

W=

Deuxiéme cas : ¢ est impair

Le changement de variable ¢ = cos z permet de ramener le calcul de [ cos? zsin? zdz a la recherche de la primitive
d’un polynome.

Troisiéme cas : Si p et ¢ sont tous les deux pairs, le changement de variable ¢ = tan 5 raméne le calcul de
J cosP zsin? xdx & la recherche de la primitive d’une fraction rationnelle.

iii) Intégrale de type [ cosma cosnadz, [ sinma cosnzdz, [ sinmaz sin nzdx

On peut les calculer en utilisant les formules suivantes

cosmx cosnxr = % [cos (m +n) z + cos (m — n) z]
sinmzcosnr = 3 [sin(m 4 n)x + sin (m —n) z]
sinmasinnz = 1 [—cos(m+n)x+ cos(m—n)a].
En effet
[cosmacosnzdr = 3 [[cos(m+n)x+ cos(m—n)z]de
= 2(m1+n) sin (m+n)x + 72(”7’1_") sin (m —n)z + ¢,
[sinmazcosnzdr = 3 [[sin(m+n)z+sin(m—n)z]de
= 2(7;j-n) cos(m—i—n)x—mcos(m—n)m—i—c.

Exemple 10.14 Calculer [ sin3zsin2zdz. On a

J [— cos b5z + cos z] dx
[ sinba +sinz] + ¢
1

= 15 sindz + %sinerc.

[sin3zsin2zdz =

| DIl =

e) Intégrales des fonctions contenant des radicaux :
ar+b
Fonction de la forme f (:r, 1/ Id) ou f est soit un polynome, soit une fraction rationnelle. On suppose que
cx
ar +b .jax+b

ad —cb # 0 et —_—
cx+d cx+d
calcul de l'intégrale a celui de I'intégrale d’un polynéme ou d’une fraction rationnelle. Expliquons cela sur un exemple.

1 2
Exemple 10.15 Calculer I = [ | \/ T2
x x

2 2 2 —4t
On pose t = i, c’est a dire t? = rEe et par suite x = et dv = ————dt. D’ou
\/ x x t2 -1 (t2 — 1)

> 0, dans ce cas le changement de variable adéquat est t = ; il permet de ramener le

t+1

[=In| =
n‘tl

’ — 2arctant + ¢,

. T+ 2
puis on remplace t par | ——.
T

f) Intégrale de la forme [ P (z)e®*dz ot P est un polynéme
[ P (z) e**dz peut se calculer par une intégration par parties. Mais on peut encore remarquer que

/ P(2) ™ dz = Q (x) e

ol @ (x) est un polynéme de méme degré que P (z) que 'on déterminera par identification.



100 CHAPITRE 10. INTEGRALES ET CALCUL DES PRIMITIVES

Exemple 10.16 Calculer I = [ (x2 + x4+ 1) e ®dx. On sait que I = (ax2 + bz + c) e~ ", et on obtient a,b,c de la

formule
(sc2 +x+ 1) e’ = [(aa?Q + bx + c) e_’”]/.

On aura a = —1,b = —3 et ¢ = —4. Finalement, I = — (CL‘Q + 3z +4) e ",



Chapitre 11

Equations différentielles

On appelle "équation différentielle" toute équation dans laquelle figurent une fonction inconnue d’une variable et
ses dérivées de différents ordres. y”" + 3’ + 2y = 0 est une équation différentielle d’ordre 2.

11.1 Généralités
Définition 11.1 On appelle équation différentielle du premier ordre une relation de la forme
F(z,y,9') =0 (11.1)
oty est la dérivée de y par rapport & x et F une fonction numérique de 8 variables définie sur une partie U de R>.
Exemple 11.1 L’équation différentielle y' —y* — x = Oest du premier ordre avec U = R3 et F (x,y,y') =y —y* — 2.
Définition 11.2 Une équation différentielle du second ordre est une relation de la forme
F(x,y,y,9")=0 (11.2)

ot y' et y” sont les dérivées du premier et du second ordres respectivement de y par rapport a x et F' une fonction
numérique de 4 variables définie sur une partie U de R*.

4

Exemple 11.2 L’équation différentielle y" + xy + y°> = 0 est du second ordre avec U = R* et F(z,y,y,y") =

y' +ay+y’

Définition 11.3 Une équation différentielle du premier ordre ( resp. du second ordre) est dite mise sous forme
normale lorsqu’elle s’écrit

y = flz,y) (resp. y" = f(z,9,9)) (11.3)

ot [ représente une foncyion réelle de 2 (resp. 8) variables.

Définition 11.4 Une solution (ou intégrale) de ’équation différentielle (11.1) (resp. (11.2)) est une fonction numé-
rique u, définie sur un intervalle réel I, dérivable (resp. dérivable deux fois) et telle que Vx € I, on ait

F(z,u(z),v'(z)) =0 (z,u(z),v'(z))eU
(resp. F (z,u(z),v(z),u"(2)) =0 (z,u(z),v (z),v"(z)) € U).
Exemple 11.3 y = cosx est une solution définie dans R de I’équation différentielle vy’ + y = 0.
Définition 11.5 Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle, c’est en trouver toutes les solutions quand elles
existent. Le graphe d’une solution est appelé courbe intégrale de l’équation différentielle.

11.2 Equations différentielles du premier ordre

11.2.1 Equations différentielles & variables séparées

Une équation différentielle est dite & variables séparées (ou séparables) si elle est de la forme

gy = f(x) (11.4)

ou f et g sont deux fonctions réelles continues sur des intervalles I et J respectivement.

101
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Résolution : On a

g(y)@(/l’ = f(x)
= gy = f@
= gydy = flo)dx
= [ody = [f(z)dx

On obtient
G (y(z)) = F(z)+ C, C est une constante

ol G est une primitive de g sur J et F' est une primitive de f sur I. Enfin, on détermine y : © — y () comme solution
de (11.4).

Exemple 11.4 Considérons l’équation différentielle suivante
y = xy.

Remarquons que y = 0 est une solution triviale (évidente). On suppose que y # 0, donc y'/y = x qui est a variables
séparées avec f (x) =x et g(y) = 1/y.

On a i
m = xdr
= Inly+K = 3a?
— eln\y\JrK _ e%w2
— Ky =
= vy = +Lex”
— = ('e3®,C' #£0.

Finalement, les solutions sont
2
yla) = Ce?™ C €R.

Elles sont définies sur R.

11.2.2 Equations différentielles homogénes en x et y

C’est une équation de la forme
y' :f(g), x#0 (11.5)

ou f:I — R est une fonction continue.

Résolution : On utilise ce changement d’inconnue z = y/x qui donne y’ = z + xz’. Par suite

(11.5) <= z+zZ = f(2)
= z24zE = f(z)
<~ xdz = (f(z)—2)dz
D’ou
In|z| = ¢(2)+ K, ¢ estune primitive de f(zl)_z

— |z exp{¢ (2) + K}
= =z = Lexp{o(2)}. exp{K},
puis, on détermine y solution de (11.5) grace a la relation y = zz.

Exemple 11.5 Résoudre 2zyy’ = y? — 22

Elle est de la forme y' = f (%), avec f (%) = (% — %) Le changement d’inconnue = y/x conduit & I’équation

2tz = % (z — %) En intégrant, on obtient x = 1f22. D’ou

C
—+ 17—1
y(z) = Fey /|-

, c est une constante.

11.2.3 Equations différentielles linéaires du premier ordre
Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de la forme
Y +a(@)y=f(z) (11.6)

ou f et a sont deux fonctions réelles définies sur un intervalle J. (11.6) est dite équation différentielle non homogéne
(ou avec second membre). I’équation différentielle

v +a(x)y=0 (11.7)

est dite équation différentielle homogeéne (ou sans second membre). (11.7) est appelée I’équation homogene associée a
l’équation (11.6).



11.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE 103

a) Résolution de ’équation homogéne (11.7) : Soit ¢’ +a(z)y =0.Siy #0, on a

dy _

) —a(z)dx

et par suite
Inly| =—-A(x) + C4

ou C; € R et A est une primitive de a sur J. D’ou

y(x) = Coexp{—A(z)}, C2 = £exp{C1} € R".

Remarque : y = 0 est une solution triviale (évidente) de (11.7).
Finalement
y(x) = Cexp{—A(z)}, C €R

est la solution générale de (11.7).

a) Résolution de I’équation avec second membre (11.6) : Si yg est la solution générale de (11.7) et y; est
une solution particuliére de (11.6), alors y = yo + y1 est la solution générale de (11.6).

Méthode de la variation de la constante : Soit y = Cexp{—A(z)} la solution générale de (11.7). On fait
varier la constante C, et la solution générale de (11.6) sera : y(z) = C(z) exp{—A(x)}. On a y' = C'exp{—A(z)} —
Ca(x)exp{—A(z)}. En remplacant y et y" dans (11.6), on obtient

C'(z) exp{—A(z)} — Ca(z) exp{—A(x)} + a(z)C(x) exp{—A(z)} = f(2)

qui donne
C'(x) = f(x) exp{A(z)},
par conséquent

C(x):/f(x)exp{A(x)}da:.

Finalement la solution générale de (11.6) est

() = exp{-A(@)} [ f(a)exp{A(o)}da.

Exemple 11.6 Résoudre ’équation différentielle

Y —y=e . (E)
L’équation homogéne associée est
Y —y=0.... (Ep)
Pour y #0
/
Vo1 —= @ = dz
y y
= Iyl = z+K, KeR
— y = Clew’ Cl S R*-

y = 0 est une solution évidente de (Ey). Finalement, la solution générale de (Ey) est y (x) = ce®, ¢ € R. On fait varier

la constante c et la solution générale de (E) sera y (x) = c¢(z)e”.

On ay' = C'e® + Ce®. Par suite

y—y=e* = (Ce*+Ce®*—Ce® = ¢~
= (C'(z) =1
= (C(x) = z+ K, KeR.

Donc la solution générale de (E) est y(x) =x+ K, K €R.

11.2.4 Equation différentielle de Bernoulli
Soient f, g deux fonctions continues sur un intervalle I. Une équation de la forme
v+ f(@)y+g@)y*=0 (aréel, a#0,1) (11.8)

est dite de Bernoulli.
On écarte les cas @ = 0 et « = 1 pour lesquels I’équation est linéaire. La fonction y sera supposée positive si « est
non entier et de plus non nulle si « est négatif.
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Pour chercher les solutions de ’équation différentielle de Bernoulli (éventuellement en écartant la solution triviale
y = 0), on divise par ¥ puis on fait le changement de la fonction inconnue z = y'!~®. On aura

!
X
ya N fl(—l
ye oy

+g(x)=0

et par conséquent
Yy~ + f@)y' T+ g(a) = 0.
Cette derniére équation devient en z (du fait que 2’ = (1 — o) y~*y’)

Z/

1_a—|—f(a:)z—|—g($)=O

qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

Exemple 11.7 Soit I’équation différentielle de Bernoulli : y' + xy + zy* = 0. Elle est de la forme (11.8) avec o = 4,
f(x) = g(x) = x. En posant z = y~=3 pour y # 0, on aura

2 —=3xz=31 ... (E)
L’équation homogéne associée o (E) est
2 —3zz=0........ (Ep) .
Résolution de (Ey) :
(Bp) = % =3z
— 2z =Cei".
La méthode de la variation de la constante : z (z) = C (z) 2", par suite z' = C' (z) e3*" + 32C(x)e2® .
(B) < C'(z)e3” +32C(x)e3™ —32C(x)e3™ = 3z
= (C'(z) = 3wez”
C(a) _ ek
D’ou z(x) = (7677312 + K) e2”’ = —14 Ke3*" | K € R.
Par conséquent y%(x) =—-1+ Ke%z2, K € R. C’est a dire

1
YO g HOR

Une équation différentielle du premier ordre est dite de Riccati si elle est de la forme

11.2.5 Equation de Riccati

Y =f(@)+g@)y+h(x)y® (11.9)

les fonctions f, g, h sont continues dans un intervalle I. Ce type d’équations différentielles n’est pas toujours résoluble
de fagon élémentaire. Mais si une solution particuliére y; pouvait étre trouvée, on pourrait alors ramener la résolution
de ’équation de Riccati & celle d’une équation différentielle linéaire. En effet, en posant y = y; + z, donc ¢y =y} + 2/,
on aura

itz = f@)+g@) +2)+h@) (n+e2)?
= f(z)+g(@)y +g(@)z+h(z)y?
+2h(z)y12 + h (z) 2°.

Donc
2 = (2hyy + g) z + hz?

qui est de type Bernoulli. Comme on I’a vu plus haut, en posant v = %, on est ramené & une équation linéaire. La
solution générale est donnée par y = y; + %, ol v est la solution générale de

v+ (g + 2hy1) v+ h = 0.
Exemple 11.8 Soit l’équation différentielle de Riccati
Y =1—a3+ay® ... (%)

Il est aisé de vérifier que y, = x est une solution particuliére de (x).
La solution générale est donné par y = x + %, ot v est la solution générale de

v+ 22%0 + = 0.

Continuez!! Trouver v!!
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11.3 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants
Soient a, b € R et f: I — R une fonction continue. L’équation différentielle
y' +ay +by = f(2) (11.10)

est dite équation différentielle du second ordre & coefficients constants avec second membre. On lui associe I’équation
sans second membre
y'+ay +by=0 (11.11)

Résolution de I’équation homogéne (11.11) : L’équation
r’4+ar+b=0 ... (@)

(r € R ou C) est dite équation caractéristique de I’équation différentielle (11.11). Il y’a trois cas a envisager
Premier cas : Si (C) admet deux racines réelles distinctes 1 et 72, alors la solution générale de (11.11) est de la
forme
Yo = Clerla: + 02€r2:r

ou C7, C5 sont deux constantes réelles.
Deuxiéme cas : Si (C') admet une racine réelle double 7, alors la solution générale de (11.11) est de la forme

Yo = (Cl + CQI) 6”0

ou (4, Cy sont deux constantes réelles.
Troisiéme cas : Si (C) admet deux racines complexes conjuguées r1 = (§ + iw et 7o = § — iw, alors la solution
générale de (11.11) est de la forme
yo = (C1 coswz + C sinwx) efr

ou (4, Cy sont deux constantes réelles.
Un exemple pour chaque cas
Exemple (1)

y' 4+ 2y —3y=0 ... (1)
L’équation caractéristique
42 —=3=0
admet deux racines réelles distinctes r; = 1 et ro = —3. Ainsi, la solution générale de (1) est

yo = Cre” + 026_390, C1,Cy € R.
Exemple (2)

L’équation caractéristique
2 —dr+4=0

admet la racine réelle double r = 2. Ainsi, la solution générale de (2) est
Yo = (Cl + CQIL') 629:, Cl, CQ e R.

Exemple (3)

Y +dy=0 ... (3)
L’équation caractéristique
r?4+4=0
admet deux racines complexes conjuguées r; = 2i et ro = —2i¢. Ainsi, la solution générale de (3) est
yo = (Cycos2x+ Cysin2x) e

Cycos2x + Cysin2zx, C1,Cy € R.

Résolution de I’équation non homogéne (11.10) :
La solution générale de (11.10) s’écrit sous la forme

Y=Y +U

oll Yo est la solution générale de I’équation homogeéne (11.11) et y; est une solution particuliére de 1’équation avec
second membre.
a) Le second membre est la somme de deux termes
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Une solution particuliére de
y' +ay +by = fi(z) + f2 (2)
est la somme d’une solution particuliére de ’équation
y' +ay +by = fi(z)
et d’une solution particuliére de I’équation
y'+ay +by = f2(z).
b) Le second membre est un polyndéme de degré n
Soit a résoudre
v +ay +by =P, (v)
ou P, est un polyndéme de degré n. On cherche une solution particuliére polyndémiale. On distingue deux cas :
Premier cas : Si b # 0, on cherche y; sous la forme d’un polynome de degré n.
Deuxiéme cas : Sib=0c¢et a # 0,

Y1 = 2Qn ()

avec @, un polynome de degré n.
Exemple : Soit & résoudre
v+ 2y — 3y =2+ 2z + 1.

On a yg = C1e® 4+ Cre™ 3%, C1,Cy € R. Comme b = —3 # 0, on cherche une solution particuliére sous la forme
_ 3 2
Y1 = apT” + a12” + a2x + as.

En identifiant, on obtient

-1 -2 —20 —61
apg = ?,al = ?,GQZT et 0/3:7.
La solution générale est
y = Cre” +Che ™"
Clpd 2,2 20, 61

c) Le second membre est de la forme e™* (m est une constante)

Dans la recherche d’une solution particuliére y;, il y a lieu de distinguer trois cas selon les valeurs de m.
Premier cas : m n’est pas une racine de ’équation caractéristique

On cherche alors une solution particuliére sous la forme

y1 = ke™?.

Deuxiéme cas : m est une racine simple de ’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliére sous la forme

1 = kxe™".

Troisiéme cas : m est une racine double de ’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliére sous la forme

Exemple (1) : Soit & résoudre
y// _ 4y/ +4y = e2z

On a yo = (C1 + Cax) €2*, C1,Cy € R. On cherche y; sous la forme
Y1 = kx2e2:c
car 2 est une racine double de ’équation caractéristique. En identifiant, on trouve k = %, donc la solution générale est

Yg = Yo+
= (01 + Cox + %l‘Q) €2I, C,Cy € R.

Exemple (2) : Soit & résoudre
y// _ 5y/ + 6y — 2631 4 641_

On a yy = yo + y1 + y2, oll Yo est la solution générale de I’équation homogéne

y"' — 5y’ + 6y =0,
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11 est une solution particuliére de
y// _ 5y/ + 6y _ 2e3w

et yo est une solution particuliére de
y// _ 51// + 6y _ 6435_
On trouve
Yo = 01623: + 026396, C1,Cy € R.

On cherche y; sous la forme y; = ki1xe3®. En identifiant, on trouve k1 = 2. On cherche y» sous la forme yy = koe?®.
En identifiant, on trouve ki = %. Finalement,

Yg = C1€%" 4+ Cye®® + 223" + 564*7 C,Cy € R.

d) Le second membre est de la forme sinma (ou cosmz, m est une constante)

Dans cette situation, il y a lieu de distinguer deux cas dans la recherche d’une solution particuliére.
Premier cas : im n’est pas une racine de I’équation caractéristique

On cherche alors une solution particuliére sous la forme

y1 = k1 cosmx + ko sinmz

et on détermine les constante kq et ko par identification.
Deuxiéme cas : im est une racine de I’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliére sous la forme

y1 = x (k1 cosma + ko sinmz)

et comme au cas précédent, on détermine les constante kq et ko par identification.
Exemple (1) : Soit a résoudre
y' + 4y = cosz

On a
yo = C1 cos2x + Cysin 2z, Cp,Cy € R.

i n’est pas une racine de I’équation caractéristique, donc

y1 = k1 cosz + ko sinx.

1

On trouve ky = %, et k2 = 0. Donc, y1 = 5 cosz. Finalement,

1
y = C4 cos 2z 4+ Cs sin 2z + 3 cosz, C1,Cy € R.
Exemple (2) : Soit a résoudre
y" + 9y = sin 3z

On a
yo = C1 cos3x + Cysin3z, Cp,C5 € R.

3¢ est une racine de I’équation caractéristique, donc

y1 = x (ky cosx + kg sinx).

— 3
On trouve k; = %1, et ko = 0. Donc, y; = y. Finalement,
. T CcoS 3T
y = Cicos3x + Cysin3x — 5 C,Cy e R

e) Le second membre est de la forme P, (z)e™® (ot P, est un polynéome de degré n, m est une
constante)

Premier cas : m n’est pas une racine de I’équation caractéristique

On cherche alors une solution particuliére sous la forme

y1=Qn (z)e™”

ou @, est un polynéme de degré n
Deuxiéme cas : m est une racine de multiplicité k& (k = 1,2) de ’équation caractéristique
On cherche alors une solution particuliére sous la forme

y1 = 2"Q, (z) ™"
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ol @, est un polynéme de degré n.
Exemple : Soit & résoudre
v -2ty =(z+2)e".

On a yo = (Cy + Cax) €®, C1,Cy € R. m = 1 est une racine double de ’équation caractéristique, donc y; = 2Py (z) €®
avec Py (z) = az + b. En identifiant, on trouve a = § et b= 1. D’on

Y1 =

Finalement,
1 .
Y= <Cl + Cox + 6173 +l‘2> em,Cl,C’Q cR



Chapitre 12

Fonctions de plusieurs variables

12.1 Topologie de R”

12.1.1 Norme sur un espace vectoriel

On appelle norme sur un R—espace vectoriel E toute application N, de F dans R, qui vérifie :
VeeE N(x)>0et N(z)=0<= 2 =0;
Vee E YAeR N (A\z)=|\N(x);
VeeE VYyeE N(x+y)<N(x)+ N (y) (inégalité triangulaire).
N (z) est souvent notée ||z||, qui rappelle ’analogie avec la valeur absolue dans R ou le module dans C.
Propriété
Ve e B, vy e E [zl = [lylll < ll=ll + llyll-

Normes usuelles sur R"

Les trois normes usuelles sur R™ définies pour X = (z1,x9, ..., x,) sont :
D) [ Xl = sup{laa|, |zal, ..., [2n]};

2) X, = Z?:l @il ;

3) [1X1, = v 2oim o

12.1.2 Parties remarquables de R"
Boules

Dans R™ muni d’une norme, on appelle
- boule ouverte de centre A € R™ et de r > 0, ’ensemble

B(A,r) ={X e R"; || X - Al| <r},
- boule fermée de centre A € R™ et de r > 0, ’ensemble

B((A,r)={X eR"|| X —A|| <r}.

Parties bornées

Une partie D de R™ est bornée si Pensemble des réels || X — Y|, ou X et Y sont des vecteurs quelconques de D,
est borné.
D est bornée si, et seulement si, il existe une boule qui le contient.

12.2 Fonctions de plusieurs variables

Pour simplifier les énoncés seront donnés dans le cas de deux variables.

12.2.1 Généralités

Une fonction f, définie sur une partie D de R? et a valeurs réelles, fait correspondre a tout vecteur X = (z,y) de
D un réel unique f (X).
L’ensemble

S={(z,y, f (z,9); (z,y) € D}
est la surface représentative de f, c’est I’analogue de la courbe représentative de f d’une fonction d’une variable.
Exemples

109
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1) La fonction f (z,y) = 2% + 2y + y? + 2 est définie sur R2.

2) La fonction g (z,y) = /1 — (22 + y2) est définie & I'intérieur du cercle 2% + 32 = 1.

Soit f une fonction définie sur D C R? & valeurs dans R et A = (aj,a2) € D. On appelle fonctions partielles
associées & f au point A les fonctions

1 — f(z1,a1) et xo — f(22,a2)

définies sur un intervalles ouverts contenant respectivement aq et as.

12.2.2 Limites et continuité

Définissons la notion d’une limite d’une fonction f (z,y) de deux variables. Supposons que la fonction est définie
en tout point M (x,y) suffisamment proche de My (a,b) .

Définition 12.1 On dit que le nombre A est la limite de f (x,y) lorsque M (x,y) tend vers My (a,b) et on écrit

lim bf (z,y) = A ou MlEIJlWo flz,y)=A

r—a,y—
st pour tout € positif donné il existe un & positif tel que
A= f(z,y)| <esi|(z,y) = (a,b)] <0.

Remarque 12.1 L’ezistence et la valeur éventuelle de la limite sont indépendantes de la norme choisie dans R?. On
dit que les normes de R? sont équivalentes. Lorsqu’elle existe, la limite est unique.

Supposons que la fonction f (x,y) est définie au point My (a,b) et dans tous les points de My (a,b) .
Définition 12.2 La fonction f (z,y) est dite continue au point My (a,b) si

lim bf(xvy) = f(a" b) ou MILH}VIOf($7y) = f(a7b)

T—a,y—

Si f est continue en chaque point de D, on dit que f est continue sur D.

Si f est continue sur D, alors les fonctions partielles associées & f en un point sont continues sur D.

Opérations algébriques

Comme pour les fonctions d’une variable, la somme, le produit, le quotient (lorsque le dénominateur ne s’annule
pas) de deux fonctions continues sont continus.

12.2.3 Dérivées partielles, différentiabilité

Soit (z0,y0) € D. Les dérivées partielles de f en (xq, o) sont les dérivées des fonctions partielles

of . f(xoH4h,yo) — [ (20,%0)

or (Z’ano) - hll% h )

of . f(wo,yo + k) — f(w0,90)

8:1/ (anyO) - %IE% k .
On dit que f est de classe C'' sur D si % et % sont continues sur D.

Le gradient de f en (zg,yo) est le vecteur dont les composantes sont les dérivées partielles premiéres.

Définition 12.3 Si les fonctions dérivées partielles admettent elles-mémes des dérivées partielles en (xo,yo), ces
dérivées sont appelées dérivées partielles secondes de f en (xo,yo). On les note

82f o (0f
ox2 (z0,%0) = oz (%) (70,%0)
0% f o (0f
571/2 (l‘o,yo) = 87/ <8y> (lfo,yo)
82f o (0f
ﬁ?ay (xo,yo) = 5‘? (ay) (l‘o’yo)
82f _ o (0f
783;833 (o, y0) = 87/ (63:) (70,0) -

De facon analogue, on peut définir les dérivées partielles d’ordre supérieur & 2 par récurrence.
On dit que f est de classe C* sur D si les dérivées partielles d’ordre k sont continues sur D.
On dit que f est de classe C* sur D si les dérivées partielles de tous ordres existent et sont continues sur D.
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0% f *f
0xdy o4 Oyox

Théoréme 12.1 Si est continue en (zg,yo), alors

ﬁ( )_ﬁ( )
D10y Zo,Y0) = dydr Zo>Yo) -

Définition 12.4 On dit que f est différentiable en (xq,yo) s’il existe des constantes réelles A et B telles que
f(zo+h,yo+ k) — f(z0,90) = Ah + Bk + |[(h, k)| € (h, k)

avec lim 1) —(0,0) € (h, k) = 0.
0
Dans ce cas, on a A = a—i (x0,y0) €t B = 8—‘5 (0, Y0)-

Théoréme 12.2 Si f est différentiable en (xo,yo), alors f admet des dérivées partielles en (zo,yo).
Si f est de classe C' au voisinage de (xo,v0), alors f est différentiable en (o, yo).
Les deux réciproques sont fausses.

12.3 Intégrales double et triple

Dans cette section, on donnera uniquement quelques éléments relatifs aux calculs d’intégrales double et triple.
Considérons I’ensemble
A={(z,y) eR* a<z<bp(x) <y<y(x)}

ol ¢ et 1 sont deux fonctions continues sur [a, b]. Alors,

Famdsdy= [ ([ 5@y ) de.
/] [,

C’est le théoréme de Fubini, qui définit I'intégrale double & ’aide de deux intégrales simples.
Si f (z,y) = 1, lintégrale double [ [, dxdy est 'aire de A.

Formule de changement de variables
Soit f une fonction continue sur un domaine D fermé et borné, en bijection avec un domaine fermé et borné A au
moyen des fonctions de classe C* x = ¢ (u,v), y = v (u,v), alors

J [ sz = [ [ 1o o]| 520 .

Op dp
D x, a.. (U, U) a7 (’LL, U)
(z,y) _ g 31%

Bu (u,v) B0 (u,v)

Le déterminant

est appelé jacobien.
Cas des coordonnées polaires

//Df(x,y)d:cdyz//Af(pcose,psine)pdpd,g_

De fagon analogue, on peut définir 'intégrale triple I = [ [ [, f (z,y, z) dzdydz pour une fonction f continue sur
un domaine fermé et borné D de R? & I’aide d’intégrales simples successives.

Si f (x,y) = 1, l'intégrale triple [ [;, dedydz est le volume de D.

On peut définir aussi (comme pour les intégrales doubles) les formules de changement de variables.

Cas des coordonnées cylindriques

I:///f(pcos@,psin@,z)pdpdé)dz.
A
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