Dans tout ce chapitre E, F et G sont des espaces vectoriels sur le méme corps K.

2.1 Formes bilinéaires
Définition 2.1.1 L application f : E x F — G est dite bilinéaire si :

) Fx,y) + f(x2,y)
flox,y) = af(xy)

) = floy)+f(x,y2)

) = af(xy)

Vx,x1,% € E,y,y1,» € Feta e K.
Si G =K f est dite forme bilinéaire.

Définition 2.1.2 L application f : E X F — G est dite bilinéaire si :
i) Pour tout x € E, (x fixé), I’application,
fii F —G
y —fxy)
est une forme linéaire sur F.
ii) Pourtouty € F, (y fixé), I’application,
Ht E —G

x> fx,y)
est une forme linéaire sur E.

= Example 2.1
1. L’application
fo: ExF —K
(X Y ) — OIK
est une forme bilinéaire.
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16 Chapitre 2. Formes bilinéaires

2. L’application
g: RxR —R
(x,y)  —>xy
est une forme bilinéaire.
3. Soit €(]0,1],R) ={f:[0,1] = R : f continue}. L application
o: ¢(0,1,R)x%([0,1,R) — R

(r.8) — [ r0)grar

est une forme bilinéaire.

2.1.1 Lespace vectoriel Z(E x F,K)

Proposition 2.1.1 L’ensemble de toutes les formes bilinéaires de E x F dans K, noté .Z(E x F,K)
est un espace vectoriel sur K.

Démonstration.
Soient a, B € Ket f,g € Z(E x F,K)
1. a) La forme bilinéaire
f() : ExF —K
(x,y) — O]K
est I’élement neutre de .2 (E x F,K).
b) Soient f,get f € ZL(E x F,K),

(f+g)+h=f+(g+h),

donc + est associatif.
¢) Soit f € Z(E x F,K),on a
—f: ExF —K

(x7y) — 7f(X,y)
est une forme bilinéaire vérifié

[+ (=) =0g2Exrk)

donc + est symétrisable.
b) Soit Soit f,g € Z(E x F,K),ona

fteg=g+f

donc + est abélien.
Par conséquent (£ (E x F,K),+) est un groupe abilién.
(af).g = a.(Bg).
(a+B).f=o.f+B.f.
o(f+g) =a.f+a.g.
5 Ig.f=f.
Donc (.Z(E x F,K) est un espace vectoriel sur K. [

Rl e

2.1.2 Matrice d’une forme bilinéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies sur le méme corps K, B =
{ei,es,...,e,} une base de E et B’ = {¢€,¢&,,...,€,} une base de F.
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2.1 Formes bilinéaires 17

Définition 2.1.3 Soit f € Z(E x F,K). La matrice associée a f par rapport a B et B’ est la
matrice de type (n, p) définie par

a,-j:f(e,-,ej) Vi:1,2,...,n; j=12,..p.
c’est a dir
fler, &) fler,&) ... f(e1,&p)
v | flee) flere) '

flemer) flemer) .. flemey)

= Example 2.2
Soit la forme bilinéire

fR¥xR> — R
((x1,22,x3), 1,32)) —  (x1+x2+x3)y1 + (X1 +x2+x3)y2

et soit B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} la base canonique de R et B' = {g| =
(1,0);& = (1,1)} une base de R,
La matrice associée a f par rapport a B et B’ est

fler,&1) fler,&) 1 2
M= | fle&1) fle,&2) | =] 1 2
fles,&1) fles, &) 1 2

2.1.3 Forme bilinéaire associée a une matrice
Définition 2.1.4 Soit M € .#,, ,(K). L’application

fK'xKF — K
(X,Y) — X'MY

X1 yi

. x »
ouX = . ety = .
Xn Yp

est une forme bilinéaire dite la forme bilinéaire associée a M.

2 3 1
A_(O -2 4>'

La forme bilinéaire associée a A est
.2 3
fR*xR — R

((x1,%2), 01,2,33)) V= f((x1,%2), (V1,52,¥3))

m Example 2.3 Soit la matrice

avec

2 03 1 %
f((x1,x2),(y1,y2,y3)) = (xlaXZ) 0 -2 4 Y2
y3

= 2x1y1+ (3x1 — 2x2)y2 + (21 +4x2)y3.
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Changement de base

Proposition 2.1.2 Soient f € Z(E x F,K), B={ej,ey,...,e,} unebase de E et B' = {¢,¢5,...,¢},}
une base de F et M la matrice associée a f par rapport a B et B'. Soient maintenant B; =
{&1,€,...,&,} une autre base de E et B} = {€],&),...,€,} une autre base de F et N la matrice
associée a f par rapport a B; et B,. Donc

N ='PMQ

avec
P est la matrice de passage de B a By.
Q est la matrice de passage de B a B.

Démonstration. En utilisant I’écriture matricielle par rapport aux bases B, B’ et By, B’] , on aura

V(X,Y)eExF:f(X,Y) XMy = X'NY'

avec X = Zx,el Zx getY = Zyle = yl i
=1 =1
Soit P la matrlce de passage de B a By, donc X =PX’

Soit O la matrice de passage de B’ a B}, donc Y = QY’. Par suite, on aura
XMy = '"(PX")M(QY')
= 'X"PMQY
X' ("PMQ)Y.
Donc VX' e K", Y e KPX'NY' =" X'("PMQ)Y . Alors N =" PMQ. [

Formes bilinéaires symétriques
Définition 2.2.1 Soit f € Z(E x E,K).
e f est dite symétrique si
V(x,y) eEXE, f(x,y)=f(yx)
e f est dite anti-symétrique si

V(X,y) €EXE, f(-xvy) = —f(y,x).

e f est dite alternée si
Vx€E, f(x,x)=0.

= Example 2.4

1. Soit la forme bilinéaire
((J %([07 1]7R) X Cg([oa 1]1R) — R

(r:8) — [ r0)s)ar
Soit f,g € €([0, 1],R)1, ona

olef) = [ s

:/f

= /8 )
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Donc ¢ est symétrique.
2. Soit la forme bilinéaire
f: R? x R? —R

((e1,x2), (v1,32)) > x1y2 —X2)1
Soit (x1,x2), (y1,)2) ER?, ona
F(O1y2), (x1,x2)) = yixa—yx
= —(x1y2—x2)1)

= —f((x1,%2),y1,52))-

Donc f est anti-symétrique. D’autre part on a

f((X1,X2),(X1,Xz)) = X1X2 — X2X] =0.

Donc f est alternée.

Proposition 2.2.1

i) L’ensemble des formes bilinéaires symétriques, noté . (E x E,K) est un sous espace vectoriel

de Z(E x E,K).

ii) L’ensemble des formes bilinéaires anti-symétriques, noté o7 (E x E,K) est un sous espace

vectoriel de Z(E x E,K).

Démonstration.

i) a) Ona fy(x,y) = fo(y,x) = Ok donc
foe S(ExE,K).

b) Soient f,g € S (ExXE,K)eta,p € K
(af+Bg)(x,y) = af(xy)+PBgxy)
= af(yx)+Bg(x)
= (af+Bg)(yx).

Donc

o.f+B.g € S (ExEK)

De (2.1) et (2.2) Z(E x E,K) est un sous espace vectoriel de .Z(E x E,K).

ii) a) On a fy(x,y) = — fo(y,x) = Ok donc
fo € o (E x E,K).
b) Soient f,g€ o/ (ExE K)eta,B € K
(oef +Bg)(xy) = af(xy)+Bg(xy)

= —af(y,x)—Bg(x)
—(otf +Bg) (y,x).

Donc

a.f+B.g € 7 (ExE,K)

De (2.3) et (2.4) o7 (E x E,K) est un sous espace vectoriel de .Z(E x E,K).

2.1

2.2)

(2.3)

2.4)
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Proposition 2.2.2 On a
Z(EXEK)=YExEK)®d(EXE,K).

Démonstration.

i) Soit f € Y (E x E,K)N/(E x E,K) donc
fy)=f(yx), VxyeE
f(xay) = _f(y7~x)7 an)’ €L
D’ou f(x,y) =0, Vx,y € E, par conséquent
S(EXEK)N(E xE,K)={0g} (2.5)
ii) Ona
S (ExXE,K)+«(E xE,K)C Z(E xE,K).
D’autre part, soit f € .Z(E x E,K),

Fe) = 5 () + £ )+ 5 () — £ (0)
filxy) Flx)
ona f; € S(ExE,K)et f, e &(E x E,K), Donc

J

Z(ExE,K)C.Y(ExE,K)+.4(E x E,K)
D’ou
Z(EXE,K)=9(ExE,K)+4(E x E,K) (2.6)
De (2.5) et (2.6) on aura
Z(EXEK)=YExEK)®d(EXE,K).

Noyau d’une formes bilinéaire symétrique
Définition 2.2.2 Soit f € .Z(E x E,K). Le noyau de f, noté Ann(f), est définie par

Ann(f) = {x€ENyeE: f(x,y)=0},
= {ye€eE\NxeE: f(x,y)=0}.

Formes bilinéaires symétriques non dégénérées
| Définition 2.2.3 Soit f € Z(E x E,K). f est dite non dégénérées si Ann(f) = {0g}.

= Example 2.5

1. Soit la forme bilinéaire symétrique
f: R? x R? — R
((x1,x2), (1,32)) = x1y1 +x2y2
On a

Ann(f) - {(X],)Cz) S R27v<y17y2) € R? : f((xl,xQ), (yhyl)) = 0}7
On a

F((x1,2%2), (01,52)) =0 Y(y1,y2) € R?
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2.2 Formes bilinéaires symétriques 21

e Pour (y1,y2) = (1,0) on obtient x; = 0.
e Pour (y1,y2) = (0,1) on obtient x, = 0.
Donc

Ann(f) ={(0,0)}

Par conséquent f est non dégénérée.
2. Soit la forme bilinéaire symétrique
g: R? x R? — R

((x1,%2), (71,2)) > (21 +x2)(y1 +y2)
Ona

Ann(g) = {(x1,x2) €R*V(y1,y2) €R*:  g((x1,x%2),(y1,y2)) =0},
On a

g((x1,x2),(y1,52)) =0 V(y1,y2) € R?

e Pour (y1,y2) # (0,0) on obtient x; = —x;.
Donc
Ann(g) = {(x1,—x1),x1 €R} =< (1,-1) > .

On a Ann(g) # {(0,0)} Par conséquent g est dégénérée.

Proposition 2.2.3 Soit f € Z(E x E,K). On considere ’application ® : E — E* définie par :
vy € E7q)(y) - (Pyvo vx € E,(Py(X) = f(x,y)
Alors @ est injective si et seulement si f est non dégénérée.

Démonstration. On a P est linéaire et
Kerf = {x€E, ®(x)=0}
{x€E, ¢)x)=0,VyeE}
= {x€E, f(x,y)=0,Vye€E}=Ann(f).

On a ® est injective donc ker® = {0 } = Ann(f), par conséquent f est non dégénérée. |

Corollaire 2.2.4 Soient [ € Z(E x E,K), E de dimension finie et B une base de E et A la
matrice de f par rapport a la base B/ Alors

f est non dégénérée < det(A) # 0.

Démonstration. considérons I’application ® : E — E* définie par :

Vy € E,®(y) = @y,0 Vx € E, @y(x) = f(x,y).

Posons B = {ej,ez,...,e,} une base de E, et B* = {¢},¢;,...,e;} la base duale de B.
Soit M = (m;;j)1<i;j<n 1a matrice de ¢ par rapport aux bases B et B*, alors on a

n
Vi=12,....,n;P(e;) = kajez
k=1
Donc pour chaque i € {1,2,...,n} et j€{1,2,...,n},ona

flei,ej) =D(e)(e)) = Z myjey(e;) =mjj, car e;(e;) = Oi.
k=1
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22 Chapitre 2. Formes bilinéaires

On en déduit donc que M = A. Ainsi, on aura,

fest nondgnre < @ estinjective (Proposition(2.2.3))
& D est bejective (car dimE = dimE™)
& det(M)#0
< det(A) #0(car M = A).

2.3 Orthogonalité

23.1

Définition 2.3.1 Soit f € Z(E x E,K).
On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, si f(x,y) = 0.

Définition 2.3.2 Soient f € Z(E x E,K) et A une partie non vide de E. On définit 1’orthogonale
de A, par rapport a la forme bilinéaire f, noté A+, par

At={xcE: f(x,y)=0VycA}.

» Example 2.6 Soit f € Z(E x E,K).
1.
Et={x€E: f(x,y)=0,Yy€E}=Ann(f).

{0} ={x€E: f(x,00=0}=E.

Bases orthogonales
Définition 2.3.3 Soient f € Z(E x E,K) et E de dimznsion finie. On dit que une base
{e1,e2,...,e,} est orthogonale si

Flene) =0, ij=1,2,0..m i ).
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