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3.1 Matrice associée a une application linéaire

Définition 3.1

\

Soient E et F' deux K-espace vectoriel de dimension finies n et m respectivement. Notons

B = {ej,eq,...,e,} une base de E et B' = {¢),¢,,... e} une base F. Soit f une
application linéaire de E dans F. On sait que les vecteurs f(ey), f(es), ..., f(e,) sont des
vecteurs dans F et comme B’ est une base de F, alors pour tout j =1,...,n, on a

f(€j> = )\17j611 I )\QJBIQ qF o009 )\m,je:n.

Le tableau
fler) flez) f(en)
A1l A2 An el
)\ml Am2 e )\mn €m

est appelé matrice associée a f relativement aux bases B et B'et est notée Matg p/(f).

Remarques :

1. Si E = F, on écrit Matg(f) au lieu de Matg g(f).

2. La matrice Matg p/(f) dépend de 'ordre des vecteurs de B et des vecteurs de B'.

3. Des bases étant choisies respectivement dans F et F', il y a unicité de la matrice associée
a f conformément & la définition précédente. Mais, la matrice trouvée dépend entiére-
ment de ce choix de bases.

Exemples :

1. Soit f 'application linéaire de R? dans R? définie par

f: R3 — R?

Soient B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} la base canonique de R? et B’ = {(1,0), (0,1)} la
base canonique de R2. On a

f(1,0,0) = (2,1) = 2x(L0)+(0,1),
f((0,1,0)) = (=1,1) 1% (1,0) + (0, 1),
f((ovoa 1)) = (07 1) = 0x ( ) + (07 )

Alors,
2 -1 0
MatB,B/(f) = (1 1 1) .

2. On note T 'endomorphisme P — X?P” + P(1) de R3[X]. La base canonique de R3[X]
est B={1,X, X% X?3}. Puisque

T()=1, T(X)=1, T(X*)=2X>+1 et T(X? =6X>+1,
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alors

MatB(T) =

o O O
o O O
SN OO
S OO

3.2 Matrices a coefficients dans K

Définition 3.2: Matrice

On appelle matrice a coefficients dans K a n lignes et m colonnes ou matrice a coefficients
dans K de taille n x m toute famille d’éléments de K du type (a; ;)1<i<ni<j<n. Une matrice
de taille n x m est représentée sous forme d’un tableau a n lignes et m colonnes :

11 Ar2 -0 Qi 0 Arm
G271 Qg2 - Q25 -~ dm
Qi1 Qi2 0 Qi 0 Qym
a/n’1 an,2 . e a/’n,] e an7m

L’élément a; ; est donc placé sur la ™ ligne et sur la 3™ colonne.
On note M, ,,(K) I'ensemble des matrices a coefficients dans K de taille n x m. Lorsque
n = m, cet ensemble est plus simplement noté M, (K). On parle alors de matrices carrées

de taille n.
_ J

Remarques :

1. Lorsque n = 1, on parle de matrice ligne ou vecteur ligne.
2. Lorsque m = 1, on parle de matrice colonne ou vecteur colonne.
3. On appelle matrice nulle la matrice dont tous les éléments sont égaux a 0.

Exemples :

-1 10 =« . . . .
1. A= ( 0 9 \3/5) est une matrice de taille 2 x 3 & coeflicients dans R.

2. B= (1_—‘;2 _ 2\/3 52’) est une matrice carrée de taille 2 a coefficients dans C
2

Théoréme 3.1

Pour toute matrice A € M, .,(K), il existe une et une seule application linéaire

f € L(E,F) telle que Matg p(f) = A. On I'appelle application linéaire associée a A
relativement aux bases B et B’.
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Définition 3.3

Deux matrices A et B sont égales lorsqu’elles ont la méme dimension et que pour chaque
ligne i et chaque colonne j, I'élément a;; de la matrice A est égal a I’élément b; ; de la
matrice B.

Théoréme 3.2

Deux applications linéaire f et g de E dans F' sont égales si et seulement si leurs matrices
associées Matp p/(f) et Matp g (g) sont égales.

3.3 Opérations sur les matrices

3.3.1 Somme de deux matrices

Définition 3.4: Somme de deux matrices

Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrice de M, ,,(K). La somme A+ B est la matrice

(as; + bij)-

Exemples :

. 1 -2 3 —4 1 1
1. S1A—(1 0 _1)etB—(2 3 _1>,alors
C(1—4 =241 341\ (-3 -1 4
A+B_(1+2 0+3 —1—1)‘(3 3 —2)'

2. SiA= (_37 ?) et B=| 1 3 |, alors A+ B n’est pas définie.

Théoréme 3.3: Propriétés de la somme matricielle

Soient A, B et C' trois matrices de méme taille. La somme matricielle posséde les pro-
priétés suivantes :

1. A+ B = B+ A : la somme est commutative.

2. A+ (B+C)=(A+ B) +C : la somme est associative.

3. A+ 0= A : la matrice nulle est I’élément neutre de I’addition.

Théoréme 3.4: interprétation matricielle d’une addition d’applications li-

néaires

oient F et F' deux espaces vectoriels finis sur un méme corps K. Soient By et Bp des
bases de E et F' respectivement. Soient f et g deux applications linéaires de E/ dans F'.
Alors on a :

MatBE,BF(f = g) = MatBE’BF(f) I MatBE,BF(g).
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3.3.2 Produit d’'une matrice par un scalaire

Définition 3.5: Produit d’une matrice par un scalaire

Soient A = (a;;) € M, m(K) et A € K. Le produit A\A est la matrice (Aa;;).

Exemple :

. 1 -2 3
SlA—(l 0 _1),alors
gq [2%1 2x(=2) 2x3 \ _ (2 -4 6
S \2x1 2x0 2x(=1)) \2 0 =2/
Remarque :

La matrice —A = (—1)A est I'opposée de A.

Théoréme 3.5: Propriétés de la multiplication par un scalaire

Soient A et B deux matrices de méme taille et soient « et 3 deux scalaires. On a :

1. (a+ pB)A=aA+ BA.
2. a(A+ B) =aA+aB.
3. a(BA) = (ap)A.
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3.3.3 Produit de deux matrices

Définition 3.6:

Soient A = (a;;) € M, ,(K) et B = (bi;) € M,nm(K). L e produit AB est la matrice
)
C = (¢ij) € My (K) définie par ¢;; = Zaikbkj.
k=1
B
bii - biy o bim
br.
bp,l R bp,j ce bp,m
A C=AB
aii ay i a1,p C1,1 C1,k Cl,m
a1 Qi Aip Ci j
Qp,1 Ap K Apm Cn,1 Cn,k Cn,m
q J
Exemples :
1. Posons
1 3
A=1[-2 1] et B_G _41 _01 :f)
0 1
Comme A € Mj3,(R) et B € My 4(R), alors le produit AB a un sens et AB € Mj4(R).
De plus
B
1 -1 0 =2
1 4 -1 -1
A AB
1 3 4 11 -3 =5
-2 1 -1 6 -1 3
0 1 1 4 -1 -1

2. Considérons les matrices
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Comme A € M5(C) et B € M,(C), alors le produit AB a un sens et AB € My(C). De

plus
B
3—1i 2¢
0 1
A AB
147 —1 442 —2+1
2 1 6 — 21 5Y) ’
1 0 —1
3.51 A = (2) et B =[5 1 |, alors AB n’est pas défini car A € My, (R) et
3 1
B € M;3,(R).
Remarques :
. -2 0 -1 0 —1 2 0 2 ,
1. Si A= ( 1 1) etB—(3 1 2),alorsAB— (2 1 1) par contre BA n’a pas

de sens. Donc, en général, AB # BA.

: 1 0\ /0 0O 0 0 1 B o1 _ .
2. Puisque (0 0) (1 0) = (0 O)’ on déduit que AB = 0 n’implique pas A = 0 ou

N 1 0\ [0 0 1 0\ /0 0 . B
3. Le fait que (0 0) (1 0) = (0 0) (2 0), alors AB = AC n’implique pas B = C.

Théoréme 3.6: Propriétés du produit matriciel

Le produit matriciel posséde les propriétés suivantes :
1. Si les produits AB et BC' sont définis, alors les produits A(BC') et (AB)C' le sont
et on a

A(BC) = (AB)C.

2. Si B et C sont deux matrices de mémes tailles et si A a autant de colonnes que B
et C' ont de lignes, alors
A(B+C)=AB+ AC.

D’autre part, si A et B sont deux matrices de mémes tailles et si C' a autant de
colonnes que A et B ont de lignes, alors

(B+C)=BA+CA.

3. A-0=0et0-A=0.
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Théoréme 3.7: Interprétation matricielle d’une composée d’applications li-

néaires

Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient By, By, B3 des bases
respectives de E, F,G. Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors

MatBLBg(g © f) = MathyB:a (g)MatB1,Bz(f)'

Exemple :

Considérons les applications

f: Rs[X] — R3 ot I R3 — R?
P~ (P(0),P'(0),P"(0)) (x,y,2) — (z+y,z—2).

On a f € L(R3[X],R?) et g € L(R3 R?).
Soient By = {1, X, X% X*}, B, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et B3 = {(1,0),(0,1)} les bases
canoniques des R-espaces vectoriels R3[X], R? et R? respectivement. On a

f(l) = (17070)a f(il)) = (07 170)’ f(XZ) = (Oa072)> f(Xg) = (07070)7

et
9(1,0,0) = (1,1), ¢(0,1,0) = (1,0), ¢(0,0,1) = (0,-1)
donc
1 000 11 0
MatBl’BQ(f): 0100 et Math’BS(g):<1 0 _1)
00 20
D’ou
1 000
1 1 0 11 0 O
MatBhBS(gof):Mat32,33<g)MatBl,Bz(f>:<1 0 _1) 0100 :<1 0 —2 0)
00 2 0

3.3.4 Matrice transposée

Définition 3.7: Matrice transposée

Soit A € M,,»(K). On appelle transposée de A la matrice 'A € M,, ,(K) obtenue en
échangeant les lignes et les colonnes de A.

Exemples :

et
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Théoréme 3.8: Propriétés de la transposition

1. Pour tous A, B € M, n(K) et o, 6 € K : {(a¢A+ B) = a'A+ [ 'B.

2. Pour tout A € M, »(K) : '(*A) = A.
3. Pour tous A € M,,,(K) et B € M, ,,(K) : {(AB) = 'B'A.

3.4 Espace vectoriel des matrices a n lignes et m colonnes

Théoréme 3.9

M, (K) muni de Iaddition et de la multiplication par un scalaire un K-espace vectoriel.

Soit (i,7) € {1,...,n} x{1,...,m} et E;; la matrice de M,, ,,,(K) dont tous ses coefficients
sont nuls sauf celui qui se trouve sur la i-iéme ligne et la j-iéme colonne qui est égal & 1 1. e

j
!

0 0 0

Ej;=i— |0 1 0

0 0 -~ 0

On vérifie que, pour toute matrice M = (a;;), on a
M= "ai;E;
2

et que {E;;: 1 <i<n, 1<j<m} est libre, alors elle est une base de M,, ,,,(K), donc on a
le théoréme suivant :

Théoréme 3.10: Dimension de M,, ,,,(K)

La dimension de M,, ,,(K) est égale a nm.

Remarque :

L’ensemble {E;; : 1 <i<n, 1 <j <m} est appelé la base canonique de M, ,,(K).



CHAPITRE 3. MATRICES 63

3.5 Matrices carrées

3.5.1 Déterminant d’une matrice carrées

Soit A = (a;;) € Mu(K). On note Aj; la sous-matrice de A d’ordre n — 1 obtenue en

-1 2 0
enlevant & A sa i-éme ligne et sa j-éme colonne. Par exemple si A= | 11 -5 2|, alors
6 0 1

. [—D 2 . (—1 0 . -1 0
A1,1<O 1)> A2,2(6 1) et A3,2<11 2)-

Définition 3.8: Déterminant

Soit A = (a;;) € M, (K). On appelle déterminant de A et on note det(A) ou |A| I’élément
de K défini par une des formules de récurrence suivantes :
(i) sin =1, on pose det(A) = ay ;.

i1) sin > 1, on pose
() ) D
n

det(A) =) (—1)""ay; det(A})).

—
. J J

Exemples :

1. On a

2
det (CLH a12) = Z(—l)j+1a1j det(AL) = a1 det(A’{l) +aq9 det(AiKQ) = a11Q9292 — Q12091 .
Qo1 Q22 =

En particulier, si A = (% _31>, alors

detA=2x3—-(-1)x1=T.

2. On a
ay; Qi Q13 3 .
det 21 A929 A23 = Z(—l)jJrlCLlj det(AL-)
31 as2 ass J=1
= a1 det(A*{l) + 19 det(AB) =+ a13 det(AT?))
= ay; det (Cm a23) — aqp det (a21 a23) + aq3 det (a21 a22) )
31 Aass a31 Aass a3y as2
5 1 1
En particulier, si A= | -1 2 1 |, alors
3 0 =2
2 1 -1 1 -1 2
det A = 5 xdet <O _2) — det ( 3 _2) + det ( 3 O)

= HxXx(2x(=2)—1x0)—((-1)x (=2) —=1x3)+(-1) x0—2x3=-25
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Théoréme 3.11

1. Si tous les éléments d’une ligne (ou colonne) d’un matrice A sont nuls alors
det(A) = 0.

2. Sideux lignes (ou deux colonnes) d’un déterminant sont proportionnelles (ou iden-
tiques) alors il est nuls.

3. Si I'on permute deux lignes (ou deux colonnes) d’un déterminant, le signe du
déterminant est changé.

4. Si chaque élément d’une ligne (ou colonne) est multiplié par un scalaire k, le
déterminant est multiplié par k.

5. Si aux éléments d’une ligne (ou colonne) on ajoute fois les éléments correspondants
d’une autre ligne (ou colonne), la valeur du déterminant reste inchangée.

. J
Exemples :
1. On a
-1 1 -1 7
1 1 =21
det 5 1 3 1 =0,
0 0 0 O
car tous les éléments de la ligne 4 sont nuls.
2. On a
-2 5 4
det| 1 -1 =21 =0,
0 2 0
car C3 = —2CY
3. OnaOna
-1 2 1 2 1 0 1 2 0
det| 1 8 -3 =—det| 1 8 —3]=det|8 1 -3
2 1 0 -1 2 1 2 -1 1
4. On a
1 20 1 2 0
det | -1 1 1| = det| —1+1 142 140
2 11 2—-2x1 1—-2x2 1-2x0
1 20
= det {0 3 1] =3x1—-1x5=-2.
0 5 1

Théoréme 3.12: Déterminant et les opérations matricielles

Soit A, B € M,,(K). On a
1. det(A) = det(*A).
2. det(AB) = det(A) det(B).
3. det(AA) = A" det(A).
4. A est inversible si et seulement si det(A)1 # 0.
5

det(A)’

. Si A est inversible, alors det(A™!) =
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Exemple :

Si A et B deux matrices de taille 3 telles que det(A) = —2 et det(B) = 5. On a
1
det('A) = -2, det(AB)=—-2x5=—10, det(B™') = =
det(B?) = 5% =25, det(24) =2° x -2 = —16.

3.5.2 Matrice inversible

Définition 3.9: Matrice identité

La matrice carrée

1 0 - 0
0 1 - 0
In = .. .
0 0 1

s’appelle la matrice identité.

. J
Théoréme 3.13

Soit A € M,, ,(K), alors

ILA=A et Al,=A.

Définition 3.10: Matrice inversible - inverse

Soit A € M, (K). On dit que A est inversible s’il existe une matrice B € M, (K) pour
laquelle :
AB = BA=1,.

La matrice B s’appelle matrice inverse de A et se note A~1.
\. J

Exemples :

1. La matrice [, est inversible et son inverse est I, car Ifl =1,.

5 —2

CCED)-CHEH-GY

3. La matrice | —1 0 —1 | est inversible et son inverse est la matrice

-3 0 V2

2. La matrice (g :;) est inversible et son inverse est la matrice (3 _1), car
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] 0 2-3V/2 —3++2
- —7T—7V2 —5—-10v2 —-3—+2]|, car
0 —9+3vV2 3-+2

. V2 1-v2 1 0 2-3v2 —3+.2 100
- -1 0 -1 —7—7V2 —5—-10v2 -3—v2]=[0 1 0
-3 0 V2 0 —9+3V2 3-V2 00 1
et
. 0 2-3vV2  =34+V2\ /V2 1-v2 1 1 00
- —7T—TV2 —=5-10v2 —-3—-+2 -1 0 -1]l=101 o0].
0 —9+3v2 3-V2 -3 0 V2 00 1

14+4¢ —1 — i 1
9 ; est inversible et son inverse est la matrice 2 , car

1+i -1\ (-4 2\ (-3 N\ /140 -1\ (10
2i —i)\-1—-i 1) \-1—-i 1 2i  —i)  \0 1

4. La matrice (

Définition 3.11: Opérations élémentaires sur une matrice

On appelle opérations élémentaires sur une matrice A :
(a) La transposition de deux lignes (resp. de deux colonnes) de A.
(b) L’addition a une ligne (resp. colonne) r d’une autre ligne (resp. colonne) s, avec
s # r, multipliée par un facteur \ € K.
(c) Le produit par un facteur A € K — {0} d’une ligne (resp. colonne) de A.

\. J

Pour calculer I'inverse d’une matrice A d’ordre n, dont on sait qu’elle est inversible, on procede
de la fagon suivante :
1. On considére la matrice E de taille n x 2n, dont les n premiéres colonnes sont celles de
A et les n derniéres colonnes sont celles de I,,.
2. On applique a E des transformations élémentaires sur lignes de sorte que les n premiéres
colonnes de E se transforment en I,, dés lors les n derniéres colonnes de la matrice
transformée forment la matrice inverse de A.

Exemples :
. . 11
1. Calculons l'inverse de la matrice (_ 9 3) . Pour cela

0O 1110
-2 3 01
-2 3 01

o= L ( 0 11 ’ 1 0)

Ll — _%Ll 1 —% 0 —%

L2 — 1—11.[/2 0 1 ﬁ 0

L1—>L1+§L2 (0 1‘ ﬁ 02>,
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3 _
G
7 O
0
7

2. Calculons linverse de la matrice | —2 2 . Pour cela
0 -6 -5
3
2

d’ou

[

1 0 1 00
—2 7 010
0O -6 =51 0 01
1 3 0 1 00
0 -6 =5 001
1 3 0 1 00
Ly — Ly+ Ls 0 2 21211
0 -6 =5 001
1 3 0 1 0 0
0 -6 =50 0 1
9 _3 _3
Ly — Ly — 3L é (1) _13 , S
Ly — L3+ 6Ls 00 1 2 2
6 3 4
16 L& 2
Ly — Ly +3L3 100 25 27
0 1 -5 -2 -2 1,
L2 e L2 — L3 00 1 2 2
6 3 4
donc 5 o
1 3 o\ (16 % T
7
-2 2 7 =|-5 -2 -2
0 -6 -5
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Théoréme 3.14

L’inversion d’une matrice posséde les propriétés suivantes
1. Si A est inversible, alors son inverse est unique.
2. Si A est inversible, alors A™! est aussi inversible et on a

(A=A
3. Si A et B deux matrice inversibles de méme taille, alors AB est inversible et on a
(AB)'=B7'A"
4. Si A est inversible, alors pour tout k € Z, A* est inversible et on a (Ak)_1 =

(A1),
5. Si A est inversible, alors ' A est inversible et on a (*fA)™" = (A7),

Définition 3.12: Groupe linéaire

On appelle groupe linéaire de degré n sur K, noté GL,(K), le groupe des éléments inver-
sibles de M,,(K).

Théoréme 3.15: Structure d’anneau de M, (K)

(M, (K),+, X) est un anneau. L’élément neutre pour la multiplication est la matrice
identité I,,. Pour n > 1, 'anneau M, (K) est non commutatif et non intégre.

En terme de déterminant, on peut tester si une matrice carrée est inversible, et si ¢’est oui, on
peut calculer son inverse.
Le résultat suivant permet de tester I'inversibilité d’une matrice carrée :

Théoréme 3.16: Critére d’inversibilité d’une matrice

Une matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Exemples :

1. La matrice (_2 ii) est inversible car _26 ih' =2+#0.
7T 3 =2 7T 3 =2
2. Lefaitque | 13 5 1 | =0impliquelamatrice [ 13 5 1 | n’est pasinversible.
—12 10 1 —12 10 1

Pour le calcul de l'inverse d’'une matrice carré inversible, nous avons besoin de la définition
suivante :
Définition 3.13: Comatrice d’une matrice

Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n. On appelle cofacteur associé a a;; le nombre

(=1)"" det(A;;). La comatrice de A, noté com(A), est la matrice carrée d’ordre n dont
les coeflicients sont les cofacteurs.
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Exemples :

1. La comatrice de la matrice A = <_1 7) est

2 1
1 2
com(A) = (_7 1) :
5 0 -3
2. La comatrice de la matrice B= |1 -1 4 est
0 -1 1
-1 4 It 4 1 -1
-1 1 0 1 0 —1
3 -1 -1
com(B) = —‘_01 _13‘ ‘8 _13‘ —‘g _01‘ =3 5 5
-3 —-23 -5
0 -3 15 -3 5 0
-1 4 1 4 1 -1

Avec les notations ci-dessus, on peut énoncer le résultat concernant le calcul de la matrice
inverse d’une matrice inversible :

"com(A)

Exemples :

1. Soit A = (Z Z) une matrice inversible (i. e ad — bc # 0). Dans ce cas,

mi = (4, )

1 d —b
A7t = .
ad — bc (—C a )

et par suite

2. Soit
1 0 1
A=12 -2 4
3 -1 -3

La matrice A est inversible, puisque det(A) = 14 # 0. La comatrice de A est :

—2 4‘ _‘2 4’ 2 —2
-1 -3 3 =3 (3 -1 10 18 4
0 1 11 1 0

com(A) = | — 1 3 5 _3 2 || = -1 -6 1
0 1 11 1 0 2 72 72
—2 4 2 4 2 -2
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Par conséquent :

5 1 1

Al = 1 i(i i86 le _ ! __13_4 j1
T 14 5 _9 o I |

—2 - S U 7

Théoréme 3.18

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension de bases respectives B et
By. Soient f € L(E, F). Alors f est bijective si et seulement si Matg, p,(f) est inversible
et dans ce cas :

(MatBl,B2(f))_1 = MatB1,B2 (f_l)'

Exemples :

1. Considérons l'application linéaire :

f: R — R?

La matrice associée & f dans la base canonique de R? est
1 1
A= (2 _1) |
Puisque det A = —3 # 0, alors A est inversible. L’application f est donc bijective et la

2 —1 3\—1
2. Soit g I'application :

1 1\ ' 1 /-1 -2
matrice ( ) = —— < 1 ) est la matrice associée a 'application 1.
g: RQ[X] — RQ[X]
P +— X2P"41.

La matrice associée a g dans la base canonique de Ry[X] est

B =

OO =
OO =
N O =

Comme det B = 0, alors A n’est pas inversible et par suite 'application g n’est pas
bijective.

3.6 Rang d’une matrice

Définition 3.14: Rang d’une matrice

Soit A € M,, m(K) une matrice. Le rang de la matrice A, noté rg A, est la dimension de
sous-espace vectoriel de K™ engendré par ses vecteurs colonnes.
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Exemples :

1. Considérons la matrice suivante :
A= 1

Puisque
—2a+58+v=0
atft+y=0 < (a87)=(0,0,0),
—28+v=0

alors dim Vect{(—2,1,0), (5,1,—2),(1,1,1)} = 3. Par suite rg(A) = 3.

2. Considérons la matrice suivante :

2 —4 0
0 5 5
B = -1 1 -1
3 —1 5
Le fait que

20 — 46 =0
56+ 5y =0 B B
_Oé_i_ﬁ_fy:o @(aa/gay)_(Qﬂuﬁa ﬁ)a (ﬂER);

Ja—pB+5y=0

implique dim Vect{(2,0,—1,3),(—4,5,1,—1), (0,5, —1,5)} < 2. Comme la famille
{(2,0,-1,3),(—4,5,1,—1)} est libre, alors

dim Vect{(2,0,—1,3), (—4,5,1,—1), (0,5, —1,5)} = 2.

D’ou, rg(B) = 2.
Observons que la connaissance du rang fournit le critére d’inversibilité suivant

Théoréme 3.19: Critére d’inversibilité

Une matrice de M,,(K) est inversible si et seulement si son rang est n.

Exemples :
1. Puisque
-2 5 1
rg 1 1 1 =3,
0 -2 1
alors A est inversible.
2. Comme
5 1t fooiaa A o
= =10 2 1|=|0 6 5 |=1#0
0 1 21 0 1 21 9 1 9 0 —7 —6
-1 0 11 0 -2 1 2
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donc

=N = O
—_ = = =

Théoréme 3.20

Une matrice et sa transposée ont méme rang. Donc, le rang d’une matrice est le nombre
maximal de vecteurs lignes (ou colonnes) linéairement indépendants.

Théoréme 3.21: Méthode de calcul du rang d’une matrice

Les opérations élémentaires transforment une matrice A en une matrice A’ de méme rang
que A.

Exemples :
1. On a
1 10 0 10
rg -2 0 2 = Ig -2 0 2 Cl—>Cl_CQ
1 2 3 -1 2 3
0 10
= Ig -2 00 Cg — 03 + C
-1 2 2
0 10 1
= Ig -2 0 0 Ly — Lg — §L2
0 2 2
0 10
= Ig -2 00 Lg — L3 — 2L1
0 0 2
1 0 0
= Ig 0 —2 0 Cl — 02
0 0 2
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2. On a
1 1 0 1 1 1 0 1 Ly — Ly — 2L,
2 1 1 0 0O -1 1 =2
rg = Ig L3—>L3—L1
1 2 -1 1 0O 1 -1 0 L —s L+ L
-1 0 -1 -3 0 1 -1 —2 4 e
1 1 0 1
- 0O -1 1 =2 L3—>L3+L2
—%lo 0 0 -2 Ly —s Ly + Ly
0O 0 0 —4
1 1 1 0
0 -1 -2 1
= 1%y o —2 0 C3 +— Cy
0O 0 -4 0
1 1 1 0
0 -1 -2 1
= Ig 0 0 90 L4—>L4—2L3
0 O 0 O
= 3.

Théoréme 3.22

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles m et n res-
pectivement. Soient U = {uy, -+ ,u,} une base de E et V = {v;---v,} une base de
F

(1) Soit (xq,--- ,x,) un systéme de n vecteurs de E et M = maty(xy,--- ,x,). Alors
rg(M) =rg(zy, - -+ ,x,) = dim Vect(xq, - -+ , z).
(2) Soit f € L(E,F) et M = mat(f,U,V). Alors

rg(f) = M.
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