Solution de la serie 2
2020-2021
L’espace dual

1 Exol

1=2: Afermé, D(A)=F, et E,F e de Banach, donc G (A) fermé, d’ou A continu donc borné (th grph ferme)
2 = 1: borné donc continu
et A fermé < D (A) fermé (th), donc D(A) = D(A)
2=3: D(A) = F, donc A*existe, et D (A*) C F’
d'autre part, Soit y € F'. ¥z € D (A) : (y, Az) < [ly] [ 42|l < ]l | ] |«]] (A borne)
donc, (y, Az) < C'||z||, dou y € D (A*¥)
3=4: D(A*)=F =D(A*)=F'
comme A*est fermé, donc G (A*) fermé d’ou A*continu
4=2:Vye D(A*),Vz e D(A),(y, Azx) = (A*y, )
Comme: Vz € E : ||z]| = sup (f, ), (corollaire3 P1)
feE

TIES!
et Az e F N " "
alors ||Az|| = sup |(y, Az)| = sup \(?J”’y”@\ = sup I{ H;/”IH < Il ‘\Il‘zlly\ll‘”m”
EE’ yeE’ yeE’
lyl<t lyll#0 Il #0
d’on, A est borné et | A|| < [|A*]] ... (1)
* * * ,A
- Inversement, A*y € E' et ||A*y| = sup [(A*y,x)| = sup |{y, Az)| = sup W <yl I Al
R 54 AR

drou [|A*]| < [[A] ... (2)
de (1) et (2) on a l’égalite.

2 Exo 2

a) Supposons que A~ lexiste et que A~! € L (F, E). Donc, (A_l)* eL(EF).
Mais si D (A) = E, alors A* existe et A*: D (A*) C F' — F’
On a: Vfe E',Vzx e D(A):
<f,$> = <f’ A_lA:I;> = <(‘A_1)}k f7 AJ}> = <A* (A_l)* f7$>
done, Sy = A* (A7) .....(1)
De plus, Vg € D (A*) ,Vv € F:
(g,v) = (9, AA"10) = (479, A1) = ((A71)" A"g,0)
dot: (A1) A* = Sy (2)
b) de (1) et (2) on déduit que (A_l)* = (A")"" et que A* est inversible
comme (A_l)* € L(E',F') on déduit que (A*) "' e L(E', F').
¢) Supposons que (A*) ™" existe (done, N (A*) = {0}) et que (A*)"' € L (E', F’)
(donc A* € L(F',E"))
Vf € B, Vue D(A): (A1) f,Au) = (4% (4)7 fu) = (fu)
D’aprés le th de Hann-Banach:(corollaire)
Vue D(A),3f € E': (f,u) = |lu]| et || f|]| =1, u# O(corollaire P12)
Jull = (fyu) = (477" . Au) < || (47 £ Jaul < [[an) 7| 4wl (|| (49) 7 |eonstante)
d’ott A1 est borné (continu), donc A=t € L (F, E)
Par conséquent A~! est fermé.
Comme A~ est continu donc D (Afl) est fermé,

OrD(A™Y)=R(A) =N (A*)" (car (A%)"" existe)
={0}t=F




donc D (A™') =R(A)=F
Par conséquent A=1 € L(F,E).

2.1 Exo 3
C ([0,1]) espace des fonctions continues de [(0,1)] — R

1fllee = sup [f(2)|

z€(]0,1]|
B={feC([0,1]): f(z) >0, Va € [0,1]}
1) B convexe?
On a:Va € [0,1],Vf,g € B: (af + (1 — a) g)x > 0,Vz € [0,1].Donc B est convexe.
B ouvert?
VfeB,3r>0: B(f,r) C B?
Soit f € B. Comme f est continue sur [0, 1] et [0, 1] compact dans R, alors
il existe 6 > 0: f(z) >0 >0, Vx € [0,1].
done, f () > 6 >3 >0, Vz € [0,1].
On prend r = g, et on montre que B(f, %) C B:
Soit g € B(f,5), donc, |f —glle <5 (=IIf —gllo > —3)

Comme | f — gl = sﬂtgpl” I(f —g)(z)|

done, f(z) —g(z) < ||If — gl

—g(x) < -

= g(z) >

= g(z) 2

donc g appartient & B. Par conséquent B est ouvert.

2)C={geC(0,1]):9(L)=-1 vneN}

exemple: g (z) = —uz.

a\ C est convexe car: Yh,g € C, 0 < a <1,

Si: h(3) =—5etg(3) =—m

Alors: (ah+(1—-a)g) () =-2—-(1-a)t=-1

d’out C' est convexe.

b\ C # & car g () = —x appartient a C.

¢\ C N B = o, en effet, supposons qu’il existe un élément h € C N B

donc Vz € [0,1] : h(z) > 0 et k(1) = —1 : contradiction. donc CN B = @.

d\B # 0 car f =1 appartient & B (Vz € [0,1]: f(z) =1 > 0)

e\ C e C([0,1]) , B € C([0,1]) (deux variétés linéaires)

Comme B et C sont deux convexes, non vides et disjoints

B ouvert donc le th de Hann-Banach (1 ere forme géométrique) il existe un hyperplan(forme linéaire) ¢ = a
telle p (f) > a > ¢ (g) (qui sépare B et C au sens large pour toute f € B et toute g € C).

3) () 20,9 € B?

Par 1’absurde: supposons que : 3f € B telle que ¢ (f) <0

Alors VA > 0,Vz € [0,1] : Af (z) > 0, (car f € B).

= \feB
= e\)=Xp(f)za
= )\lirf Ap (f) = —oo(> a) contradiction

donc ¢ (f) >0, Vf € B.

2.2 Exo5

E un espace vectoriel normé, M un sous espace vectoriel de E, zg ¢ M se trouve a une distance d de M tel que
d= inf |z — x| > 0.
zeM

existe-t- une forme lineaire f definie sur F tout entier telle que: (f,z) =0, Ve € M ?



Il nous faut une application linéaire g nulle sur M telle que le prolongement f est nul aussi sur M et qui prend la
valeur 1 au point zg (zo ¢ M). On doit donc trouver le s-e-v F' C E, ou f est définie.(i;e: M C F))

On prend: F'= M + Rz
yeFsy=c+trg,teR,zeM

On définit g comme suit: < g,y >=1t; Il est clair que g est linéaire et g : FF — R

y—<g,y>=t
Calculons la norme de g :
¢l 1yl It lyll It lyll [yl
< > =t = = = =
<9y > == T = ot taol = FIZ +oo] ~ oo - (2]
reEM=-7eM=d= Tlél]&”ib — x| < H—% — J:OH = on — (—%)H

||$07 (7%)” Zd):> |< gay>‘ S %

|<g,y>] 1
S < 5, donc g est

,  Par conséquent, Sup
llyll#0

-

Or [< g,y >| < llgll llyll, done, [lyl| # 0 <l <
continue, et ||g||p < Joooiiinn. (1),
Donc d’aprés le corollaire 2: ” F un K-e-v normé. G un s-e-v de F. g: G — R

g app. lin. cont
lgll = Elelg 9(x) 3 alors il existe f € E' qui prolonge g telle que || f]| 5 = [lgllc

llz] <1
Donc il existe f € E’ qui prolonge g telle que || f|| z = [|g]| &
ie; f(x) =g(z),Vz € F. f sannule sur M?
siye M (y=x+txg,t €eR, x € M) alors, t =0,donc y =«
Comme f'z) = g(z),Vz € F, et M C F, donc, f'z) = g(z),Yo € M
et comme y = x,donc, f(z) =g(y) =< g,y >=t=0
donc f(z) =0, Vo € M et donc il existe f € E/, < f,xa >=0 Vz € M.
2-Siy=zgdonct=1
et done g(y) = g(zg) =t =1
d’ou f(zo) = g(zo) =1

donc: < foxg >=1

2- | fll = g7

De 1°, on a: ||fllp = 9l < 3

1l > 37

I(zn)n € M, telle que: nlzlgo |xn — o] = %



