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L�espace dual

1 Exo 1

1) 2: A fermé, D (A) = F; et E;F e de Banach, donc G (A) fermé, d�où A continu donc borné (th grph ferme)
2) 1: borné donc continu
et A fermé , D (A) fermé (th), donc D(A) = D(A)
2) 3: D (A) = E; donc A�existe, et D (A�) � F 0
d�autre part, Soit y 2 F 0: 8x 2 D (A) : hy;Axi � kyk kAxk � kyk kAk kxk (A borné)
donc, hy;Axi � C kxk ; d�où y 2 D (A�)
3) 4: D (A�) = F 0 ) D (A�) = F 0

comme A�est fermé, donc G (A�) fermé d�où A�continu
4) 2: 8y 2 D (A�) ;8x 2 D (A) ; hy;Axi = hA�y; xi
Comme: 8x 2 E : kxk = sup

f2E0
kfk�1

hf; xi ; (corollaire3 P1)

et Ax 2 F
alors kAxk = sup

y2E0
kyk�1

jhy;Axij = sup
y2E0
kyk6=0

jhy;Axij
kyk = sup

y2E0
kyk6=0

jhA�y;xij
kyk � kA�kkykkxk

kyk

d�où, A est borné et kAk � kA�k ::: (1)
- Inversement, A�y 2 E0 et kA�yk = sup

x2E
kxk�1

jhA�y; xij = sup
x2E
kxk�1

jhy;Axij = sup
x2E
kxk�1

jhy;Axij
kxk � kyk kAk

d�où kA�k � kAk ::: (2)
de (1) et (2) on a l�égalité.

2 Exo 2

a) Supposons que A�1existe et que A�1 2 L (F;E) : Donc,
�
A�1

�� 2 L (E0; F 0) :
Mais si D (A) = E; alors A� existe et A� : D (A�) � F 0 ! E0

On a: 8f 2 E0;8x 2 D (A) :
hf; xi =



f;A�1Ax

�
=
D�
A�1

��
f;Ax

E
=
D
A�
�
A�1

��
f; x

E
donc, =d = A�

�
A�1

��
......(1)

De plus, 8g 2 D (A�) ;8v 2 F :
hg; vi =



g;AA�1v

�
=


A�g;A�1v

�
=
D�
A�1

��
A�g; v

E
d�où:

�
A�1

��
A� = =d.......(2)

b) de (1) et (2) on déduit que
�
A�1

��
= (A�)

�1 et que A� est inversible
comme

�
A�1

�� 2 L (E0; F 0) ;on déduit que (A�)�1 2 L (E0; F 0) :
c) Supposons que (A�)�1 existe (donc; N (A�) = f0g) et que (A�)�1 2 L (E0; F 0)
(donc A� 2 L (F 0; E0))
8f 2 E0; 8u 2 D (A) :

D
(A�)

�1
f;Au

E
=
D
A� (A�)

�1
f; u

E
= hf; ui

D�aprés le th de Hann-Banach:(corollaire)
8u 2 D (A) ; 9f 2 E0 : hf; ui = kuk et kfk = 1 , u 6= 0(corollaire P12)
kuk = hf; ui =

D
(A�)

�1
f;Au

E
�



(A�)�1 f


 kAuk � 


(A�)�1


 kAuk(


(A�)�1


constante)

d�où A�1 est borné (continu), donc A�1 2 L (F;E)
Par conséquent A�1 est fermé.
Comme A�1 est continu donc D

�
A�1

�
est fermé,

Or D
�
A�1

�
= R (A) = N (A�)

? (car (A�)�1 existe)
= f0g? = F

1



donc D
�
A�1

�
= R (A) = F

Par conséquent A�1 2 L (F;E) :

2.1 Exo 3

C ([0; 1]) espace des fonctions continues de [(0; 1)]! R

kfk1 = sup
x2k0;1k

jf (x)j

B = ff 2 C ([0; 1]) : f (x) > 0; 8x 2 [0; 1]g
1) B convexe?
On a:8� 2 [0; 1];8f; g 2 B : (�f + (1� �) g)x > 0;8x 2 [0; 1]:Donc B est convexe.
B ouvert?
8f 2 B;9r > 0 : B (f; r) � B?
Soit f 2 B: Comme f est continue sur [0; 1] et [0; 1] compact dans R; alors
il existe � > 0 : f (x) � � > 0; 8x 2 [0; 1]:
donc, f (x) � � > �

2 > 0; 8x 2 [0; 1]:
On prend r = �

2 ; et on montre que B(f;
�
2 ) � B :

Soit g 2 B(f; �2 ); donc, kf � gk1 < �
2 (�kf � gk1 > � �

2 )
Comme kf � gk1 = sup

x2k0;1k
j(f � g)(x)j

donc, f (x)� g (x) � kf � gk1
�g (x) � �f (x) + kf � gk1
=) g (x) � f (x)� kf � gk1
=) g (x) � � � �

2 =
�
2 > 0:

donc g appartient à B: Par conséquent B est ouvert.
2) C = fg 2 C ([0; 1]) : g

�
1
n

�
= � 1

n ; 8n 2 N
�g

exemple: g (x) = �x:
an C est convexe car: 8h; g 2 C; 0 � � � 1;
Si: h

�
1
n

�
= � 1

n et g
�
1
n

�
= � 1

n ;

Alors: (�h+ (1� �) g)
�
1
n

�
= ��

n � (1� �)
1
n = �

1
n

d�où C est convexe.
bn C 6= ? car g (x) = �x appartient à C:
cn C \B = ?; en e¤et, supposons qu�il existe un élèment h 2 C \B
donc 8x 2 [0; 1] : h (x) � 0 et h

�
1
x

�
= � 1

x : contradiction. donc C \B = ?:
dnB 6= 0 car f = 1 appartient à B (8x 2 [0; 1] : f (x) = 1 > 0)
en C 2 C ([0; 1]) , B 2 C ([0; 1]) (deux variétés linéaires)
Comme B et C sont deux convexes, non vides et disjoints
B ouvert donc le th de Hann-Banach (1 ere forme géométrique) il existe un hyperplan(forme linéaire) ' = a

telle ' (f) � a � ' (g) ( qui sépare B et C au sens large pour toute f 2 B et toute g 2 C) :
3) ' (f) � 0 , 8f 2 B?
Par l�absurde: supposons que : 9f 2 B telle que ' (f) < 0
Alors 8� > 0;8x 2 [0; 1] : �f (x) > 0; (car f 2 B):
=) �f 2 B
=) ' (�f) = �' (f) � a
=) lim

�!+1
�' (f) = �1(� a) contradiction

donc ' (f) � 0; 8f 2 B:

2.2 Exo 5

E un espace vectoriel normé, M un sous espace vectoriel de E, x0 =2 M se trouve à une distance d de M tel que
d = inf

x2M
kx� x0k > 0.

existe-t- une forme lineaire f de�nie sur E tout entier telle que: hf; xi = 0; 8x 2M ?
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Il nous faut une application linéaire g nulle sur M telle que le prolongement f est nul aussi sur M et qui prend la
valeur 1 au point x0 (x0 =2M). On doit donc trouver le s-e-v F � E; où f est dé�nie.(i; e :M � F )

On prend: F =M + Rx0

y 2 F , y = x+ tx0; t 2 R; x 2M

On dé�nit g comme suit: < g; y >= t; Il est clair que g est linéaire et g : F ! R
y!<g;y>=t

Calculons la norme de g :

j< g; y >j = jtj = jtj kyk
kyk =

jtj kyk
kx+ tx0k

=
jtj kyk

jtj


x
t + x0



 = kyk

x0 � ��x
t

�


x 2M ) �x

t 2M ) d = inf
x2M

kx� x0k �


�x

t � x0


 = 

x0 � ��x

t

�




x0 � ��x

t

�

 � d;) j< g; y >j � kyk
d

Or j< g; y >j � kgk kyk ; donc, kyk 6= 0 : j<g;y>j
kyk � 1

d ; Par conséquent, Sup
kyk6=0

j<g;y>j
kyk � 1

d ; donc g est

continue, et kgkF 0 � 1
d .............(1),

Donc d�aprés le corollaire 2: �E un K-e-v normé. G un s-e-v de E. g : G! R

g app. lin. cont
kgk = sup

x2G
kxk�1

g(x)

9>=>; alors il existe f 2 E0 qui prolonge g telle que kfkE0 = kgkG0

Donc il existe f 2 E0 qui prolonge g telle que kfkE0 = kgkF 0

i,e; f(x) = g(x);8x 2 F: f s�annule sur M?

si y 2M (y = x+ tx0; t 2 R; x 2M) alors, t = 0;donc y = x

Comme f 0x) = g(x);8x 2 F; et M � F; donc, f 0x) = g(x);8x 2M

et comme y = x;donc, f(x) = g(y) =< g; y >= t = 0

donc f(x) = 0; 8x 2M et donc il existe f 2 E0; < f; x >= 0 8x 2M:

2- Si y = x0 donc t = 1

et donc g(y) = g(x0) = t = 1

d�où f(x0) = g(x0) = 1

donc: < f; x0 >= 1

2- kfk = 1
d?

De 1�, on a: kfkE0 = kgkF 0 � 1
d

kfkE0 � 1
d?

9(xn)n 2M; telle que: lim
n!1

kxn � x0k = 1
d
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