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Solution  d’exercice N°01: 

Calcule élémentaires : 

Elément 1 :( nœuds 1-2) 

Matrice de rigidité : 

 𝑲𝟏 =  
𝑬. 𝑰𝒛

𝒍𝟑
 

𝟏𝟐 𝟔𝒍 −𝟏𝟐 −𝟔𝒍
𝟔𝒍 𝟒𝒍𝟐 −𝟔𝒍 𝟐𝒍𝟐

−𝟏𝟐
𝟔𝒍

−𝟔𝒍
𝟐𝒍𝟐

𝟏𝟐 −𝟔𝒍
−𝟔𝒍 𝟒𝒍𝟐

  

 

Vecteur des forces : 

 

Avec 
[Ni] : est le vecteur des fonctions de forme 
Q(x) : le chargement de la poutre 
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Elément 2 :( nœuds 2-3) 

Matrice de rigidité : 

 𝑲𝟐 =  
𝑬. 𝑰𝒛

𝒍𝟑
 

𝟏𝟐 𝟔𝒍 −𝟏𝟐 −𝟔𝒍
𝟔𝒍 𝟒𝒍𝟐 −𝟔𝒍 𝟐𝒍𝟐

−𝟏𝟐
𝟔𝒍

−𝟔𝒍
𝟐𝒍𝟐

𝟏𝟐 −𝟔𝒍
−𝟔𝒍 𝟒𝒍𝟐

  

 

Vecteur des forces : 
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Assemblage : 

Le système matriciel devient 
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Application des conditions aux limites : 𝐯𝟏 = 𝛉𝟏 = 𝐯𝟐 = 𝟎, le système matriciel devienne : 





































































































































































12

2

0

462

6126

268

12

2

0
0

0

0

462000

6126000

268000

000100

000010

000001

2

0

0

3

3

2

22

22

2

0

0

3

3

2

2

1

1

22

22

l
q

l
q

v

lll

ll

lll

l
q

l
q

v

v

v

lll

ll

lll










 



d’ou :

 
𝜽𝟐 = −

𝟓

𝟒𝟖

𝒒𝟎𝒍
𝟑

𝑬𝑰𝒛
           ,             𝒗𝟑 = −

𝟏𝟏

𝟒𝟖

𝒒𝟎𝒍
𝟒

𝑬𝑰𝒛
              ,                 𝜽𝟑 = −

𝟏𝟑

𝟒𝟖

𝒒𝟎𝒍
𝟑

𝑬𝑰𝒛
 

Les actions de liaison sont les solutions de : 

















































































































































12

2

0

12

2

0

0

0

462600

61261200

268026

612024612

002646

00612612

2

0

0

0

2

0

0

3

3

2

2

1

1

3

3

2

22

222

22

l
q

l
q

lq

l
q

l
q

M

R

M

R

M

R

v

llll

ll

lllll

ll

llll

ll

z

y

z

y

z

y





 

d’ou :

 
𝑹𝟏𝒚 = −

𝟏

𝟖
𝒒𝟎𝒍           ,             𝑴𝟏𝒛 = −

𝟏

𝟖
𝒒𝟎𝒍

𝟐              ,                 𝑹𝟐𝒚 =
𝟏𝟕

𝟖
𝒒𝟎𝒍 

L’équilibre de la poutre est vérifie : 

𝑭𝟏𝒚 + 𝑭𝟐𝒚 + 𝑭𝟑𝒚 − 𝟐𝒒𝟎𝒍 = −
𝟏

𝟖
𝒒𝟎𝒍 +

𝟏𝟕

𝟖
𝒒𝟎𝒍 + 𝟎 − 𝟐𝒒𝟎𝒍 = 𝟎 

𝑴𝟏𝒛 + 𝑴𝟐𝒛 + 𝑴𝟑𝒛 + 𝒍. 𝑭𝟐𝒚 + 𝟐𝒍. 𝑭𝟑𝒚 − 𝟐𝒒𝟎𝒍
𝟐 = −

𝟏

𝟖
𝒒𝟎𝒍

𝟐 + 𝟎 + 𝟎 +
𝟏𝟕

𝟖
𝒒𝟎𝒍

𝟐 + 𝟎 − 𝟐𝒒𝟎𝒍
𝟐 = 𝟎 

Solution d’exercice n°02 

Calcule élémentaires : 

Elément 1 :( nœuds 1-2) 

Matrice de rigidité : 

 𝑲𝟏 =  
𝐺. 𝐽
2𝑙

 1 −1
−1 1

  

Vecteur des forces : 
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Elément 2 :( nœuds 2-3) 

Matrice de rigidité : 

 𝑲𝟐 =  
𝐺. 𝐽
𝑙

 1 −1
−1 1

  

Vecteur des forces : 
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Assemblage : 

Le système matriciel devient 
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Application des conditions aux limites : 𝛉𝟏 = 𝛉𝟑 = 𝟎, le système matriciel devienne : 
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 d’ou :

 
𝜽𝟐 =

𝟒

𝟑

𝒎𝒍𝟐

𝑮𝑱
         

Les actions de liaison sont les solutions de : 
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d’ou :

 
𝑴𝟏𝒙 = −

𝟓

𝟑
𝒎𝒍              ,                 𝑴𝟑𝒙 = −

𝟒

𝟑
𝒎𝒍 

L’équilibre de la poutre est vérifie : 

𝑴𝟏𝒙 + 𝑴𝟐𝒙 + 𝑴𝟑𝒙 + 𝟐𝒎𝒍 = −
𝟓

𝟑
𝒎𝒍 + 𝒎𝒍 −

𝟒

𝟑
𝒎𝒍 + 𝟐𝒎𝒍 = 𝟎 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Solution d’exercice 03 : 

  

𝒖𝟏 𝒗𝟏 𝜽𝟏 𝒖𝟐 𝒗𝟐 𝜽𝟐  

)
12

(
3

22

L

EI
s

L

EA
c 

 

)
12

(
3L

EI

L

EA
sc 

 

2

6

L

EI
s

 

)
12

(
3

22

L

EI
s

L

EA
c 

 

)
12

(
3L

EI

L

EA
sc 

 

2

6

L

EI
s

 

𝒖𝟏 

)
12

(
3L

EI

L

EA
sc 

 

)
12

(
3

22

L

EI
c

L

EA
s 

 

2

6

L

EI
c

 

)
12

(
3L

EI

L

EA
sc 

 

)
12

(
3

22

L

EI
c

L

EA
s 

 

2

6

L

EI
c

 

𝒗𝟏 

2

6

L

EI
s

 

2

6

L

EI
c

 

L

EI4

 

2

6

L

EI
s

 

2

6

L

EI
c

 

L

EI2

 

𝜽𝟏 

)
12

(
3

22

L

EI
s

L

EA
c 

 

)
12

(
3L

EI

L

EA
sc 

 

2

6

L

EI
s

 

)
12

(
3

22

L

EI
s

L

EA
c 

 

)
12

(
3L

EI

L

EA
sc 

 

2

6

L

EI
s

 

𝒖𝟐 

)
12

(
3L

EI

L

EA
sc 

 

)
12

(
3

22

L

EI
c

L

EA
s 

 

2

6

L

EI
c

 

)
12

(
3L

EI

L

EA
sc 

 

)
12

(
3

22

L

EI
c

L

EA
s 

 

2

6

L

EI
c

 

𝒗𝟐 

2

6

L

EI
s

 

2

6

L

EI
c

 

L

EI2

 

2

6

L

EI
s

 

2

6

L

EI
c

 

L

EI4

 

𝜽𝟐 

 

Les caractéristiques élémentaires sont : 

Élément 1 :         L    ,    E     ,     A    ,     I   ,      𝜽 = 𝟎     ,        c = 1     ,     s = 0        

D’ou les matrices de rigidité élémentaires dans le repère globale : 
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Élément 2 :         L    ,    E     ,     A    ,     I   ,      𝜽 = − 𝟗𝟎     ,        c = 0     ,     s = - 1        

D’ou les matrices de rigidité élémentaires dans le repère globale : 
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 Assemblage des matrices de rigidité élémentaires, donne 

 
L

EA

 

0

 

0

 

L

EA


 

0

 

0

 

0

 

0

 

0

  0

 

3

12

L

EI

 

2

6

L

EI

 

0

 

3

12

L

EI

 

2

6

L

EI

 

0  0  0  

 

0

 

2

6

L

EI

 

L

EI4

 

0

 

2

6

L

EI


 

L

EI2

 

0  0  0  

L

EA


 

0

 

0

 

3

12

L

EI

L

EA


 

0

 

2

6

L

EI

 

3

12

L

EI


 

0

 

2

6

L

EI

 
 𝑲𝑮 = 0

 

3

12

L

EI

 

2

6

L

EI


 

0

 

3

12

L

EI

L

EA


 

2

6

L

EI


 

0

 

L

EA


 

0

 
 0

 

2

6

L

EI

 

L

EI2

 

2

6

L

EI

 

2

6

L

EI


 

L

EI8

 

2

6

L

EI


 

0

 

L

EI2

  0

 

0

 

0

 

3

12

L

EI


 

0

 

2

6

L

EI


 

3

12

L

EI

 

0

 

2

6

L

EI


  0  0  0  0

 

L

EA


 

0

 

0

 

L

EA

 

0

  0  0  0  
2

6

L

EI

 

0

 

L

EI2

 

2

6

L

EI


 

0

 

L

EI4

 
 

Application des conditions aux limites : 𝐯𝟏 = 𝐮𝟑 = 𝐯𝟑 = 𝛉𝟑 = 𝟎  

 

 



Le système matriciel devient : 

 

 

L

EA

 

0

 

0

 

L

EA


 

0

 

0

 

0

 

0

 

0

 

 𝐮𝟏  0  

 
0

 

1

 

0

 

0

 

0

 

0

 

0  0  0  
 𝐯𝟏  0  

 
0

 

0

 

L

EI4

 

0

 

2

6

L

EI


 

L

EI2

 

0  0  0  
 𝛉𝟏  P 

 

L

EA


 

0

 

0

 

3

12

L

EI

L

EA


 

0

 

2

6

L

EI

 

0

 

0

 

0
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𝐸𝐴

𝐿
𝑢1 −

𝐸𝐴

𝐿
𝑢2 = 0 

4𝐸𝐼

𝐿
𝜃1 −

6𝐸𝐼

𝐿2
𝑣2 +

2𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 = 𝑃 

−
𝐸𝐴

𝐿
𝑢1 + (
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𝐿
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𝐿2
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−
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𝐿
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𝐿2
)𝑣2 −

6𝐸𝐼

𝐿2
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𝐿
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6𝐸𝐼

𝐿2
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𝐿2
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8𝐸𝐼

𝐿
𝜃2 = 0 

La résolution du système réduit donne les déplacements inconnus 

 
Le système réduit des inconnues statiques donne les réactions forces et moments, on trouve 



 

 

 


