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Serie 1: L’espace L(X,Y)
Partie I

Exercicel
Soit (wj);.il une suite de nombres complexes. On définit sur /5, un opérateur D, par:

Dw : 62 — €2
x = (11,%9,...) — Dyr = (w11, waTs, ...)

o0

1- Prouver que D,, est borné si et seulement si (%’Ij)]:l est bornée et dans ce cas

Dl = sup [w;| -
J

2- Supposons que, sup |w;| < co. et que D! est inversible.
J
a- Donner une expression de D !. Calculer |[D_'e;||, ou e; est un vecteur de la base hilber-

tienne de /5.
b- Prouver que D, est inversible si et seulement si inf |w;| > 0.
J

Exercice2* Soient V' et W deux espaces de Hilbert, soit 7' € L(V,W). et soit T* €
L(W,V) T'adjoint de T.

Montrer que I'image de la suite qui converge faiblement dans V' est une suite faiblement
convergente dans W.

Exercice3 Soit (a,),en une suite de scalaires ayant la propriété:

V(z,) € Co: (ann)nen € Co

ou Cy = {(mn)n € k; limz,, = 0} , muni de la norme ||z|| = sup|z,|. On définit 7,, tel que:
n n

Tn : C() — C[)

(xn) +— T, (x,) = (a121, a2, a3xs, .., ay Ty, 0,0, ..)
et T tel que:

T : C(] —>C[)

(xn) +— T (z,) = (@171, aoTa, a3T3, .., ApTy, ...)

1- Montrer que 'application T}, est linéaire et continue.



2- Calculer ||T,,]|, puis || Thzn, — Txy||
3- Montrer que T,,x,, — Tz, et déduire que la suite {[|T},||},cy est bornée.
4- Sachant que,

loo = {(xn)n ck: sup |z,| < oo},

n

- Montrer que (a,,)nen € loo-

Exercice4 On considére les opérateurs linéaires bornés :

A, Uy 0y,
Tr1 To I3
= A, =(—,—=,—..
z (z1, 29, 73, ...) — (z) (n on’ 3n )
et,
Bn : 62_>£2
x = (r1,%2,23,...) — By () = (0,0, ..., Tpi1, Tnga, --)
Vn € N.

1- Calculer ||A,z|,et prouver que ||A4,| — 0.
2- On pose S = 3 |z4|*. Calculer lim S — || B, (z)]| , et déduire lim B, (z), Yz € {5 .
k=1 n—oo n—oo

3- Calculer la norme de B,, et vérifier que (B,), .y ne converge pas vers 0 pour la norme
d’opérateurs.

Exercice5* Soit G un espace de Banach, B’ C G’. Suposons que:

Vo e G, (B,x}zfeLJB/<f,x)

est borné dans R. On pose {13}, la suite d’opérateurs tels que:

T,:BcG — R, bebB

— (b,x)

1- Montrer que ||T}|| est bornée.
2- Déduire que B’ est borné.

N.B. Les exercices* sont laissés a I’étudiant.



