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Partie I

Exercice1
Soit (!j)

1
j=1 une suite de nombres complexes. On dé�nit sur `2, un opérateur D! par:

D! : `2 �! `2

x = (x1; x2; :::) 7�! D!x = (!1x1; !2x2; :::)

1- Prouver que D! est borné si et seulement si (!jxj)
1
j=1 est bornée et dans ce cas

kD!k = sup
j
j!jj :

2- Supposons que, sup
j
j!jj <1. et que D�1

! est inversible.

a- Donner une expression de D�1
! : Calculer kD�1

! ejk ; où ej est un vecteur de la base hilber-
tienne de `2:
b- Prouver que D! est inversible si et seulement si inf

j
j!jj > 0.

Exercice2* Soient V et W deux espaces de Hilbert, soit T 2 L(V;W ): et soit T � 2
L(W;V ) l�adjoint de T:
Montrer que l�image de la suite qui converge faiblement dans V est une suite faiblement
convergente dans W:

Exercice3 Soit (an)n2N une suite de scalaires ayant la propriété:

8(xn) 2 C0 : (anxn)n2N 2 C0

où C0 =
n
(xn)n 2 |; limn xn = 0

o
; muni de la norme kxk = sup

n
jxnj : On dé�nit Tn tel que:

Tn : C0 ! C0

(xn) 7�! Tn (xn) = (a1x1; a2x2; a3x3; ::; anxn; 0; 0; ::)

et T tel que:

T : C0 ! C0

(xn) 7�! T (xn) = (a1x1; a2x2; a3x3; ::; anxn; :::)

1- Montrer que l�application Tn est linéaire et continue.
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2- Calculer kTnk ; puis kTnxn � Txnk
3- Montrer que Tnxn ! Txn; et déduire que la suite fkTnkgn2N est bornée.
4- Sachant que,

`1 =

�
(xn)n 2 | : sup

n
jxnj <1

�
;

- Montrer que (an)n2N 2 `1:

Exercice4 On considère les opérateurs linéaires bornés :

An : `2!`2;

x = (x1; x2; x3; :::) �! An (x) = (
x1
n
;
x2
2n
;
x3
3n
:::)

et,

Bn : `2!`2

x = (x1; x2; x3; :::) �! Bn (x) = (0; 0; :::; xn+1; xn+2; :::)

8n 2 N:
1- Calculer kAnxk ; et prouver que kAnk ! 0:

2- On pose S =
1P
k=1

jxkj2 : Calculer lim
n!1

S � kBn(x)k ; :et déduire lim
n!1

Bn(x); 8x 2 `2 .

3- Calculer la norme de Bn; et véri�er que (Bn)n2N ne converge pas vers 0 pour la norme
d�opérateurs.

Exercice5* Soit G un espace de Banach, B0 � G0. Suposons que:

8x 2 G; hB0; xi = [
f2B0

hf; xi

est borné dans R: On pose fTbgb2B0 la suite d�opérateurs tels que:

Tb : B
0 � G0 !

x 7�!hb;xi
R; b 2 B0

1- Montrer que kTbk est bornée.
2- Déduire que B0 est borné.

N.B. Les exercices* sont laissés à l�étudiant.
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