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2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1: Application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f : E — F est dite application

linéaire si elle vérifie :

(i) Yo,y € B, f(z +y) = f(z) + f(y)
(ii) Vz € E,VA €K, f(Az) = Af(z).

Exemples :

1. L’application
f1 : RQ — R4
(xay) — (-T_Q?J,Q%yay_x)

est une application linéaire de R? dans R*.
2. L’application

fQI Rg[X] — RQ[X]
P +— P

est une application linéaire de R3[X] dans Ry[X].

3. L’application
f3 : RN — R?
(un>n — (u07 ul)

est une application linéaire de RY dans R2.

4. L’application

&H
=
=
=B
oL
>

est une application linéaire de C([a, b],R) dans R.

5. L’application
fs: R — R?
(z,y) — (zy,z+7y)
est non linéaire.
Théoréme 2.1: Application linéaire

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels et f : E — F' une application. Pour que f soit
une application linéaire il faut et il suffit qu’on ait :

Ve,ye B, VAeK, fQz+y)=A(z)+ f(y).

Remarques :

1. Si une application linéaire u est injective, on dit que u est un monomorphisme.
2. Si une application linéaire u est surjective, on dit que u est un épimorphisme.
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3. Si une application linéaire u est bijective, on dit que w est isomorphisme d’espaces
vectoriels et que E et F' sont isomorphes.
4. Si un endomorphisme bijective est appelé un automorphisme.

Notations :

. Lx(E, F) désigne I'ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F.
. Lx(F) désigne I'ensemble de toutes les endomorphismes de E.

. Isom(E, F) est 'ensemble des isomorphisme de E dans F'.

. Aut(FE) est 'ensemble des automorphismes de E.

Théoréme 2.2

Soit f une application linéaire. On a :

(i) f(0g) =0p;

(ii) Si A est un sous espace vectoriel de E, alors f|a est une application linéaire sur

A.
(iii) f(—x)

n

(iv) f (Z Ail'i) = Z)\zf(%)

=W N =

f(z), pour tout x € E.

Théoréme 2.3: Caractérisation de l’injectivité/ surjectivité d’une application

linéaire par 'image d’une base

Soit f une application linéaire de E dans F. On suppose que E posséde une base (¢;);c;.
(i) f est surjective si et seulement si F' = Vect {(f(e;))icr}-
(ii) f est injective si et seulement si (f(e;));es est libre.
(iii) f est bijective si et seulement si (f(e;))ic; est une base de F.

Exemples :

1. Considérons I’application :

g: R? — R3

Soit {(1,0), (0,1)} une base de R%.Comme
g((170)) = (1717?))7 g((O,l)) = (27—17—1>

et {(1,1,3),(2,—1,—1)} est libre, alors g est injective.
2. Soit I'’endomorphisme h défini par

h: R3[X] — R3[X]
P +— P+(14+X)P.

On sait que {1, X, X? X?} est une base de R3[X]. On a

A1) =1, hX)=1+X, h(X?) =2X+3X? et h(X?) =3X2+4X°3
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Puisque {1,1+ X,2X + 3X? 3X? +4X3} est libre et Card{1,1+ X,2X +3X? 3X? +
4X3} = 4dim R3[X], alors {1,1+ X,2X +3X? 3X? +4X?} est une base de R3[X]. Par
conséquent h est bijective.

Théoréme 2.4: Application linéaire entre espaces vectoriels de méme dimen-

sions finies

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies égales et f une application
linéaire de E dans F'. Alors,

f est bijective <= f est injective <= f est surjective.

2.2 Image et noyau d’une application linéaire

2.2.1 Image d’une application linéaire

Définition 2.2: S

it f une application linéaire de E dans F'. L’ensemble

Im(f) := {f(@)|z € E} = [(E)

est appelé I'image de I'application linéaire f.

Exemples .

1. Considérons I'application linéaire :

f: R3 — R?
(ZL’,y,Z) — (ZE+2y—2,y—Z)

Im(f) = {f((z,y,2)) | (z,y,2) € R}

= {(z+2y—2y—2)|(2,y,2) € R}

= {z(1,0) +y(2,1) + 2(-1,-1) | x,y,2 € R}
V(—Z‘Ct{(l,()),(271),(—1,—1)}.

2. Soit g 'endomorphisme défini par :

qg: Rg[X] — Rg[X]
P — XP".

On a
Im(g) = {g(P)| P € Rs[X]}
= {XP”|PZI CL0+CL1X+CL2X2+G3X3ER3[X]}
= {2a2X + 6a3X? | az, a3 € R}
= Vect{2X,6X?}.
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Le fait qu'une application linéaire respecte les combinaisons linéaires entraine qu’elle respecte
aussi les sous-espaces vectoriels, au sens suivant.

Théoréme 2.5: Image d’un sous espace vectoriel par une application linéaire

Soit f une application linéaire de F dans F'.

(i) Si A est un sous espace vectoriel de E alors, f(A) est un sous espace vectoriel de
F. En particulier, Im(f) = f(E) est un sous espace vectoriel de F ;
(ii) f est surjective si et seulement si Im(f) = F..

Exemple :

Pour n > 2, soit f I’application linéaire :

[ K,X] — K, o[X]
P — P,

Puisque

Im(f) = {P"|PeK,[X]},
= {2ay +6a3X + -+ +n(n—1)a, X" 2| ay,as, - ,a, € K}
= an2[X]7

alors f est surjective.

Théoréme 2.6: Image d’un Vect par une application linéaire

Soit f une application linéaire de E dans F'. Pour tout partie X de E :
f (Vect(X)) = Vect (f(X)).
En particulier, si E posséde une base (€;)icr :

Imf = Vect {(6i)i61} .

Exemples :

1. Considérons l'application linéaire :

f: R3 — R?
<I7y7z> — <I+2y—Z,Z—3y)

Comme la famille {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} est une base de R? alors,
Im(f) = Vect {f(17 07 0)7 f(07 17 0)7 f(07 07 1)} = Vect {(17 O)a (27 _3)7 (_17 1)} :
2. Soit g I'application linéaire définie par :

g: R — Ro[X]
(a,b) — a+bX + (a—b) X2

Comme la famille {(1,0),(0,1)} est une base de R? alors,

Im(g) = Vect {g(1,0),9(0,1)} = Vect {1+ X* X — X} .
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2.2.2 Noyau d’une application linéaire

Définition 2.3: Noyau d’une application linéaire

Soit f une application de E dans F'. L’ensemble :
Ker(f) :== f~'({0r}) = {z € E|f(2) = 0}

est appelé le noyau de 'application linéaire f.

. J

Théoréme 2.7

Soit f une application linéaire de E dans F'.
(i) Si B est un sous espace vectoriel de F alors, f~'(B) est un sous espace vectoriel
de E. En particulier, Ker(f) est un sous espace vectoriel de E ;
(ii) f est injective sur E si et seulement si Ker(f) := {0g}.

.

Remarque :

f7Y(B) elle a un sens méme si 'application f n’est pas bijective et donc méme si applica-

tion réciproque f~! n’existe pas.
Exemples :

1. L’ensemble B := {(x,y,2,t) € R*2z +y — 3t = 0} est un sous espace vectoriel de R*
puisque B = Ker(f) ou f est 'application linéaire définie par :

f: R* — R
(r,y,2,t) — 2x+y— 3t.

2. Soit h € Lx(KY) tel que

On a
Ker(h) = {(ups1 —un) = (0) | (un) € K}

= {(un) [V € N upyy = up, }
= {C|CeK],

donc h n’est injective.

2.3 Théoréme du rang

Définition 2.4: Rang d’une application linéaire

Soit f une application de E dans F. On dit que f est de rang fini si Im(f) est de

dimension finie, et de rang infini sinon. Si f de rang fini, on appelle rang de f, noté
rg(f), la dimension de Im(f).
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Théoréme 2.8: Inégalités sur le rang

Soit f une application linéaire de F dans F'.
(i) Si F est de dimension finie alors, f est de rang fini et rg(f) < dim F. De plus, f
est surjective si et seulement si rg(f) = dim F.
(ii) Si E est de dimension finie alors, f est de rang fini et rg(f) < dim E. De plus, f
est injective si et seulement si rg(f) = dim E.

. J
Théoréme 2.9: Théoréme du Rang

Soit f une application linéaire de F dans F'. Si E est de dimension finie alors,

dim E = dim Ker(f) + rg(f). (2.1)

2.4 Opérations sur les applications linéaires

Théoréme 2.10: Opérations sur les applications linéaires

(i) Une combinaison linéaire d’applications linéaires est linéaire :
V(A ) € K2 Y(f,9) € L(E,F)?: Af + pg € L(E, F). (2.2)
(ii) La composée d’applications linéaires est linéaire :

VfeL(E F),Yge L(F,G):gofe€L(EQG). (2.3)

Corollaire 2.1: L(F, F') comme espace vectoriel

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. L(E, F') est un K-espace vectoriel. Le vecteur

, .. EFE — F
nul de L(E, F) est 'application nulle { r s 0p

. J

Remarque :
L(E, F) est un sous-espace vectoriel de F(FE, F).

Corollaire 2.2: £L(F) comme anneau

(L(E),+,0) est un anneau (non commutatif et non intégre en général). De plus 1,(p) =
ldg.

Exemples :

1. Les applications

et
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sont deux endomorphismes de C*°(R) qui ne commutent pas.

2. Considérons
—
(z,y) +— (2,0)
et
g: R? — R?
(z,y) — (0,y).
Ona f,g € L(R*) et go f = fog=0gre et pourtant f # 0wz et g # Og(ra).

Théoréme 2.11: Propriétés des isomorphismes

(i) Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f~! est un isomorphisme de F sur E.

(ii) Si f est un isomorphisme de E sur F' et g un isomorphisme de F' sur G, alors
g o f est un isomorphisme de E sur G.

Exemple :

L’application
CcC — R?
z +—— (Re(z),Im(z))

est un isomorphisme du R-espace vectoriel C sur R? d’isomorphisme réciproque
R? — C
(a,b) — a+ib.

Corollaire 2.3: Groupe linéaire

Soit 2 un K-espace vectoriel. L’ensemble des automorphismes de E muni de la loi o est

un groupe. On I'appelle le groupe linéaire de E et on le note GL(F). Plus précisément,
c’est le groupe des éléments inversibles de L(E).
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