Chapitre VI
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Dans ce chapitre, on étudie I'équation de la chaleur
ou
— — kAu =0, 13
ot ’ (1)

ou u est une fonction définie sur R" x RY. Cette équation modélise certaines
phénoménes d’évolution comme la diffusion de chaleur, la répartition de substances

chimiques, ...

Remarque 91 Un changement de vartable, t* = kt, transforme celte équation en

? — Au=0. (14)
it

1l suffit donc d’étudier le cas k = 1.

6.1 Modélisation

6.1.1 Equation de réaction-diffusion

On va modéliser le comportement de diffusion d’une population (cellules, insectes)
ou de particules (substances chimiques). On suppose 'existence d’une source de par-
ticules (naissance, resp. déces, d’'inscctes).

Soit (z,1) € 2 x R", avec  ouvert borné de R™ et 02 régulier. On note :

o u(x,1) la fonction de densité des particules (la concentration),

e g(z,t,...) le taux de création net de particules (naissances moins décés) et

of(z,t,...) la densité du flux de particules, c’est-&-dire F'(x,t).n est le flux de
particules (par unité de temps) & travers un élément de surface plane, perpendiculaire

anen et daire 1.
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On suppose pour la suite que u et I’ sont réguliéres et on considére O C () de
bord régulier.
La variation de masse dans O est due a la création/destruction de particules dans

O et au flux de particules a travers 9f2

7, 5
a/{)u(w,t)d:r = /Oq(.r,t)d:c— fUOF(x,, EYnl )diSe,

d’ou, pour tout O C .

> :
/ —u(x, t)de = / — div(F(x, 1)) + g, t)dx,
Jo ot Jo

dont on tire la loi d’équilibre de la population
0] .

ﬁu = —div F + ¢ dans Q.

Suivant la loi de Fourier1 , la chaleur va des régions chaudes vers les régions froides
a une vitesse proportionnelle & la variation de température ' = —kVu ol k est la
constante de conductivité de chaleur. On suppose que I'on ne peut perdre de la chaleur
que par 02 et ¢ = 0. On a donc :

0

Fri div ' = — div(kVu) = kAu.

On a obtenu I’équation de la chaleur.

6.2 Calcul d’une solution

On consideére le probléme

Ou _ n *
5 — Au =0, sur R" x R,
u(z,0) = g(x), sur R™.
On va déterminer, de fagon formelle, une solution en utilisant la transformée de

Fourier de u par rapport aux variables d’espace « :
(€)= s [ ulo e =4
v(€,t) = ——— ul(x,t)e " dx.
(2m)"/2 Jpa
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On obtient I'équation différentielle ordinaire en v

e 1) — |€|*viE, t) = 0,
?"(5? O) - g(€)7

dont la solution est :

(€, 1) = g(e)e e,

ce qui donne :

o) = s [ e = [ K=t

ou :
1 2

exp(i(z — y).£ — [¢|*1)dE = Wﬁ_z:

Kz, t) = G} o

b L s . . . A .
ol 72 = E - 22 est le produit scalaire de = avec lui méme. La fonction K est
=

appelée le noyau da la chaleur.

Lemme 92 (a) K posséde les propriétés suivantes :
1. KeC®R"xR) etpourz €R" ett>0: (& - A) K (z,t) =0.

2. [pa K (x,t)dz =1 pour tout t > 0.

Preuve. La démonstrations de la premiére propriété est simple. Pour la démons-

tration de la deuxiéme propriété, il faut savoir que

/ e dx = /7.

Jr '
Alors :

1 (EZ
f K (z,t)de = 72/ e #dr
R (47Tt)n/ e

1
= — / e dx
ﬂ-n/Q s

1 2 2

= . | e e nd,. . dr
™2 Jr S "
1

= (ﬁl[Rexzda:)n =1.

o7




Théoréme 93 Soit g € LP (R™) (1 < p < o0) et s0il :

i (v t) = f K(x—y,t)g(y)dy.

n

Alors :
(1) Si g > 0 et g non identiquement nulle, alors u (t.x) > 0 pour tout
reR"1>0.
(17} u e C* (R™ x (0,00)) et

9
gu —Au=0, z€R" {>0.
ot

(iid) Sig € L™ (R™)et si g est continue en xg € R™ alors

lim u(x,t) = g(zo) .
(z,1) — (20, 0)

En particulier, si g et continue et bornée, alors u est continue sur R™ x [0,00] et

u(0,z) =g(x).

(iv) Pour tout t >0 on a ||u (.,t)HLp(]R,,) < Hg||LP(Rn)_

Preuve. La propriété (i) suit immédiatement de (1) du Lemme(a) et (i) suit de
(2)
du Lemme(a). Pour (z4¢) en utilisant Fubini. Soit ¢ € L> (R™) continue en z, € R™.
Soit € > 0. Alors, en utilisant (i) de Lemme précédent, on obtient :
|u (i, t) = g (w0))|

/An K (x—=y.1)(9(y) —g(x0) dy

f K(I—y-,t)dy‘Jr
R"™\B(zo0,)

7|g”L°G/ ey + sup |g(y) — g (o)
R7\ B(xq.e)

IA

HgHLOC

[B( K000~ g ) dy

(47rt)n/2 yeB(xo,€)

9l -

” Hiﬁf eVdy+ sup g (y) — g (w0l
(7[—) R"\B(fljo,s/\/@) yEB(IU,E)
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et donc :
limsup |u (z,t) —g(zo)| < sup g (y) — g (zo)l,
(z,t)—(x0,0) yEB(z0,¢)

pour tout € > 0. Comme ¢ est une continue en xy, on obtient :

limsup |u(x,t) — g (v0)| = 0.
(z,t)—(z0,0)

La propriété (iv) suit de I'inégalité de Young appliquée a k (., t) € L' (R") et g €
P (R"). m

6.3 Principe de maximum et unicité

On va traiter deux cas, celui d’'un domaine spatial borné et celui de ’équation de

la chaleur sur R™. Soit @ € R™ ouvert borné réglier.
Théoréme 94 Soient u € C? (Q) N C(Q) et A > 0 tels que :
A — Au < 0.

Alors :

maxu = 1maxu.
Q o

Preuve. Dans le cas de A = 0, on retrouve le principe du maximum du chapitre
précédent. On suppose que maxgg v = 0. Alors il suffit de montrer que u < 0. Pour

¢ > 0 on définit :

0,7 <0,
ge(m =1 Z0<n<e,
l n—15,n1=0

Done, g. € C'(R) et 0 < ¢’ < 1. En plus, lim._qg. () = n pour tout > 0. Une

intégration par partie donne :

0 > /\/ugE ('u)fAugE (u)
0

ou
= / uge (u) + / VuVge (u) — I %ga (u)

ou
= /LUE 1 /|Vu| angg (u).
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Comme maxpou = 0, on a ¢. (u) = 0 sur J€2, et donc le troisiéme terme & droit est
nulle. De plus, lim, . g/ (v) = 1{u>0} presque partout. Le théoréme de convergence
dominée implique :

r ‘ r .
0> A u? +j |Vl A w0}
{u>0} Q

Les deux termes & droit sont positifs (A > 0!), et donc cette inégalité implique

/\f u?=0ct / |Vul? Liusoy = 0.
{uz0} 0

Si A > 0, alors _f{u>0} u? = 0 ce qui implique u < 0 presque partout sur €, et par
continuité, v < 0. Si on aseulement A > 0, on déduit au moins que u est constante
sur 'ensemble 1{u > 0} . Par continuité, ¢a implique v = 0 sur 1{u > 0}, et donc

u<0sur . m

Théoréme 95 Pour 2 C R" ouvert on définit le spectre de ['opérateur de laplace

avec conditions au bord de Dirichlet

AeER:ee C2(Q)NCNe#0
A(Q) =

solution de \e — Au =0 et e|gy =0

Corollaire 96 Pour tout Q) € R™ ouvert, borné, régulier on a A C (0, 00) .
Preuve. Soit A > 0 et soit ¢ € C*(2) N C() une solution de :
de(x) — Au(x) =0, e|pg = 0.

Le principe du maximum implique e < 0, et comme —e est aussi une solutionde ce
probléme, on a aussi ¢ > 0. Donc, e = 0, c.a.d. Le probléme ci-dessus n’admet pas de

solutions non-triviales. Donc A ¢ A (), ou A () C (—00,0). =

60



REFERENCES

Nikolenko V. Equations de la physique mathématique. UM, Moscou, 1981.
Reinhard H. Equations aux dérivées partielles. Dunod, paris, 2001.

Baddari K, Abbassov A. Equations de la physique mathématique appliquées.

OPU, 2009.

Alexandre Popicr. Equations aux dérivées particlles.Licence SPI deuxiéme année,

Semestre 4, Année : 2018-2019.

Abdelkarim Kelleche. Equations de la physique mathématique, Université Djilali

Bounaama, October 10, 2020.

61



