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Série no 1 : Généralités sur les espaces vectoriels

Exercice 1. 1. On considere dans R?, la loi interne @ et la loi externe - de domaine d’opérateurs R, définies par :
Vx e R,,Vy e R, x®y =xy

VA e R,Vx € R%,A-x = xM.

Monter que (R*_, &, -) est un R-espace vectoriel.

2. R? muni de la loi interne définie par :
V(x1,22), (y1,y2) € R?, (x1,%2) + (y1,42) = (31 + y1, %2+ 12)
et d'une loi externe définie par :
VYA € R,V(x1,x0) € R? A - (x1,x2) = (A%x1, A%x2).

est-il un IRR-espace vectoriel.

Exercice 2. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont, ou ne sont pas, des sous-espaces vectoriels ?
1. Ey = {(x,y,z) € R%x+y+3z =0}

2. B, ={(x,y,z) € R%;x+y+3z =2}

3. E3 ={(x,y,z,t) € R x =y =2z = 4t}.

4. Es = {(x,y) € R%xy =0}

5. E5s = {(x,y) € R%y = x*}.

6. E¢ = {(x,y,z) € R%2x+3y —5z=0} N{(x,y,z) e R%x—y+z=0}
7. E7 ={(x,y,z) e R%2x+3y -5z =0} U{(x,y,2z) € R};x —y+2z = 0}.
8. Es = {P € R[X]; P(0) = P(2)}.

9. Eg = {P € R[X];deg(P) > 3}.

10. Eqo = {P € R[X]; P’ divise P}.

P~
)

. Enn = {f € F(R,R); f est bornée }.

. Ep ={f € F(R,R); f est minorée }.

. Eiz={f € C*(R,R); f’+2f_0}.

14. Eyy = {f € C([a,b], R); [* f(t)dt = O}.
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Exercice 3. 1. Le vecteur t = (1,0, —1,5) appartient-il au sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs :
u=(1,452),v=(1,23,2)etw = (1,1,0,—-1)?

2. Soit F le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs (1,—1,2) et (2,1,1)
- Montrer qu'il existe trois réels a, b, c tels que F = {(x,y,z) € R3|ax + by + cz = 0}



Exercice 4. On note E l'ensemble des suites réelles convergentes, F I'ensemble des suites réelles de limite nulle et G
U'ensemble des suites réelles constantes.

1. Montrer que E, F, G sont des sous-espaces vectoriels de RN,

2. Montrer que E = F © G.

Exercice 5. Les familles suivantes sont-elles libres ?

1. {(-1, 50) (0,—1,1),(1,2,3)} dans R>.
. {(2,-1,3),(1,0,-3),(3,-2,9) } dans R®.
. {(0,1, 0) (11,-2,-2),(4,-1,-1),(2,1,2)} dans R>.
{(3,1,0, —2), (0,—3,1,1),(7,2, —4,1)} dans R*.
{1,2 + X, 1 — X?} dans Ry [X].
{=X, 1+ X+ X?, X — X3} dans R3[X].
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Exercice 6. Soient F, G et H trois sous-espaces vectoriels d'un IK-espace vectoriel E tels que
F+G=F+H, FNG=FNH, e GCH.

Prouver que G = H.

Exercice 7. Dans R3, on considere les ensembles
F={(xy,2z) eR®|x—y+z=0}
et
E={PeR3[X]|,P(1+X)=P(1-X)}.
1. Montrer que F et E sont deux sous-espaces vectoriels de IR>.

2. Préciser une base et la dimension de F et de E.

Exercice 8. On considere la partie F de R* définie par
F={(xy,zt) e REx+y=0etx+z=0}

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et donner une base de F.

2. Compléter la base trouvée en une base de R*.

3.0nposeu; = (1,1,1,1), up = (1,2,3,4) et us3 = (—1,0,—1,0). La famille {u1, u, us} est-elle libre?
4. On pose G I'espace vectoriel engendré par les vecteurs uy, up et uz. Quelle est la dimension de G ?

5. Donner une base de F N G. En déduire que F + G = R*.

6. Est-ce qu'un vecteur de R* s’écrit de facon unique comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G ?



0.1 Solutions

Solution d’Exercice 1 :
1. (@) (R, ®) groupe commutatif ?
e Pour tout x,y € R%,ona
YQy=xy=yx=yox,

alors @ est commutative.

e Pour tout x,y,z € R% ,on a
x®(yoz)=x0(yz) =x(yz) = (xy)z= (xy) ®z = (xBy) Bz,

donc @ est associative.
e C’est clair que pour tout x € R :
1¢x=1x =x,

d’ot1 1 est I’élément neutre de (R*, @) (e(]RL@) =1).
e Pour tout x € R* ,on a

L 0r=1=¢€req)

donc tout élément de IR’ admet un élément symétrique pour la loi .

(b) Pour tout x € R* , on a
1

Ir-x=1-x=x =x.
(c) Pour tout & € R, Pour tout x,y € RY :
a-(xdy)=a-(xy)=(xy)* =x"yY"' ="y ) =a-xDa-y.
(d) Pour tout a, B € R, pour tout x € R :
(4B x=x"P=x*P=x*0yf =a-x®B-x
(e) Pour tout , B € R, pour tout x € R :

(af) - x=xF =) =a-xP=ua-(B-x).

2. R? muni avec ces deux lois n’est pas un R espace vectoriel car, pour tout a, € R et pour tout
(x1,x2) € R?, ona

(a+B) - (x1,%2) = ((a + B)*x1, (& + B)°x2) = ((&* + B>+ 2a)x1, (& + B> + 2aB)x2)

mais
a-(x1,%) + B (x1,%2) = ((a® + B x1, (62 4 B2)x2).

Solution d’Exercice 2 :
1. E; est un sous-espace vectoriel de R? car :
(a) Ogs = (0,0,0) € E;.




(b) VX = (x,y,z) € EyetVX' = (x/,y,2') € Eyona
(x+2)+2y+y) - z+2)=(x+2-2)+ (' +2/ - 2) =0,

d'ou X+ X' € E;.
() VX = (x,y,z) € E;etVA €R,ona

Ax+2Ay —Az=A(x+2y—z) =0.

2. E; n’est pas un sous-espace vectoriel de IR® car : Ogs = (0,0,0) ¢ E.
3. E3 est un sou-espace vectoriel de IR*, puisque pour tous (x,v,z,t), (x/,y,z',t') € R*et A € R,ona
(a) Oge = (0,0,0,0) € Es.
®) (x,yzt)+ X,y 2, ¢0)=x+xy+y,z+zt+t)eE,carx+x' =y+y =z+2 =t+1.
() A(x,y,z,t) = (Ax, Ay, Az, At) € E3, car Ax = Ay = Az = At
4. E4 n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car il n’est pas stable par addition. En effet, X = (1,0) et
Y = (0,1) sont tout les deux éléments de E4, mais X + Y = (1,1) nest pas élément de Ej4.
5.Les éléments (1,1) et (—1,1) sont éléments de Es. Si on effectue leur somme, on trouve (0,2) quin’est
pas élément de E5, donc E5 n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.
6. Posons F = {(x,y,z) € R%2x+3y—5z = 0} et G = {(x,y,2z) € R%x—y+2z = 0}. Comme a
la premiére question, on montre que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de IR®. Leur intersection
F N G est donc un sous-espace vectoriel de IR>.
7. Prenons (5,0,2) € F C FUGet(1,1,0) € G C FUG. Alors (5,0,2) + (1,1,0) = (6,1,2) n’est pas
élément de F car 12 +3 — 10 = 5 # 0, et il n’est pas non plus élément de G car 6 — 1+ 2 =5 # 0. Ainsi,
E; = F U G n’est pas stable par addition et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de IR>.
8. Eg est un sous-espace vectoriel de R[X] car :
(@) Orpy =0 € Es.
(b) VP, P, € Egon a

(PL+ P2)(0) = P1(0) + P2(0) = P1(2) + P2(2) = (P1 + P2)(2),

alors P + P, € Eg.
(c) VP € EgetVA € R,ona

(AP)(0) = A x P(0) = A x P(2) = (AP)(2).

9. Comme Ogjy] € Eo, alors Eg n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X].

10. En Remarquant que P; = X et P, = x% sont des éléments de E1p, mais x + x> = P; + P, € Ejg en on
déduit que Ejp n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X].

11. Soit f, g € Eq; et soit My, M, un majorant respectif de |f|, |g]. Alors, pour tout A € R, et tout x € R,

[(f+8) ()] = [f(x) +g(x)| < [f(x)[ +[g(x)] < M1+ M

et
[(Af) ()] = [A] X [ f(x)] < [A] x My,

et comme la fonction nulle est bornée, on obtient que Ej; est un espace vectoriel de (IR, R).
12. Considérons la fonction f définie pour x € R par f(x) = x2. Alors f est minorée (par 0). Mais on




a pour tout x € R: —f(x) = —x2. Ainsi, la fonction — f n’est pas minorée. Donc f € Ejp et —f & Ep,
d’ott E1 n’est pas un espace vectoriel de (R, R).
13. C’est clair que O (g r) € E13. Soient f,¢ € Ejzet A € R, ona

(f+8) +2(f+g) =f +2f+g +28=0 et (af) +2(af)=a(f +2f) =0,

donc E;3 est un espace vectoriel.
14. Comme f ub 0=0alors0 FRR) € E4. D’autre part, soient f,¢ € Eqset A € R, ona

[ trawi= [ (@ +aeya= [ fwart [ swa=o

et
/b(Af)(t)dt — /b AS(£)dt = A/bf(t)dt —o,

par suite Eq4 est un sous-espace vectoriel de .

Solution d’Exercice 3 :
1.Le vecteur t appartient au sous-espace vectoriel engendré par les trois vecteurs u, v, w ssi il peut
s’écrire comme combinaison linéaire de u, v, w.

C’est-a-dire, il existent o, B et -y tels que t = au + fov + yw.

a+p+y=1
4o 42 =0
Chercher trois réels a, § et 7y, revient a résoudre le systeme “t28+7
S50 +38 = —1
26 +2B—7=5
at+p+y=1
—2B—3y=—4
le dernier systéme est p=3
=Py = =
—3r=3
ona‘y = — ety = 1. le systeme n’a donc pas de solution.

Le vecteur t n’appartient donc pas au sous-espace vectoriel engendré par u, v et w.

2. Un vecteur (x,y,z) appartient a F ssi il existe deux réels a et B tels que (x,y,z) = a(1,—1,2) +
B(2,1,1) = (a+ 2B, —a+ B,2a + B)

a+2B=x
revient a résoudre le systtme ¢ —a+ B =y  On fait une sommation de la deuxiéme et la troisieme
20+ B =z

equation, on trouve x +2 =y + z.
Puis, on compare le résultat avec la premiere equation, on trouve —x +y +z = 0.

Dong, le systeme a une solution si —x +y 4z = 0.

Solution d’Exercice 4 :
(1) Tout d’abord E,F,G sont inclus dans RN. Ensuite, la suite nulle appartient & chacun des en-
sembles E, F, G car elle est convergente, de limite nulle et constante. Enfin, une combinaison linéaire

de suite convergentes (resp. de limite nulle, resp. constante) est convergente (resp. de limite nulle, resp.




constante). Ainsi, E, F, G sont des sous-espaces vectoriels de RN,

(2) Une suite constante de limite nulle est nulle donc FNG = {(0)}.

Une suite de limite nulle ou constante est convergente donc F et G sont inclus dans E. Par conséquent
F+GCE.

Soit (u,) € E : (u,) est donc une suite convergente. Notons [ sa limite. Posons v, = u, — Il et w, =1
pour tout n € IN. On a clairement (v,) € F et (w,) € Gdonc E C F + G.

Par double inclusion, E = F + G puis E = F & G puisque FNG = {(0)}.

Solution d’Exercice 5 : 1. Supposons qu’il existe #, 8,7 € R tels que a(—1,5,0) + B(0,—1,1) +
7(1,2,3) = 0rs = (0,0,0), alors
—a+y = 0
S50 —B+2y = 0
B+ 3y = 0
d’ou il vient w = B = v = 0. Donc la famille est libre.
2.Larelation w(2,—1,3) 4+ (1,0, —3) + ¥(3,—2,9) = Ogrs = (0,0,0), ot &, B, ¥ € R, donne le systeme

20+B+3y = 0
—o — 2 = 0
30 —38+9y =
d’ott
x = =2y
{ﬁ = 7

alors, il n’y a pas que (0,0,0) comme solution donc la famille est liée. En prenant v = 1, on trouve la
relation :
-2(2,-1,3)+(1,0,-3) + (3,-2,9) = Ogs.

3. Comme Card{0,1,0), (11, -2, —2), (4, —1,-1),(2,1,2)} = 4 > dimR3, alors la famille est liée.
4. Soient a, B,v € R tels que «(3,1,0,2) + B(0,—3,1,1) + v(7,2,—4,1) = Ors = (0,0,0,0), alors on
obtient le systeme :
3a 47y
a— 3B+ 2y
B—4y =
20+ B+y =

o O © O

par suite « = B = 7y = 0. Donc la famille est libre.

5. On suppose qu'il existe a, By € R vérifiant & + B(2 + X) + y(1 — X?) = 0,doncon a & + 28 + 1y +
BX — vX? = 0, par suite on obtient « = B = ¢ = 0. Alors la famille est libre.

6. Soient a, By € R tels que —aX + B(1+ X + X?) +9(X — X3) = 0,alors B+ (—a + B+ 7) X + BX? —
¥X3 =0,dotta = B = v = 0. Dong, la famille est libre.

Solution d’Exercice 6 : Prouver que G + H revient a prouver que G C Het H C G.
Alors il suffit de prouver H C G. Soit x € H et d’apres la condition 1,

x€eF+H=xcF+G=dyeFzeGtqx=y+z




Mais, z € H (car, G C H) alors,y € H (car, y = x —z et H ests.e.v).
Cependant,
yeF==yeFNH=yecFNG

alors, x =y +z € G. ce qui signifie G C H
Fin de la démonstration.

Solution d’Exercice 7 : 1. On

F = {(x,y,2) eR®|y=x+2z}
{(x,x+2z2z2) | x,z € R}

= {x(1,1,0) +2z(0,1,1) | x,z € R}
= Vect{(1,1,0),(0,1,1)},

d’oti F est un sous-espace vectoriel de R3. D’autre part,
C’est clair que 0 € E. D’autre part, pour tous P,Q € Fet A € R,ona

(AP+Q)(X+1)=AP(X+1)+Q(X+1) =AP(1-X)+Q(1—X) = (AP+ Q)(1 — X),

donc AP+ Q € E.

2.

— D’apres le calcul précédent, la famille {(1,1,0),(0,1,1)} est une famille génératrice de F, donc il
suffit de montrer que la famille est libre. En effet, comme les vecteurs (1, 1,0) et (0,1,1) ne sont pas
proportionnels, alors la famille est libre. Par suite {(1,1,0), (0,1,1) } est une base de F et dim F = 2.

— Commengons par la détermination d"une base de E. Soient P = ag + a1 X + X% +a3X3 € E. Puisque

PA1+X) = ap+a(1+X) +a(1+2X + X?) +a3(1 +3X +3X2 + X3)
= ayg+a;+ay+az+ (a1 + 243 +3a3) X + (az + 3a3) X% + a3 X3

et
P1—-X) = ap+a1(1—X)+a(1—2X+ X?) +a3(1 —3X +3X2 — X3)

= ag+ay +ay+as — (a1 +2ap +3a3) X + (a2 + 3a3) X> — a3 X3,
alors P(1 — X) = P(1 + X) si et seulement si

ay + 2a; + 3as = —(a1 + 2a, + 3a3)
a3 = —a3

i.e
a = —2612
az = 0.
E = {ap—2aX+axX?|ap,a; € R}

= {ao —|—ﬂ2(—2X—|—X2) | ap, ay € IR}
= Vect{l,—2X + X?}.

Donc

Comme les polyndémes 1 et —2X + X2 ont des degrés différents, alors {1, —2X + Xz} est une base de E
etdimE = 2..




Solution d"Exercice 8:1.Ona: F = Vect{(1,—1,—1,0),(0,0,0,1) }, donc F est une sous espace vectoriel
de R*. De plus comme {(1,—1,—1,0),(0,0,0,1)} est une famille libre, alors {(1,—1,—1,0),(0,0,0,1)}
est une base de F.

2. D’apres le théoreme de la base incomplete, on sait que l'on peut compléter la famille
{(1,-1,-1,0),(0,0,0,1)} par deux vecteurs de la base canonique pour obtenir une base de R*. On vé-
rifie facilement que {(1,—1,-1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,0),(0,1,0,0)} est une famille libre, donc une base
de R*.

3. L'équation au; + buy + cuz = 0 donne le systéme

a+b—c = 0
a-+2b =

a+3b—c = 0
a+4b = 0

ce qui donne facilementa =b =c=d = 0.

4.La famille {uq, up, u3} est une famille génératrice de G. C’est aussi une famille libre d’apres la question
précédente. C’est donc une base de G qui est de dimension 3.

5. Soit auy 4 buy 4 cuz un vecteur de G. On cherche les conditions sur a, b et c pour qu’il soit élément de

F. 1l vient
= —@

a
b = ¢
c

{2a+3b—c - 0 {Za — _3h+c
<
C

20+4b—-2¢c = 0 b = ¢

Ainsi, les vecteurs de F et G sont ceux qui s’écrivent c¢(—uj + uz + u3) = ¢(—1,1,1,3). Une base de
F N G est donc donné par le seul vecteur (—1,1,1,3).
D’autre part, d’apres le théoréeme des quatre dimensions,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(FNG) =2+3—1 = 4.

Ainsi, F 4+ G est un sous-espace vectoriel de R* qui est de dimension 4, et donc F + G = R*.
6. Non, car F N G n’est pas réduit & {0}, la somme n’est pas directe.
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