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Chapitre 1

Intégrales Multiples

L’ intégrale multiple est la généralisation d'une intégrale simple : c’est-
a-dire I'intégrale d’une fonction d"une seule variable réelle. On s’intéresse ici
a la généralisation a des fonctions dont le nombre de variables est supérieur

ou égale deux ou trois.

1.1 Intégrales doubles

1.1.1 Principe del’intégrale double d’une fonction
continue sur un rectangle

Soit f : R = [a,b] X [c,d] — R une fonction continue sur un rectangle
R. Lorsque on partage R en n X m sous-rectangle, on obtient un quadrillage
g d’un rectangle R, donc il est défini comme une subdivision du segment
[a,b] en n sous-intervalles [x;_1,x;],i =1,...,n, tels que xo =a et x, = b et une
subdivision du segment [c, ] en m sous-intervalles [yj,l, y ,] ,j=1,..,m,tels
que yo = cety,, = b. Le quadrillage g est donc constitué n X m sous-rectangles

Rij = [xi-1, xi] X [yj_l,yj], i=1,.,netj=1,.,m.
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On définit la somme de Darboux inférieur par :

n

mf(q Z i~ Xi- 1) —Yj- 1) mij, (11)

i=1 j=1

ol m; j représente le minimum de f sur R; ;.

Soit maintenant M le majorant de f sur le rectangle R, on peut écrire alors :
Sini(q) < (b—a) (d —c) M. (1.2)

De méme, on définit la somme de Darboux supérieur par :

&M)mewm - yj) My, (1.3)

i=1 j=1

out M; ; représente le maximum de f sur R; ;.

Soit maintenant m le minorant de f sur le rectangle R, on peut écrire alors :
Ssup(q) 2 (b - 11) (d - C) m. (1-4)

De (1.2) et (1.4), on peut facilement démontrer que I’ensemble des sommes de
Darboux inférieur admet une borne supérieur, qui est inférieur ou égale a la
borne inférieur de I'ensemble des Darboux supérieur. On peut montrer alors
que ces bornes sont égales. Lorsque le quadrillage devient suffisamment «
fin » pour que la diagonale de chaque sous-rectangle tende vers 0, ce volume
sera la limite des sommes de Riemann. On obtient alors la définition de

I'intégrale double suivante :

Définition 1.1.1. Pour qu’une fonction continue f : R = [a,b] X [c,d] — R soit
intégrable sur R,il faut et il suffit que pour tout € > 0, il existe un quadrillage

q= {Ri,j = [xi_1, xi] X [y]-,l,yj],i =1,..,netj= 1,...,m.}, tel que :

{1&mwsfﬁﬂnww@saww. w5

2.|Ssup(q) = Sine(@)| < €(b—a)(d - ),

oit le nombre f fR f(x, y)dxdy représente le volume de R? situé entre le plan xoy, la

surface d’équation et les quatre plans verticaux x =a,x =b, y =cet y = d.
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Figure 1.1 -

Exemple1.1.1. Enutilisant la définition de l'intégrale double, calculer I = f fR f(x, y)dxdy
,oit f(x,y) =x+yet R=1[0,1] x[0,1].
on va prendre comme quadrillage du plan, une découpe réguliere de R en n? petits

P 1] . .
carrés de sommets | —, = |, pouri=1,..,net j=1,.. n.
nn

‘ 1 1
Calculons tout d’abord m; ; et M; j sur les petits carrés [ZT, %] X [] , %] .

Pui of )—8f )=1>0 I
uisque ax(x,y = ay(x,y = , on a alors
_i-1 j-1 i
mij = ——+— etM”]_n+n' (1.6)
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Nous avons

Ssup (q)
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De méme, on peut trouver
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Sinf(q)

1(1’—1 j—l) n-1
i =i 2 \ 1 n n

n;lslszRf(x,y)dxdysnni.

On passe a la limite quand n — +oo, on trouve I = 1.

Par conséquent

1.1.2 Théorémes de Fubini

Théoréme de Fubini sur un rectangle

1.7)

(1.8)

(1.9)

Théoréme 1.1.1. Soit f une fonction continue sur un rectangle R = [a,b] X [c, d],

on a alors

f fR f(x, y)dxdy = j; " dx( » f(x,y)dy)= j; y dy( f[ " f(x,y)dx)-

(1.10)

Remarque 1.1. L'intéret de théoréme de Fubini est donc le calcul d’une intégrale

double sur un rectangle se ramene au calcul de deux intégrales simples : On fixe y

et on intégre par rapport a x sur le segment [a, b], puis on intégre cette expression

de y sur le segment [c,d]. Alternativement, on peut faire de méme on intégre par

rapport 4 y puis ensuite par rapport d x.
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1

Exemple 1.1.2. Calculons I = f fR fx, y)dx, telle que f(x,y) = ————, et
(x+y+1)

R =[0,1]x[0,1].

Ona
dx
o [ ol )
Rf Y [0,1] Y 01 (x+y+ 1)2
1
d d
=_f 1 ]dy:f_y_f_ydy
oilx+y+1f ony+1 o1 Yy+2
1
_ [ln(y_ﬂ) 4
y+2 3
Remarque 1.2. Si f(x,y) = h(x) X g(y), ott h : [a,b] = Ret g : [c,d] — R sont
des fonctions continues, on a alors :

ff fx, y)ydxdy = (f h(x)dx) X (f g(y)dy). (1.11)
[a,b]X[cd] [a,b] [cd]

Théoréme de Fubini sur un compact élémentaire de R?

0

Définition 1.1.2. On appelle compact élémentaire de R?, toute partie C de R?
vérifiant :

47

FiGgure 1.2 -



Dr. Smail KAOUACHE. Intégrales Multiples

C={(xy) eR¥a<x<bet fi(x) <y < fo(x)}(voire FIGURE 1.2), (1.12)

ot fi, f» : [a,b] = R sont des fonctions continues.

ou bien :

Y

FiGgure 1.3 -

C={xy) e R/ c<y<det gi(y) < x < g(y)} (voire FIGURE 1.3), (1.13)

ot g1, 2 : [c,d] = R sont des fonctions continues.

Théoréeme 1.1.2. Soit C un compact élémentaire de R et soit f une fonction

continue sur C.

1. Si le compact C peut se représenter par la formule (1.12), alors

b f2(%)
fff(x, y)dxdy = f dx % ( flx, y)dy).
C a A

1. Si le compact C peut se représenter par la formule (1.13), alors

82(x)
f f fx, y)dxdy = fd dy><( f(x,y)dx).
c c g1(x)

Exemple 1.1.3. Calculons I = f fc f(x, y)dx, ot

(x,y)=1,et C ={(x, €eR?/x>0et x—1<y<1-xl.
y Y Y

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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FiGure 1.4 -

D’apres la figure 1.4, C peut se représenter par
C={ry) eR}/0<x<let x-1<y<l-x}. (1.17)

Nous avons donc

ffcf(x, y)dxdy fol dx X (j:l_x dy)

1
f 2-2x)dx=1.
0

1.1.3 Propriétés de l'intégrale double

1. L'intégrale double sur un compact C de R? est linéaire ; c’est-a-dire :

ffc(af(x,y)+ﬁg(x,y))dxdy=affcf(x,y)dxdy+ﬁffcg(x,y)dxdy.

(1.18)
2.Si f(x,y) = 0, pour tout x, y € C, alors ffcf(x, y)dxdy > 0.
3.if(x,y) > g(x,y), pourtoutx, y € C,alors f fc fx, y)dxdy > f fc 8(x, y)dxdy.

4 [ f ydxdy| < [ [L]f(x, )| dxdy.

5.1 . x) eodxdy] < ([ 2 e msdy) < ([ [ g26x vy
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6. 5i C; et C; deux compact simples vérifiant ¢ NG, =@, alors
f fx, y)dxdy = ff fx, y)ydxdy + ff flx, yydxdy.  (1.19)
C1UCy Cy (@)

1.1.4 Changement de variables dans une intégrale
double

Soient D,D deux compacts élémentaires de R? et soit Q: D — D une
bijection de classe Cltelles que pour tout (1, v) € D, ¢(u,v) = (x,y) € D.Nous

avons donc le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.3.

ffo(x,y)dxdy:fo((p(Lt,U)))det]q,(u,v)|dudv, (1.20)
ox

ax
oul |det Jo(u, v)| = 3? g; (la valeur absolue du déterminant de la matrice
du Jv

du
jacobienne de @) ne s’annule pas a l'intérieur de D.

Cas particuliers

Passage en coordonnées polaires Soit ¢ : R} x [0,271] — R?, telles
que pour tout (p,0) € R?, p(p,0) = (x = pcos6,y = psin0) € R% Nous

avons donc

|det J,(p, )| = =p. (1.21)

cos@ —psin0
sinf pcosO

Par suite

ff fx, ydxdy = ff pf(pcos 0, psin0)dpdo. (1.22)
D D
Exemple 1.1.4. Calculons f fD f(x, y)dxdy, oir

flx,y) = w/1+x2+yzetD={(x,y)e]R2;1Sx2+y232,JCZO,]/ZO}.

(1.23)
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En effectuant le changement de variables x = p cos 0,y = psin 0, on trouve
15:{((),9)61112;13;)5 \/5,0395%}. (1.24)

Donc

[ [ sty

Z V2 31 V2
f d@f p+J1+ p2dp = [(1 + pz)z]
0 1 1

s (@ +@?). (1.25)

ol A

Changement de variable affine Soit ¢ : R> - R? telles que pour

tout (u,v) € R?,

Pu,v) = (x = a1u+ p1o+ Y1,y = arul + fov + ),
o P
ax P

ff f(x, y)dXdy = ff: )alﬁz - ﬁ1a2| f(aqu + ﬁlv + Y1, 00U + ﬁz?] + yz)dudv.
° 0 (1.27)

et

|det J(u,0)| = = s — praz| # 0. (1.26)

Nous avons donc

Exemple 1.1.5. CalculonsI = f fD f(x, y)dxdy, ot
flx,y) =exp(x+y)et D = {(x,y) € R%0 <x+y<let0<x-y< 1}. (1.28)

Soit D = {(u,v) eERju=x+y,o=x-yet(x,y) € D},DoncD = ([0, 1])%.

Lot 11

= , 5 7 1

D’autre part u2 o, cequiimplique |det Jo(u, U)| = % 21 =5
== 3 73

On a alors

1 1
Izlf exp(u)duf do =1 1.
2Jo 0

N
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1.2 Intégrales triples

1.2.1 Principe de l'intégrale triple d’'une fonction
continue sur un domaine D de R®

Le principe de I'intégrale triple est le méme que pour l'intégrale double,
en remplagant juste un petit élément de surface par un petit élément de
volume.

Soit f est une fonction continue de trois variables (x, y, z) sur un domaine D

de R3. On définit f f fD f(x,y,2)dxdydz comme limite de somme de la forme

i X Xy (xi — xim1) (]/j - y,'_l) (zk — zk-1) f(ui, vj, wy), dans laquelle, (u;, v}, wy)
est un point du petit parallélépipede [x; — x;_1] X [y]- - y]q] X [z = zk—1].

1.2.2 Théorémes de Fubini

Théoreme de Fubini sur un parallélépipede

Théoréme 1.2.1. Soit f une fonction continue sur un parallélépipéde P = [a, b] X

f dz( f f f(x,y,z)dxdy)
[e.f] [a,b]x[c,d]

d Y, z)dyd
L ) x[ | f[ R z]

[c,d] X [e, f], on a alors

f f fp f(x, y,2)dxdydz

= . (1.29)
Exemple 1.2.1. CalculonsI = f f fp f(x,y,z)dxdydz, ot
flx,y,2) =2(xy +yz+xz)et P =10, 11°. (1.30)
Ona )
f 2(xy +yz+xz)dx =y +2yz + z. (1.31)
Puis 0

1
f (y+2yz+2z)dy = % +2z. (1.32)
0
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Enfin

fol (% + ZZ)dz - g (1.33)

Théoreme de Fubini sur un domaine D de R®

L’idée est de prendre 1'une des trois variables x, y et z varie entre deux
bornes d’ extrémes a et b. Supposons par exemple que ce soit z ( on peut
intervertir les roles de x, y et z), tel que le domaine plan obtenu en coupant le
volume D par un plan z = cst soit un domaine D, suffisamment simple pour

que l'on puisse y calculer I'intégrale double f fD. f(x,y,2)dxdy. On a donc

fffpf(x, Y, z)dxdydz = fab dz (IL f(x,y,z)dxdy). (1.34)

Exemple 1.2.2. Calculons f f fD f(x,y,2)dxdydz, ot
flx,y,z)=1etD = {(x,y,z) € ]R3;x,y,z >0etx+y+2z< 1}. (1.35)

11 s’agit donc de calculer le volume de D.
On découpe D par un plan horizontal z = zy, on trouve alors un triangle D, en
fonction de x et y limité par des axes x = y = Oet x+y = 1 -2z, tel que zo € [O, E] .

Nous avons donc

fo% dz (f fDZ flx, y,z)dxdydz)

1

foz dz (]:_ZZ dx (j()*l—Zz—x flx, y,z)dy))

3 1-2z
fdz(f (1—x—22)dx)
0 0
_ (i AP
= ﬁ(z 22+22)dz—12.

1.2.3 Changement de variables dans une intégrale

triple

Soient D, D deux compacts élémentaires de R® et soit ¢ : D — D une
bijection de classe Cltelles que pour tout (4, v, k) € D, o(u,v,k)=(x,y,2z) €D.

Nous avons donc le théoréme suivant.
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Théoréme 1.2.2.

f f fo (v, y, 2)dxdydz = f f fD £ (@(u, 0, k) |det J, (1,0, k)| dudod,

1.36
ox ox o o
% 9 &
%%

u  Jdv
matrice jacobienne de @) ne s’annule pas a l'intérieur de D.

ol |det Jo(u, v, k)| = (la valeur absolue du déterminant de la

dk

Cas particuliers

Passage en coordonnées cylindriques Soit ¢ : R} x [0,2r] X R —
R?, telle que pour tout (p, 6,z) € R, p(p,0,z) = (x = pcos O,y = psin 6,z =

z) € R3. Nous avons donc

cos@ —psinf 0
|det](p(p,9,z)|: sinf pcosO 0 | =p. (1.37)
0 0 1

Par suite

f f fo (%, y, 2)dxdydz = f f fD pf(pcos 6, psin6,z)dpd0dz.  (1.38)

Exemple 1.2.3. Calculons f f j;) f(x,y,z)dxdydz, ot

fo,y,2) = ﬁeth{(x,y,z)elRS;l <P+ <4, x20,y200<z<1).
(1.39)

En effectuant le changement de variables x = pcos 0,y = psin 0,z = z, on trouve
D={(P,9,Z)€]R3;1Sps2,0$9S§et0$z$1}. (1.40)

Donc

1 Z Zd
ffff(x,y,z)dxdydz=f dzfzdef —pzz[lnp]%:zlnz
D 0 0 1P 2 2

(1.41)
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Passage en coordonnées sphériques
Les coordonnées sphériques sont données par

x = psinfcosw,
y =psinOsinw, (1.42)

z=pcos0,
ou 0 € [0,mt] etw € [0,27]. Dans ce cas

sinfcosw pcosOcosw —psinfsinw
|det](p(p,@,a))|= sin@sinw pcos@sinw psinBcosw || = p*sin6.

cos 0 —psin 0 0
(1.43)

Exemple 1.2.4. Calculons f f fD f(x,y,z)dxdydz, ot

flx,y,2) = et D = {(x, y,2)eRE1< ¥+ +22 < 4}. (1.44)

_
V2 +yr+ 22
En effectuant le changement de variables (1.42), on trouve

DZ{(P,G,a))ER3;1Sp§2,05w£2net0£9§n}. (1.45)

Donc
27 Tt 2
ffff(x,y,z)dxdydz:f da)f sin@d@f pdp = 67 (1.46)
D 0 0 1

1.2.4 Applications

Calcul de quelques volumes

Définition 1.2.1. Le volume V d’un corps est donné par

V= f f jz; fx,y,2)dxdydz, (1.47)

ot D représente le domaine délimité par ce corps.



Dr. Smail KAOUACHE. Intégrales Multiples 14

Volume d’un cylindre: DanscecasD = {(x, y,2) e RGx2+ 2 <R%et0<z < h} .

1 27 R
=fffdxdydz:f dzf d@f pdp = nR?h (1.48)
D 0 0 0

Volume d'unspheére: DanscecasD = {(x, y,z) € R%x% + 12 + 22 < R? } :

On a alors

On a alors

27 T R
= f f f dxdydz = f dw f do f psin@dp:lnRS (1.49)
D 0 0 0 3

Volume d'un ellepso’ide Dans ce cas

2 2
{(x Y,2) € ]R3 >+ ‘Z—z + = 2 <1,(ab,c) e (R ) }.Eneffectuantle chan-
[ 2
gement de variable y = b4/1 - x—sm@ oud e] 5 2[011 trouve
2 2 2
a by\1-— -=-=
vV = fffdxdydz=fdxf\ aidyf\ﬂdz
D —a X x? yz
-b\|1-— —c\|1l-——=—
' N2 1,
2
a b\l——2 x2 2
a ¥
= ZC[adxf 2 1—a—2—ﬁdy
—b\l—a—z

e
= 2
= ZbCfdxf% (1—x—2)c0326d9
—a = a
2
i
) *
= 8bcfa(1 - x—z)dxfz cos® 0do = ilnabc.
0 a 0 3
2

Volume de l’ellepsoide d’équation x* + a?y? + b’z> = ¢* , ou
a,b,c > 0 :Soit

D = {(x y,2) € R%;x% + a?y? +b222:c2}

{(cpsinO cosw,bpsinOsinw,apcos0):0<p<1,0<0<m0<w<2n}.
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On a alors

27 7T 1
:fffdxdydz:f da)f d@f czpzsinedezénc2
D 0 0 0 3

Volume commun aux deux cylindres d’équations respectives
x? + y2 =R?etx>?+2z>=R%* R >0. Danscecas
D= {(x,y,z) ERLGF+ Y2 <R¥etx?+722 < Rz} .On a alors

VR2-x2 VRZ=R2
fffdxdydz—f dxf f dz
VRZ=22

SIR(RZ ) dx =?R2 (1.50)

v
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